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AVERTISSEMENT. 


Kj^est  à  la  libéralité  ffénérmlement  reconnue  du  gmnvemêment  de  Norvège  et 
à  ^activité  qu'il  met  à  la  propagatifin  des  lumières^  des  sciences  et  des  arts^ 
qiiest  due  la  -publicatUm  de  cette  édition  des  ouvrages  de  notre  tUustre 
compatriote.  La  proposition  que  je  fis  de  rédiger  et  de  faire  publier  une 
édition  des  oeuvres  complètes  de  notre  auteur^  en  recueillant  ce  qu'il  avait 
déjà  fait  publier^  et  ce  qui  restait  encore  inédit  ptmm  les  papiers  qu'il 
avait  laissés,  ayant  été  appuyée  par  le  sénat  académique^  le  Roi  donna 
ordre  pour  que  tous  les  frais  résultant  de  la  publication  de  cet  ouvrage, 
fussent  payés  sur  les  fonds  du  bureau  de  Vinstruction  publique.  Ce  pre- 
mier volume  contient  les  ouvrages  de  V auteur  qui  ont  déjà  été  publiés  aupa- 
ravant. Us  se  trouvent  insérés  dans  les  quatre  premiers  volumes  du  jour- 
nal  de  M.  Crelle  (Journal  iar  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Berlin 
1826  — 1829)^  excepté  les  mémoires  XIII  et  XIV,  qui  ont  été  consignés 
dans  les  numéros  158  et  147  du  journal  d'agronomie  de  M.  Schumacher 
(Astronomische  Nachrichten.  Altona  1828).  L'auteur  les  a  originairement 
écrits  en  français,  mais  les  neuf  premiers  mémoires  ont  été  traduits  par  M. 
Crelle  en  allemand,  d^oii  on  les  a  de  nouveau  traduits  en  français.  Quant 
aux  originaux  des  oeuvres  publiées  de  notre  auteur,  on  n^en  a  point  trouvé 
dans  ses  papiers.  Dans  la  révision  de  ces  mémoires  il  m'a  été  nécessaire 
de  faire  plusieurs  calculs  et  développements  dont  foi  fait  un  extrait,  que 
foi  ajouté  la  fin  du  volume.  J'espère  que  ces  développements  jetteront  du 
jour  sur  les  endroits  les  plus  difficUs  de  V auteur,  de  sorte  qu'ils  faciliteront 
la  lecture  de  l'ouvrage,  et  qu'ils  le  rendront  accessible  à  un  grand  nombre 
de  lecteurs  qui,  sans  ces  développements,  le  trouveraient  trop  abstrait.  Le 
temps  et  les  soins  que  j'a  dû,  mettre  à  la  rédaction  de  cet  ouvrage,  je  les 
regarderai  toujours  comme  le  loisir  le  mieux  employé  de  ma  vie,  s'il  peut 
contribuer  à  répandre  cet  ouvrage,  la  plus  importante  proAiction  de  nos 


jours  en  son  genre.  Par  Vimmense  étendue  de  ses  problèmes  et  par  l'ex- 
trême rigueur  de  sa  méthode  suivant  V exemple  de  f  illustre  M.  Cauchy^  Vau- 
teur  à  donné  aux  mathématiques  un  accroissement  que  sans  lui  cette  science 
n  aurait  peut-être  eu  dans  un  siècle,  et  frayé  des  routes  avant  lui  inconnues j 
qui  doivent  donner  une  nouvelle  face  au  calcul  infinitésimal  et  à  V analyse 
en  général.  Cest  pourquoi  les  oeuvres  de  notre  auteur  appartiennent  au 
premier  rang  de  celles  que  nul  rnathématicien,  pour  peu  qu'il  désire  se  mettre 
au  fait  de  sa  science,  ne  pourra  se  dispenser  de  lire.  Le  tome  second, 
qui  contiendra  les  oeuvres  inédites  de  l'auteur,  est  sous  la  presse,  et  'pa- 
raîtra le  plus  tôt  possible. 


s 
Christiania  le  3/  décembre  i838. 
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NOTICES   SUR   LA  VIE  DE  L'AUTEUR 

(PAR  L'EDITEUR.) 


NiELM  Heitmik  (Nicolas  Henri)  Amel^  Norvégien  ntqiiit  le  5  aoùt^)  1802  an  presbytère 
de  Findoe,  paroisse  sitnéé  dans  le  diocèse  de  Christiansand  où  son  père  Sdren  Georg  Abel 
ëUit  cnré  (ministre  protestant).  Son  père  syant  été  nommé  curé  de  Gjerrestad  en  180S, 
le  Jenne  Nicolas  Vj  snivit  avec  nn  frère  aine,  avec  lequel  il  commença  dans  la  suite  ses 
premières  études  sous  les  auspices  de  son  père,  ^n  1815  son  père  le  fit  entrer  dans 
Técole  cathédrale  de  Christiania  où,  pendant  les  premières  années  de  son  cours  élémen- 
taire, il  ne  s'attira  aucune  attention  particulière,  jusqu'à  ce  qu'en  1818,  époque  d'où  date 
ma  nomination  de  professeur  de  mathématiques  à  ladite  école,  on  accorda  aux  disciples 
quelques  heures  exprès  pour  les  exercer  à  résoudre  des  problèmes  algébriques  ou  géomé- 
triques. Ce  fut  alors  que  le  talent  à'Abel  se  développa  d'une  manière  éclatante.  Il  fallut 
bientôt  lui  réserver  des  problèmes  tout-exprès.  Depuis  ce  temps  il  se  voua  aux  mathé- 
matiques avec  ardeur,  et  y  fit  des  progrès  énormes,  et  avec  une  rapidité*  qui  n'appartient 
qu'au  génie.  Ayant  rapidement  passé  le  cours  élémentaire,  je  lui  donnai,  sur  sa  démande, 
des  leçons  en  particulier  sur  le  calcul  infinitésimal.  Après  l'avoir  initié  dans  les  éléments 
de  cette  science,  je  parcourus  avec  lui  l'introduction  et  les  institutions  du  calcul  4iff-  et 
intégr.  A'Euler.  Dès-lors  il  commença  à  marcher  seul.  Il  étudia  les  ouvrages  de  Lacroix^ 
Francœur,  PùtêêoUf  Gauêê  et  surtout  ceux  de  Lagrange,  et  fit  déjà  lui  même  quelques 
essais.  En  juillet  1821  ayant  quitté  l'école  cathédrale,  il  fut  reçu  à  l'université  de  Chri- 
stiania, après  avoir  subi  l'examen  dit  d'artium.  A  l'école  cathédrale  il  avait  déjà  obtenu 
un  gratis,  et  son  père  étant  mort,  sans  laisser  à  la  veuve  les  moyens  d'entretenir  son  fils 
à  l'université,  quelques-uns  des  professeurs,  frappés  des  talents  extraordinaires  qu'il  annon- 
çait pour  les  mathématiques,  se  cotisèrent  pour  lui  procurer  les  moyens  d'une  existence 
indépendante  et  conforme  à  ses  talents  supérieurs.  Après  avoir  joui  de  ce  soutien  pen- 
dant S  ans,  le  gouvernement,  sur  la  proposition  du  sénat  académique,  lui  accorda  sur  le 
trésor  200  Sp.  par  an»  pour  continuer  ses  études  pendant  2  ans  à  l'université.     Ces  gra- 


*)  Dans  le  nécrologe  de  N.  Abel  par  M.  Crelle,  inaéré  dans  le  4"*  volome  de  son  Joorna],  le  25  août  es 
cité  comme  I4  jour  de  naiiiance  de  notre  anteor.  Cette  faate,  qae  je  prends  ici  la  liberté  de  corriger, 
dérive  d'nne  Inadvertance  de  ma  part  dans  les  renaeignementa  communiqués  à  M.  Crelle.  Par  nne  faute 
dTrapression  le  lien  de  sa  naissance  y  est  appelé  Frindoê.  Dans  le  Journal  anglais  "The  Athensum", 
Abel  est  appelé  Suédois  ("the  célébra  te  d  yonng  Swedish  philosopher,  AbeT). 


VI 

tifications  tant  privées  que  publiques  qu'on  lui  iéetéU  pendant  son  séjour  à  rnnirersitét 
il  les  employa  consciencieusement  à  se  perfectionner  dans  sa  science.  A  cette  époque 
il  écrivit  plusieurs  traités  dont  quelques-uns  sont  insérés  dans  le  Journal  ^'Magasin  for 
Naturvidenêkabeme".  Le  problème  qui  Toccupait  alors  plus  particulièrement,  fut  de 
trouver  la  résolution  générale  des  équations  du  5*"'  degré,  problème  qui  depuis  long  temps 
a  occupé  presque  tous  les  •  mathématiciens  d*un  rang  distingué,  jibel  se  flatta  une  fois 
d'avoir  trouvé  cette  résolution,  mais  malheureusement  il  y  avait  commis  une  erreur  dont 
il  s'aperçut  lui  même  le  premier*  Cependant  cela  ne  le  rebuta  point;  an  contraire  il  se 
proposa  de  trouver  cette  résolution,  ou  d'en  démontrer  l'impossibilité.  Pour  cette  der- 
nière tâche  elle  lui  réussit,  et  il  en  écrivit  la  démonstration  en  français,  langue  dont  il 
se  servit  dans  la  suite  pour  écrire  ses  mémoires  ou  traités,  et  qu'il  fit  publier  à  Chri- 
stiania en  1824  soud  titre  "Mémoire  sur  les  équatUmê  algëbriquee  où  on  démontre  l'ùn- 
possihilité  de  la  résolution  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré*\  Ainsi  ce  fut  jibel 
qui  le  premier  parvint  à  débrouiller  cette  partie  importante  de  la  théorie  des  équations 
algébriques,  découverte  qui,  comme  Ta  dit  Legendre^  doit  être  regardée  coitame  la  plus 
grande  qui  restait  à  faire  dans  l'analyse. 

En  juillet  1825  il  sollicita  auprès  du  gouvernement  un  bénéfice  de  000 Sp.  par  an 
pour  continuer  ses  recherches  dans  l'étranger,  et  notamment  à  Paris,  pendant  deux  ans. 
On  lui  accorda  aussitôt  sa  demande,  et  le  même  été  il  partit  pour  Berlin,  suivi  de  quel- 
ques jeunes  littérateurs  et  savants  Norvégiens.  Son  premier  plan  avait  été  d'aller  d'abord 
à  Paris,  mais  il  l'abandonna  dans  la  suite  pour  profiter  de  la  compagnie  de  ses  amis  et 
compatriotes.  Dans  la  première  lettre  qu'il  m'adressa  de  Berlin,  il  se  félicite  d'avoir  pris 
la  route,  de  Berlin  avant  celle  de  Paris,  ayant  eu  la  satisfaction  de  faire  à  Berlin  la  con- 
naissance de  Mr.  Crelle^  dont  il  ne  sait  pas  assex  vanter  l'accueil  prévenant  et  la  bienveil- 
lance. Il  devint  bientôt  l'ami  intime  de  Mr,  Crelle,  et  la  correspondance  qui  s'établît 
entre  eux,  dura  jusqu'à  sa  mort.  Ce  qui  contribua  d'abord  à  sa  célébrité  littéraire,  c'est 
le  journal  de  Mr.  Crelle  dont  le  premier  cahier  parut  pendant  le  séjour  A^Abel  à  Berlin 
au  commencement  de  1820,  et  -dont  Abel  devint  un  des  collaborateurs  les  plus  actifs,  cha- 
que  cahier  contenant  un  ou  deux  de  ses  traités,  lesquels  à  leur  tour  ne  contribuèrent  pas 
peu  à  établir  la  réputation  bien  méritée  de  ce  journal. 

Vers  l|i  fin  de  février  il  quitta  Berlin  et  après  s'être  arrêté  par  intervalles  à  Léipsic, 
Friberg,  Dresde  et  PriTgue,  il  arriva  vers  la  mi-avril  à  Vienne.  Il  apporta  de  ilfr.  Crelle 
des  lettres  de  recommandation  pour  Jlfra.  Littrow  et  Burg.  Vers  la  fin  du  mois  de  mai 
il  quitta  Vienne,  traversa  une  partie  de  l'Italie  et  de  la  Suisse,  et  arriva  au  mois  de  juillet 
à  Paris,  muni  de  lettres  de  recommandation  de  Mrs.  Littrow  et  Crelle  pour  ilfrs.  Bouvard 
et  Hachette.  Il  y  fit  en  même  temps  la  connaissance  de  plusieurs  mathématiciens,  parmi 
lesquels  se  trouvait  miustre  Mr.  Caucky. 

En  janvier  1827  il  quitta  Paris  pour  se  rendre  à  Berlin,  d'oh  il  alla  à  Copenhague,  et 
de  là  il  arriva  à  Christiania  au  moia  de  mai. 
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Il  définit  alors  obtenir  une  chairo  dO'  mathëmatiquea  à  l'unireraité;  mais  cofflme 
rnalTersitë  arait  déjà  devx  profeatenrs  en  mathématiques  et  que  le  gourernement  ne  le 
trouTait  pas  convenable  d*en  nommer  un  troisième,  il  resta  sans  place  Jusqu'en  1828,  lors- 
qn*on  lui  conféra  les  fonctions  de  Mr^  Hanêteen  pendant  son  absence  dans  un  voyage  en 
Sibérie.  En  septembre  1827  on  le  nomma  membre  de  la  société  royale  des  sciences  à 
Throndhjem. 

Depuis  son  retour  en  Norvège  il  poursuivit  infatigablement  ses  recherches  scientifi- 
ques, et  peut-être  que,  surtout  la  dernière  année  de  sa  vie,  il  y  mit  trop  d^activité  et 
d*elforts,  étant  naturellement  souffrant  et  d'une  constitution  faible  et  sensible.  En  dé- 
cembre 1828  au  fort  de  l'hiver  il  entreprit  un  voyage  pour  les  fonderies  de  fer  de  Fro- 
land  près  d'Arendal,  où  se  trouvait  alors  sa  future  Mad^^  Kemp  (  à  présent  iP^^  KeU- 
hmu).  Vers  la  mi-janvier  1829  il  y  tomba  malade,  et  malgré  les  soins  prodigués  par  sa 
fiancée  et  par  la  famille  de  la  maison  (Jfr.  S.  Smith  était  alors  propriétaire  desdites 
fonderies  de  fer),  11  mourut  d'une  phtisie  le  6  avril  alité  depuis  trois  mois  ^). 

Les  travaux  à'Ahel  qui  commencèrent  à  fixer  l'attention  des  savants  furent  d'abord 
son  mémoire  sur  l'impossibilité  de  k  résolution  générale  des  équations  algébriques  qni 
passent  le  quatrième  degré  mentionné  pins  haut,  et  dont  le  mémoire  No.  IL  de  cette 
édition  n'est  qu'une  nouvelle  rédaction  avec  des  développements  ultérieurs,  et  ensuite 
ses  recherches  sur  les  fonctions  elliptiques.  En  même  temps  que  notre  jihel^  et  sans 
connaître  les  ouvrages  de  ce  dernier^  Mr.  Jàeobi  de  Koenigsberg  commença  à  traiter  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques.  Ainsi  une  rivslité  s'établit  entre  ces  deux  génies  supé- 
rieurs dans  lenrs  traités  sur  lesdites  fonctions.  Ahel  me  dit  que  lors  de  son  séjour  à 
Paris  en  1826,  il  avait  déjà  achevé  la  partie  essentielle  des  principes  qu'il  avançait  dans 
la  suite  sur  ces  fonctions,  et  quil  aurait  Men  voulu  remettre  la  publication  de  ses  décon- 
rertes  jusqu^à  ce  qu'il  en  eût  pu  composer  une  théorie  complète,  si  en  attendant  Mr.  Ja- 
eobi  ne  s'était  mis  sur  les  rangs. 

Mr.  Crelle  dans  une  lettre,  adressée  à  Af.  jibel  en  date  du  18  mai  1828,  s'exprime 
comme  suit: 

"Depuis  quelque  temps  on  commence  à  spprécier  vos  ouvrages  de  plus  en  plus. 
Jlfr.  Fuês  m'écrit  de  8t.  Petersbourg  qu'il  en  a  été  ravi.  Yoici  ce  que  m'écrit. Jfr. 
Gauêê  de  Goettingue  que  j'avais  également  prié  de  m'envoyer  quelque  chose  sur  les 
fonctions  elliptiques  dont  il  s'occupe,  comme  j'ai  appris,  plus  de  30  ans.  ""D'autres 
occupations  m^empéchent  pour  le  moment  de  rédiger  ces  recherches.  Mr.  Abel  m'a 
prévenu  au  moins  d'un  tiers.  Il  vient  d'enfiler  précisément  la  même  route  dont  je  suis 
sorti  en  1788.  Ainsi  je  ne  m'étonne  nullement  de  ce  que,  pour  la  majeure  partie,  il 
en  soit  venu  aux  mêmes  résultats.    Comme  d'ailleurs  dans  sa  déduction  il  a  mis  tant 


*)  Un  journal  français  dont  je  ne  me  rappelle  pas  le  titre,  m'est  renn  sons  les  yeux,  où  l'on  a  rapporté 
'qn'    Abel  est  mort  dans  la  misère.     On   voit   par  les  détaib  ci-deesns  qne  ce  rapport  n'est  pas 
conforme  à  la  vérité. 
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de  lagicitë  de  pfTnëCrattoii  et  d'élégance,  je  me  erois  par  eela  ménie  diapensé  de  la 
rédaction  de  mes  propres  recherches.**^     Cet  aTla  de  Jfir.  Gauêê  m'a  fkit  on  grand 
plaisir". 
Dans  une  lettre  da  10  septembre  1818  Mr.  CrMe  communique  à  AM  la  déclaration 
suivante  de  Legendrei 

"Ce  que  tous  me  dites  du  jeune  Mr.  Ahel  est  absolument  conforme  à  l'idée  que 
je  m'étais  formée  de  ses  grands  talens  en  parcourant  le  cahier  de  votre  journal  o& 
est  inséré  son  charmant  traité  sur  les  fonctions  elliptiques.  Mr.Poigmm  m'a  fait  par- 
venir l'année  passée  le  cahier  que  vous  lui  aviei  envoyé  peu  de  temps  après  que 
j'eus  reçu  communication  de  la  belle  découverte  de  Mr.  Jaeobi  par  le  journal  de  Mr* 
Schumacher  et  par  une  lettre  de  l'auteur.  Ces  productions  de  deux  jeunes  savana 
qui  m'étaient  inconnus  jusqu'alors,  m*ont  donné  autant  d'admiration  que  de  satisfaction* 
Je  vis  par  là  que  sous  diiférens  rapports  ils  avaient  chacun  de  aon  côté  perfectionné 
cette  théorie  dont  je  m'occupais  presque  eTclusivement  depuis  plusieurs  années,  et 
que  les  mathématiciens  de  mon  pays  avaient  regardée  avec  indifférence," 
Les  deux  lettres  suivantea  de  Legendre  font  encore  voir   la  haute   opinion  que  cet 

illustre  mathématicien  avait  adoptée  de  notre  jiiel. 

Paris  le  25  octobre  1828. 
"Monsieur,  j'ai  reçu  et  lu  avec  beaucoup  de  plaisir  la  lettre  fort  intéressante  que 
vous  m'avez  adressée  en  date  du  3  de  ce  mois.  Je  vous  félicite  bien  cordialement 
des  grands  succès  que  vous  avea  obtenus  dans  vos  travaux  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  J'avais  déjà  connaissance  des  beaux  mémoires  que  vous  aves  pub- 
liés dans  les  journaux  de  M.  M.  Crelle  et  Schumacher;  les  nouveaux  détails  que  vous 
voulei  bien  me  donner  sur  la  suite  de  vos  recherches,  augmentent  encore,  s'il  est 
possible,  les  titres  que  vous  avez  acquis  à  l'estime  des  savana  et  surtout  à  la 
mienne.  En  rendant  justice,  comme  je  le  dois,  au  mérite  de  vos  découvertes,  je  ne 
puis  me  défendre  du  sentiment  d'orgueil  qui  m'associe  en  quelque  sorte  à  vos  tri- 
omphes et  à  ceux  de  votre  digne  émule,  M.  Jaeobi^  puisque  c'est  en  grande  partie 
par  l'étude  de  mes  ouvrages  que  vous  aves  eu  occasion  l'un  et  l'autre  de  développer 
.les  grands  talens  que  la  nature  vous  a  départis.  Dans  une  de  ses  dernières,  lettres, 
ilf.  Jaeobi  s'exprime  en  ces  termes  sur  votre  mémoire  imprimé  dana  le  n*  138  du 
journal  de  M.  Schumacheri 

""Cen*  contient  une  déduetian  rigoureuse  des  théorèmes   de  transformation 

dont  le  défaut  s'était  fait  sentir  dans  mes  annonces  sur  le  même  objet     Elle  est 

au'deêsuê  de  mes  éloges,  comme  elle  est  au-desêuê  de  mes  travaux.*^ 

Un  pareil  aveu,  exprimé  avec  tant  de  candeur,  eat  aussi  honorable  pour  M.  Jaeobi 

que  pour  vous.     Vous  serez  sans  doute  dignes  l'un  de  Tautre  par  la  noblesse  de  vos 

sentimens  et  par  la  justice  que  vous  vous  rendres  réciproquement. 

Je  voudrais  bien  Monsieur,  pouvoir  vous  offrir  un  exemplaire  de  mon  traité  des 
fonctions  elliptiques  en  deux  volumes  in  4*    qui  a  paru  en  janvier  1827  et  qui  cou- 
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tient  un  bon  nombre  de  choset  qai  ne  sont  pas,  dans  les  Exerc.  d.  Cale.  int.  Mais 
la  diflficnlté  est  de  tous  faire  passer  cet  exemplaire  avec  sùretë.  Je  ne  tous  appren- 
drai rien  dans  cet  onyrage;  c'est  an  contraire  sur  vous  deux,  Messieurs,  que  je  compte 
pour  Tenrichir  de  beaucoup  de  découvertes  précieuses  auxquelles  je  ne  serait  jamais 
parvenu  par  mes  propres  travaux  ;  car  j'ai  atteint  un  âge  oh  le  travail  devient  bien 
diflFicile  ou  même  impossible. 

La  fin  de  votre  lettre  me  confond  par  la  généralité  que  vous  avei  su  donner  à  vos 
recbercbes  sur  les  fonctions  elliptiques,  et  même  sur  des  fonctions  plus  compliquées. 
Il  me  tarde  beaucoup  de  voir  les  méthodes  qui  vous  ont  conduit  à  de  si  beaux  résul- 
tats; je  ne  sais  si  je  pourrais  les  comprendre,  mais  ce  qu'il  y  a  de  sûr,  c'est  que  je 
n'ai  aucune  idée  des  moyens  que  vous  avec  pu  employer  pour  vducre  de  pareilles 
difficultés.     Quelle  tète  que  celle  d'un  jeune  Norvégien! 

Une  partie  de  ce  que  vous  dites  sur  les  transformations  m'est  déjà  connue,  et 
se  trouve  développée  dans  mon  premier  supplément;  mais  dans  le  reste  la  sphère 
de  vos  connaissances  est  beaucoup  plus  étendue  que  la  mienne,  et  il  me  resterait 
surtout  à  éclaircir  ce  qui  concerne  les  transformations  imaginaires,  sur  quoi  j'attends 
un  ouvrage  de  200  pag.  in  4*  que  doit  publier  M.  Jacobi  et  dont  l'impression  est  déjà 
commencée.  Peut-être  n'êtes  vous  pas  à  portée  maintenant  de  publier  un  semblable 
ouvrage  qui  contienne  l'ensemble  de  vos  découvertes;  il  nous  intéresserait  beaucoup^ 
Monsieur.  J'espère  que  vous  nous  en  dédomagerez  par  de  nouvelles  publications  dans 
les  journaux  de  Mrs,  Crelle  et  Schumacher^  en  donnant  la  démonstration  de  vos 
théorèmes. 

Il  y  a  un  point  très  intéressant  à  mes  yeux  oh  vous  ne  semblés  pas  vous  accor- 
der entièrement  avec  ilf.  Jacobi,  Dans  le  cas  oh  n  est  un  nombre  premier,  Jlf.  Jacobi 
dit  que  l'équation  modulaire  entre  ce  que  vous  appelez  c^  et  c  est  du  degré  n+l,  et 
il  donne  pag.  193  du  8  Vol  de  M,  Crelle^  l'expression  en  série  des  n+l  racines  dont 
deux  sont  réelles  et  les  n — 1  autres  imaginaires.  Cela  semble  s'accorder  avec  les  ré- 
sultats connus  pour  les  cas  de  n  =  3  et  n  =  5,  où  l'équation  dont  il  s'agit  est  du 
4^  et  du  0>"^  degré.  Vous,  Monsieur,  Vous  annoncez  que  le  nombre  des  modules 
est  six  fois  plus  grand.  Il  y  aurait  donc  36  modules  c^  dans  le  cas  de  it  =  5,  et  ce- 
pendant l'équation  modulaire  n'est  que  du  6"*^  degré.  C'est  une  difficulté  que  je  vous 
soumets  et  sur  laquelle  je  vous  demandrais  deux  mots  d'éclaircissemens^  quand  vous 
aurez  occasion  de  m'écrire,  ou  que  vous  pourriez  insérer  dans  le  prochain  mémoire 
que  vous  destinez  au  journal  de  M.  Crelle, 

Agréez,  Monsieur,  l'expression  de  mes  sentimens  les  plus  distingués". 

Le  Gendre, 

Paris  le  16  Janvier  1829. 
"Monsieur,  j'ai  remis  à  la  maison  Schubart^  que  vous  m'avez  indiquée^  un  exem- 
plaire de  mon  traité  qu'elle  s'est  chargée  de  vous  transmettre  avec  le  premier  supplé- 
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ment  qui  commence  le  tome  III;  il  est  en  route  maintenant,  et  ne  tardera  paa  à  roua 
parvenir.  Je  tous  l'offre  comme  nn  hommage  bien  dû  à  voa  travanx;  ils  ajoutent 
beaucoup  de  prix  aux  miens,  surtout  lorsque  J'aurai  pu  en  faire  entrer  une  partie  dans 
les  antres  supplëraens  que  je  me  propose  de  publier  successivement,  si  le  ciel  m'ac- 
corde encore  quelques  années  d'existence.  J'ai  trouvé  dans  votre  lettre  du  S5  no- 
vembre beaucoup  de  choses  qui  m'intéressent  au  plus  haut  degré,  et  dont  une  partie 
se  trouve  déjà  insérée  dans  le  journal  de  Jlfr.  CreUe.  Vous  y  développes  d'une  ma- 
nière très  satisfaisante  et  très  générale  la  question  du  nombre  des  modules  dans  les- 
quels peut  être  transformé  un  module,  sur  laquelle  je  vous  avais  demandé  des  éclair- 
cissemens.  Mais  le  mémoire  imprimé  sous  le  n*  30  ayant  pour  titre  Remarquée  aur 
quelques  propriétés  générales  etc.^)  me  parait  surpasser  tout  ce  que  vous  avea  publié 
jusqu'à  présent  par  la  profondeur  de  l'analyse  qui  y  règne,  ainsi  que  par  la  beauté 
et  la  généralité  des  résultats.  Ce  mémoire  occupe  peu  de  place,  mais  il  contient 
un  grand  nombre  de  choses  ;  il  est  rédigé  en  général  avec  beaucoup  d'élégance  et  de 
concision;  s'il  eût  pu  être  plus  développé,  j'aurais  préféré  que  vous  eussiez  suivi  un 
ordre  inverse  en  finissant  par  les  cas  les  plus  généraux.  Quoi  qu'il  et  soit  je  ne 
puis  que  vous  féliciter  d'avoir  entrepris  de  vaincre  de  pareilles  difficultés  et  surtout 
d'y  avoir  si  bien  réussi;  car  quoique  je  n'aie  pas  pu  me  livrer  au  travail  nécessaire 
pour  vérifier  tous  vos  résultats,  d'autant  qu'un  pareil  travail  surpasse  les  forces  d'un 
vieillard  presqu'octogénaire,  cependant  je  les  ai  assez  examinés  pour  être  persuadé 
qu'ils  sont  parfaitement  exacts. 

L'article  de  votre  lettre  oik  vous  me  communiquez  quelques  résultats  de  vos  re- 
cherches sur  le  développement  de  la  fonction  inverse  Xx  en  série,  à  l'aide  des  deux 
fonctions  (fs  et  fs  dont  vous  faites  connaître  plusieurs  belles  propriétés;  cet  article 
dis-je,  a  beaucoup  de  rapport  avec  ce  que  M.  Jacobi  a  publié  sur  les  fonctions  qu'il 
appelle  8(9,  jr),  H(q,  s)  (voy.  le  n^  27  du  journal  de  M.  Schumacher  an  1828),  et 
qui  lui  ont  servi  à  sommer  d'une  manière  fort  élégante,  un  grand  nombre  de  séries. 
Au  moyen  de  la  fonction  6(7,  jr),  M.  Jacohi  est  parvenu  à  exprimer  par  une  formule 

7; ,-     .    7 — .  ^   .^ —  dont  le   pa- 

(l  —  it^sin  *a  sm<9)A9  * 

rametre  — ^^.sin^a  se  rapporte  à  la  forme  que  j'ai  appelée  logarithmique^  en  opposition 
à  l'autre  forme  cot^a  ou  —  1  +  k'^nui^oL  que  j'ai  nommée  circulaire.  Ainsi  les  fonc- 
tions de  la  troisième  espèce  à  paramètre  logarithmique,  sont  susceptibles  d'être  ré- 
duites en  tables,  comme  les  fonctions  de  la  l''^  et  de  la  2^  espèce,  puisqu'elles  ne 
dépendent  que  de  la  fonction  8(^y  s)  à  deux  quantités  seulement.  Ce  résultat  de 
ilf.  Jacohi^  me  parait  une  découverte  majeure  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
de  la  troisième  espèce  surtout  si  on  pouvait  en  trouver  un  semblable  pour  les  autres 
fonctions   de   cette  espèce  à  paramètre  circulaire.     M.  Jacobi  a  avancé  que  la  chose 


^)  Le  mémoire  XV  de  cette  édition. 
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ëUit  possible,  mait  quand  j'ai  Toalii  faire  le  calcul,  c*eat*à-dire  supposer  n  ou  ^  ima- 
ginaire  dans  la  quantité  è-log-^iT f,  j'ai  tu  que  j'étais  conduit  inéritablement  à 

f9yS  'ha) 

une  fonction  de  trois  quantités.  En  effet  c'est  une  règle  générale  dans  l'analyse 
que  si  dans  une  fonction  de  plusieurs  quantités  réelles  tous  mettes  l'imaginaire 
r(cos6  +  ^ — IsinO),  à  la  place  d'une  des  Tariables  ou  constantes  de  la  fonction,  Totre 
fonction  contiendra  un  élément  de  plus.  Le  calcul  dont  je  Tiens  de  parler,  n'a  donc 
pas  rempli  mon  but,  ni  celui  que  M.  Jaeobi  annonçait;  j'en  ai  pu  seulement  tirer 
STCc  assez  de  facilité  les  théorèmes  de  transformation»  et  les  expressions  de  la  fonc- 
tion complète  que  j'aTais  précédemment  données  dans  le  chap.  XXIII  de  mon  traité 
Tom.  L 

Mais  de  là  nait  une  difficulté  sur  la  division  générale  des  fonctions  elliptiques. 
Admettrons-nous  cette  différence  énorme  entre  les  fonctions  de  3"*«  espèce  à  para- 
mètre logarithmique  et  les  fonctions  à  paramètre  circulaire,  ssToir  que  les  premières 
peuvent  s'exprimer  par  une  fonction  de  deux  Tariables,  facilement  réductible  en  table, 
et  que  les  autres  ne  le  peuTcnt  pas  ?  Il  y  aurait  donc  par  le  fait  quatre  espèces  de 
fonctions  elliptiques  au  lieu  de  trois,  et  la  quatrième  serait  bien  plus  composée  que 
la  troisième.  C'est  un  point  qui  mérite  d'être  examiné  et  mis  au  clair.  Je  le  recom- 
mande à  Totre  inTcstigation  et  à  celle  de  ilf.  Jaeobi. 

Vous  m'annonces,  Monsieur,  un  très  beau  traTail  sur  les  équations  algébriques, 
qui  a  pour  objet  de  donner  la  résolution  de  toute  équation  numérique  proposée,  lors- 
qu'elle peut  être  développée  en  radicaux,  et  de  déclarer  insoluble  sous  ce  rapport, 
toute  équation  qui  ne  satisferait  pas  aux  conditions  exigées;  d'où  résulte  comme  con- 
séquence nécessaire  que  la  résolution  générale  des  équations  au  delà  du  quatrième 
degré,  est  impossible.  Je  tous  iuTite  à  publier  le  plutôt  que  tous  pourres,  cette 
nouTcUe  théorie;  elle  tous  fera  beaucoup  d'honneur,  et  sera  généralement  regardée 
comme  la  plus  grande  découTcrte  qui  restait  à  faire  dans  l'analyse. 

Adieu,  Monsieur,  tous  êtes  heureux  par  tos  succès,  dans  les  objets  de  tos  tra- 
Taux,  je  désire  que  tous  le  soyes  encore  par  une  position  sociale;  qui  tous  permette 
de  TOUS  liTrer  tout  entier  aux  inspirations  de  Totre  génie, 

N  Votre  déToué  serTiteur 

Le  Gendre, 

P.  8.  J'ai  reçu  il  y  a  quelque  temps  une  lettre  de  M.  Hutnholdt  dans  laquelle 
il  me  marque  que  le  ministre  de  l'institution  publique  à  Berlin  a  reçu  du  roi  Tautori- 
sation  de  former  un  séminaire  pour  l'étude  des  hautes  mathématiques  et  de  la  physi- 
que, dans  lequel  tous  seres  appelé  comme  professeur  sTec  Af.  JacobV^ 
Mr.    Crelle   a    fait   un   nécrologe   A'Mel^  qui   est   inséré  dans  le  4*"'  Tolume  de  son 
journal  de  mathématiques  dont  Toici  la  fin: 

"J'aTais  déjà  depuis  long-temps  conçu  le  projet  du  présent  journal,  mais  ce  qui 
me  décida  à  le  mettre  en  exécution,  ce  fut  surtout  l'importance  des  nombreux  mé- 

2* 
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moires  déjà  préparés  par  Mr»  jfbel^  qui  Gonsentit  à  ieur  publication,  et  eelle  des 
ouvrages  de  Mr.  Steiner^  depuis  zélé  et  très  distingué  collaborateur  pour  les  premiers 
tomes  qui  ont  paru  de  ce  journal.  C'est  ainsi  en  partie  à  Mr*  Abel  qu'il  doit  son 
existence.  Il  en  est  resté  jusqu'à  sa  fin  un  des  collaborateurs  les  plus  assidus  et  les 
plus  fidèles. 

Les  mémoires  dont  il  a  enrichi  ce  journal,  et  quelques  autres  très  importans, 
insérés  dans  le  journal  d'astronomie  de  Mr,  Schumacher^  ainsi  que  ceux  qu'il  a  pré- 
sentés à  l'académie  royale  de  Paris,  prouvent  que  ce  jeune  géomètre  était  doué  d*un 
talent  vraiment  supérieur,  et  que  la  perte,  que  les  mathématiques  viennent  d'éprou^ 
ver  par  sa  mort,  est  très  grande  et  d'autant  plus  déplorable  qu'il  commençait  à  peine 
sa  carrière. 

Tous  les  travaux  de  Mr.  Abel  portent  l'empreinte  d'tane  sagacité  et  d'une  force 
de  tête  (extraordinaire  et  souvent  vraiment  étonnante,  même  sans  considérer  la  jeu- 
nesse de  l'auteur.  11  pénétrait,  pour  ainsi  dire,  souvent  jusqu'au  fond  des  choses, 
avec  une  force  qui  semblait  irrésistible,  les  saisissait  avec  une  énergie  si  extraordinaire, 
il  les  prenait  de  si  haut  et  s'élevait  tellement  au  dessus  de  leur  état  actuel,  que  les 
difficultés  semblaient  s'évanouir  devant  la  puissance  victorieuse  de  son  génie.  Si  l'on 
se  rappelé  le.  mémoire  inséré  dans  le  premier  tome  de  ce  journal  sur  Timpossibilité 
de  résoudre  algébriquement  les  équations  de  degrés  supérieurs  au  quatrième,  ses  tra- 
vaux sur  les  fonctions  elliptiques,  son  mémoire  sur  quelques  propriétés  générales  d'une 
certaine  sorte  de  fonctions  transcendantes  (tome  III.)  etc.  tous  ouvrages  par  lesquels 
il  a  effectivement  reculé  les  bornes  de  l'analyse:  on  trouvera  que  nous  n'en  avons  pas 
trop  dit.  Aussi  les  talens  extraordinaires  de  iftfr.  jih^  ont  ils  été  reconnus  générale- 
ment dans  les  derniers  temps,  et  certes,  s'il  eût  été  contemparain  de  Newton^  celui-ci 
auf-ait  dit  de  lui  ce  qu'il  disait  de  Cotes:  "s'il  avait  vécu  plus  long-temps,  nous  aurions 
pu  apprendre  encore  beaucoup  de  lui."  Les  géomètres  les  plus  distingués  de  notre 
temps,  parmi  lesquels  il  suffît  de  nommer  Mr.  Legendre^  ce  digne  vétéran,  auteur  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  ont  apprécié  également  Mr.  Ahely  en  s'honorant 
par  là  autant  eux  mêmes  que  leur  jeune  protégé. 

11  est  remarquable  que  Mr.  Abel  et  Mr.  Jacobi  de  Kôntgêberg^  cet  autre  jeune 
géomètre  d'un  talent  extraordinaire,  ont  toujours  marché  également  et  comme  de  front 
dans  leurs  recherches  sur  les  fonctions  elliptiques,  sans  cependant  se  connaître  l'un 
l'autre  non  plus  que  leurs  travaux,  et  sans  se  rencontrer  ni  se  toucher  dans  leur  route. 

M.  Abel^  de  retour  dans  sa  patrie,  n'y  trouva  pas  d'abord  un  emploi  convenable: 
ce  ne  fut  que  peu  de  temps  avant  sa  ixiort  qu'il  jouit  d'appointemens  fixes.  Mais  aussitôt 
que  la  réputation  de  son  talent  et  de  ses  mérites  dans  les  mathématiques  eurent  percé, 
on  vit  les  hommes  qui  aiment  les  sciences  et  qui  sont  à  même  de  les  protéger,  s'in- 
téresser à  son  sort.  Le  gouvernement  prussien,  attentif  à  tout  ce  qui  peut  faire 
prospérer  connaissances  utiles,  et  avancer  les  sciences,  songeait  à  attirer  Mr.  Abel 
à  son  service,  dans  le  cas  oil  celui-ci  l'aurait  désiré.      En   même   temps  plusieurs 
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membrei  de  l'aculëiiiie  royale  et»  sciences  de  Paris  s'adressèrent  an  Roi  de  Snède, 
pour  Teagiger  à  appeler  à  Stockholm,  près  de  racadënie^  cet  homme  diatingnë.  Le 
gouvememeat  de  Pmise  exécuta  le  premier  le  projet  d'améliorer  le  sort  de  Ur^Abel. 
J'avais  été  chargé  de  mMnstmire  d'arance  si  Mr.  AM  accepterait  une  place  à  Berlin^ 
dans  le  cas  où  elle  lui  serait  offerte;  et  snr  sa  réponse  affimiative,  Monseigneur  le 
ministre  du  culte  et  de  l'instruction  publique  à  Berlin  avait  résoin  de  lui  «envoyer  une 
invitation  honorable.  J^avais  l'ordre  d'écrire  au  jeune  géomètre  préalablement,  que 
cette  invitation  était  prête  à  partir.  J'exécuta  cet  ordre  à  l'heure  même.  Mais  mal- 
heureusement il  était  déjà  trop  tard.  La  lettre  arriva  peu  de  jours  après  sa  mort. 
Un  travail  infatigable,  joint  anx  soucis  que  lui  ar ait  long-temps  donnés  l'incertitude 
de  son  avenir,  avaient  miné  sa  santé  délicate;  il  était  tombé  malade  à  la  campagne  oik  il 
se  trouvait  alors;  son  indisposition  tourna  en  une  pulmonie,  qui  dégénéra  en  phtisie 
et  lui  coûta  la  vie.  J'en  reçus  la  nouvelle  presque  le  même  jour  oà  l'invitation  faite  à 
Mr.  Ahel  venait  d'être  expédiée.  J'en  fis  mon  rapport.  Le  digne  ministre,  qui  pro- 
tège  et  fait  prospérer  les  sciences  dans  notre  pays  avec  un  lèle  et  nue  ardenr  au 
dessns  de  tont  éloge,  exprima  ses  vifs  regret»  de  cette  perte  prématurée,  en  m'écri- 
vaut  "qu'il  avait  eu  effectivement  le  dessein  d'appeler  Jlfr.  Abel  à  Berlin,  pour  lui 
ouvrir  nne  carrière  honorable  près  de  l'université,  en  lui  accordant  des  appointemens 
convenables  et  ses  frais  de  voyage;  qu'il  regrettait  d'autant  plus  de  voir  son  dessein 
échoué,  qn'il  avait  vivement  désiré  l'admission  de  Mr.  Ahel  an  service  de  Prusse,  à 
cause  deç  grandes  espérances  que  ses  rares  talens  avaient  déjà  données." 

Mais  ce  ne  sont  pas  les  grands  talens  seuls  de  Mr.  Abel  qui  le  rendaient  si  re- 
spectable et  qui  feront  toujours  regretter  sa  perte.  Il  était  également  distingué  par 
la  pureté  et  la  noblesse  de  son  caractère,  et  par  une  rare  modestie  qui  le  rendait 
aussi  aimable,  que  son  génie  était  extraordinaire.  La  jalousie  du  mérite  d'autrui  lui 
était  tout  à  fait  étrangère.  Il  était  bien  éloigné  de  cette  avidité  d'argent  ou  de  titres, 
ou  même  de  renommée,  qui  porte  souvent  à  abuser  de  la  science  en  en  faisant  un 
moyen  de  parvenir.  11  appréciait  trop  bien  la  valeur  des  vérités  sublimes  qu'il  cher- 
chait, pour  les  mettre  à  un  prix  si  bas.  Il  trouvait  la  récompense  de  ses  efforts  dan8 
leur  résultat  même.  Il  se  réjouissait  presque  également  d'une  nouvelle  découverte, 
soit  quelle  eût  été  faite  par  lui  ou  par  un  autre.  Les  moyens  de  se  faire  valoir  lui 
étaient  inconnus:  il  ne  faisait  rien  pour  lui-même,  mais  tout  pour  sa  science  chérie. 
Tout  ce  qui  à  été  fait  pour  lui,  provient  uniquement  de  ses  amis,  sans  la  moindre 
coopération  de  sa  part.  Peut-être  une  telle  insouciance  est-elle  un  peu  déplacée  dans 
le  monde.  Il  a  sacrifié  sa  vie  pour  la  science,  sans  songer  à  sa  propre  conservation. 
Mais  personne  ne  dira  qu'un  tel  sacrifice  soit  moins  digne  et  moins  généreux  que  ce- 
lui qn'on  fait  ponr  tout  autre  grand  et  noble  objet,  et  auquel  on  n'hésite  pas  d'accor- 
der les  plus  grands  honneurs.  Gloire  donc  à  la  mémoire  de  cet  homme  également 
distingué  par  les  talens  les  plus  extraordinaires  et  par  la  pureté  de  son  caractère, 
d'un  de  ces  êtres  rares,  que  la  nature  produit  à  peine  une  fois  dans  un  siècle'*! 
Beriin  le  20  juin  1829.  C relie. 
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Abel  fût  enterre  près  de  l'ëglise  de  Froland.  Plusieurs  de  ses  tmis  et  de  ses  admi- 
rateurs lui  firent  ériger  un  monument  en  fer  de  fonte.  Après  sa  mort  la  fiimille  du  dé- 
funt reçut  une  lettre  de  l'Institut  de  France  que  voici: 

^Institut  de  France 

Académie  Royale  de  sciences. 

Paru  la  *i4  joillet  1880. 
Le  secrétaire  perpétuel  de  TAcadémie. 

A  la  famille  représentant  Mr.  Abel^  savant  mathématicien  de  Cbristiania. 

Messieurs,  je  m'empresse  de  vous  annoncer  que  l'académie  royale  des  sciences, 

dans  sa  séance  publique  du  26  du  courant,  décernera  solennellement  son  grand  prix 

de  mathématiques.     Ce  prix  de  la  valeur  de  3000  francs  a  été  partagé  entre  feu  Jlf. 

Abel  et  Af.  Jueohi^  professeur  de  mathématiques  à  Koenigsberg. 

Je  saisis  avec  empressement  cette  occasion  de  vous  témoigner,  Messieurs,  les 
vifs  regrets  que  la  perte  de  votre  illustre  parent  a  fait  éprouver  à  l'académie. 

J'ai  l'honneur  de  vous  prévenir  que  vous  pourrei  faire  recevoir  la  somme  de 
quinze  cents  francs  an  secrétariat  de  l'Institut;  elle  sera  remise  à  la  personne  munie 
de  vos  pouvoirs,  et  autorisée  suffisamment  à  signer  la  quittance. 

Agréez,  Messieurs,  l'assurance  de  ma  considération  la  plus  distinguée. 

Arago.^' 
Lesdits  1500  francs  furent  acceptés  avec  reconnaissance  de  sa  famille  c'est*à-dire  de 
88  mère,  d'une  soeur  et  de  plusieurs  frères.  ^ 
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Recherche  des  fenctiens  de  deux  quantités  variables  indépendentes  x  et  yi 
telles  que  f(Xyy}y  qm  ont  la  propriété  que  f(zj  f{x,  y))  est  une  fonction 

symétrique  de  Zj  Xy  et^  y. 


9H  l'on  désigne  p.  ex.  les  fonctions  x  -^  y  ei  xy  par  f{xy  y),  on  a  ponr  la 
première  f{z^  f{Xj  y))  =2^  f\x^  y)  =  z  -f"  ^  "1"  y  ®*  V^^^  ^^  seconde 
f{z^  f{Xy  y))  =  z .  f{x^  y)  =  zxy.  La  fonction  f{x^  y)  a  donc  dans  Tun  et  l'autre 
cas  la  propriété  remarquable  que  f{zy  f{xj  y))  est  une  fonction  symétrique  des 
trois  variables  indépendentes  z,  x  et  y.  Je  vais  chercher  dans  ce  mémoire  la 
forme  générale  des  fonctions,  qui  jouissent  de  cette  propriété. 
'    L'équation  fondamentale  est  celle-ci: 

1.     f{zy  f{Xj  y))  =  une  fonction  symétrique  de  x^  y  kt  z: 
Une  fonction  symétrique  reste  la  même  lorsqu'on  y  échange  entre  elles 
d'une  manière  quelconque  les  quantités  variables  dont  elle  dépend.     On  a  donc 
les  équations  suivantes: 

f(^^  A^y  y))  =  f{^^  /ly^  ^))» 
f{^^  A^.  y))  =  f{^^  f{^^  y)\ 

f{z^  A^^  y))  =  f{y^  A^^  ^))» 
f(z^  A^^  y))  =  f(y^  A^^  ^))- 

La  piremière  équation  ne  peut  avoir  lieu  à  moin  qu'on  n'ait 

f{x,  y)  ==  f(y,  x) 
c'est*à-dire  f{Xy  y)  doit  être  une  fonction  symétrique  de  x  et  y.      Par  cette 
raison  les  équations  (2.)  se  réduisent  aux  deux  suivantes: 

3  i  f(z.  A^^  y)) = f{^^  Ay^  ^)) 

\f{z^A^.y))=f(y^A^^^))' 

Soit  pour  abréger  f{xj  y)  =  r;  f(yj  z)  =  v;  f{z,  x)=zs;  on  aura 

4.  f{z,  r)  =  f{x,  n)  =  /\y,  *) 

1 


2 

En  différentiant  saccessivement  par  rapport  à  Xj  if,  z,  on  aura 

Si  Ton  multiplie  ces  équations  membre  par  membre  et  divise  les  produits  par 
f{T).f{v).f{s)^  on  obtiendra  cette  équation 

«•    (è)(^)(è)=(^)(^)(è) 


ou  bien 


(^^ 


(dr\       \dy)   (dr\      \ds/ 

\dxJ  '   /^\  \dg/  '   /dê\ 

■ 

Si  r  on  fait  z  invariable,  C^j  :  f-^  se   réduira  à   une  fonction  de  y  seule. 

Soit  y  (y)  cette  fonction,  on  aura  donc  en  même  temps  C-^j  :  (rj-j  ==  v(^); 
car  s  est  la  même  fonction  de  2:  et  ;r  que  t;  de  2:  et  y. 
Donc 

On  en  tirer^  en  intégrant,  la  valeur  générale  de  Vj 

r=zip  (/(px  .  dx  +/(py  .  rfy ) 
ip  étant  une  fonction  arbitraire.     En  écrivant  pour  abréger  q)X  pour  /tpxdx  et 
q>y  pour  /<pydt/^  on  aura 

7.         r  =  t/;(ç)a7  +  9)y),    ou   /"(^^  y)  =  V  (qp^  +  qpy) • 

Voila  donc  la  forme,  que  doit  avoir  la  fonction  cherchée.     Mais  elle  ne  peut 

pas   dans  toute  sa  généralité  satisfaire  à  l'équation  (4.).     En  effet  l'équation 

(5.)^  qui  donne  la  forme  de  la  fonction  f{x^y)y  est  beaucoup  plus  générale  que 

l'équation  (4.)^  à  laquelle  elle  doit  satisfaire.     Il  s'agit  donc  des  restrictions 

auxquelles  l'équation  générale  est  assujettie. 

On  a  f{z^  T)z=i\f  ((pz  -f-  (pr) . 

Or         r  =  1/;  ((px  -f-  tpy}^     donc  f{Zj  r)  =  1/;  (jcpz  -}-  VV^  {(px  -f-  yy)) . 

Cette  expression  doit  être  symétrique  par  rapport  k  x^  y  et  z.     Donc  (pz  -j- 

<P'^{q>x  4-  yy)  =  yo?  +  9'^P  (w  H"  9^^)"     ^^'*  qp^  =  0  et  yy  =  0,   on  aura 


.3 

ç)^  {(px)  =r  9)ar  +  g>V  (0)  =  7»*  H-  <?  ^ 
donc  en  faisant  q)X=pj 

(pxi,  (p)  z=  p -\- c . 

En  désignant  donc  par  9^  la  fonction  inverse  de  celle  exprimée  par  <p  de  sorte  que 

V9i («)  =  *>    » 
on  trouvera 

La  forme  générale  de  la  fonction  cherchée  f{x,y)  sera  donc 

A*^  y)  =  Vi  (c  4-  9^  +  vy)y 

et  cette  fonction  a  en  effet  la  propriété  demandée. 
On  tire  de  là 

q>f{x;y)  =  c+  90?  +  yy 
on  en  mettant  v^ar  —  c  à  la  place  de  q>x  et  par  conséqpient  ypy  —  r  à  la  place 
de  qy  et  V'(/'(^>y))  —  c  à  la  place  de  v(A^^y))> 

V  A^^  y)  =»=  V  (^)  +  V  (y)  • 

Cela  donne  le  théorème  suivant: 

Lorsqu'  une  fonction  f{x^  y)  de  deux  quantités  variables  indépendentes  x 
et  y  a  la  propriété  que  f(^Zj  f{xy  y))  est  une  fonction  symétrique  de  x^  y  et  z^ 
il  y  aura  toujours  une  fonction  tf;  pour  laquelle  on  a 

La  fonction  f{x,  y)  étant  donnée  on  trouvera  aisément  la  fonction  ^px.  En  effet 
on  aura  en  différantiant  l'équation  ci-dessus  suivant  x  et  suivant  y,  et  faisant 
pour  abréger  f{x,  y)  =  r  : 


donc  en  éliminant  t^'(r), 


(-^)^'(-)=(è)^'y 


d'où 


Bfoltipliant  donc  par  dx  et  intégrant,  on  aura 


^x 


Soit  par  exemple 

il  se  trouvera  donc  une  fonction  %  pour  laqpielle  ^ 

Or  r  =  xvj   donc  -/^  =  y^   ^  =  ar^ 
•^  as         "^      dg 

donc  \px=\py/^  iir=ytp'y  U>g  C^^), 

ou  puisque  la  quantité  y  est  supposée  constante, 

\px=:a  log  (co?) . 
Cela  donne  tpy  =  a  log  (^),   i/;  (ary)  =  a  log  (^^y)  ; 
on  doit  donc  avoir  :     a  log  (cxy)  =  a  log  (ex)  -f-  a  log  (cy)  ; 
ce  qui  a  effectivement  lieu  pour  c  =  1. 

Par  un  procédé  semblable  au  précédent  on  peut  aussi  trouver  des  fonctions 
de  deux  quantités  variables,  qui  satisfont  à  des  équations  données  à  trois  varia- 
bles. Savoir  on  peut  par  des  différentiations  successives  par  rapport  aux  dif- 
férentes quantités  variables  trouver  des  équations,  desquelles  on  peut  éliminer 
autant  de  fonctions  inconnues  qu'on  voudra,  jusqu'  à  ce  qu'on  est  parvenu  à  une 
équation  qui  ne  contient  qu'une  seule  fonction  inconnue.  Cette  équation  sera 
une  équation  différentielle  partielle  à  deux  variables  indépendentes.  L'expres- 
sion, que  donne  cette  équation,  contiendra  donc  un  certain  nombre  de  fonctions 
arbitraires  d'une  seule  quantité  variable.  Lorsque  les  fonctions  inconnues 
trouvées  de  cette  manière  seront  substituées  dans  l'équation  donnée,  on  trou- 
vera une  équation  entre  plusieurs  fonctions  d'une  seule  quantité  variable.  Pour 
trouver  ces  fonctions  on  doit  différentier  de  nouveau  et  on  parviendra  par  là  à 
des  équations  différentielles  ordinaires,  desquelles  on  trouvera  les  fonctions, 
qui  ne  sont  plus  arbitraires.  De  cette  manière  on  trouvera  la  forme  de  toutes 
les  fonctions  inconnues,  à  moins  qu'il  ne  soit  impossible  de  satisfaire  à  l'équa-^ 
tion  donnée.  \ 


I 

\ 


n, 


Démanstratiûn  de  V  impossibilité  de  la  résolution  algébrique  des  équations 

générales  qui  passent  le  quatrième  degré 


\9ià,  peut,  comme  on  sait, résoudre  les  équations  générales  jusqu'au  quatrième, 
degré,  mais  les  équations  d'un  degré  plus  élevé  seulement  dans  des  cas  parti- 
culiers, et,  si  je  ne  me  trompe,  on  n'a  pas  encore  répondu  d'une  manière 
satisfaisante  à  la  question: 

"Est-il  possible  de  résoudre  en  général  les  équations  algébriques,  qui 

"passent  le  quatrième  degré?" 
Ce  mémoire  a  pour  but  de  répondre  à  cette  question. 

Résoudre  algébriquement  une  équation  ne  veut  dire  autre  chose,  que  d'ex- 
primer ses  racines  par  des  fonctions  algébriques  des  coefficiens.  D'abord  il 
faut  donc  considérer  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques,  et  chercher 
ensuite,  s'il  est  possible  de  satisfaire  à  l'équatiçn  donnée  en  mettant  l'expres- 
sion d'une  fonction  algébrique  au  lieu  de  l'inconnu. 

r 

§1. 

Sur   la  forme  générale   des  fonctions   algébriques. 

Soient  x'^x^yX^ . ..  un  nombre  fini  de  quantités  quelconques.  On  dit  que 
V  est  une  fonction  algébrique  de  ces  quantités,  s'il  est  possible  d'exprimer  v 
eu  x\x^y  x^  . ..  à  l'aide  des  opérations  suivantes.  1.  par  l'addition;  2.  par 
la  multiplication  soit  des  quantités  dépendentes  de  x\  ^r",  a^ . ..  soit  des  quaur 
tités,qui  n'en  dépendent  pas;  3.  par  la  division;  4.  par  l'extraction  des  raci- 
nes avec  des  exposans  premiers.  Parmi  ces  opérations  nous  n'avons  pas  compté 
la  soustraction,  l'élévation  à  des  puissances  entières  et  l'extraction  des  racines 
avec  des  exposants  composés,  car  elles  sont  évidemment  comprises  dans  les 
quatre  opérations  mentionnées. 

Lorsque  la  fonction  v  peut  se  former  par  les  trois  premières  des  opéra- 
tions ci-dessus,  elle  est  dite  rationnelle;  et  si  les  deux  premières  opérations 


sont  seules  nécessaires,  elle  est  dite  rationnelle  et  entière^  ou  seulement 
entière 

Soit  f{x\  x^yX^...)  une  fonction  quelconque,  qui  peut  s'  exprimer  par  une 
somme  d'un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme 

Ax^i .  a:"*! 

où  A  est  une  quantité  indépendente  de  x*,  af  etc«  et  m,,  m^  etc*  signifient  des 
nombres  entiers  positifs;  il  est  clair,  que  l'opération  désignée  par  f{x\af^x^...) 
est  un  cas  particulier  des  deux  prémièresi  opérations  ci-dessus.  On  peut  donc 
considérer  les  fonctions  entières  suivant  leur  définition  comme  résultantes  d'un 
.  nombre  limité  de  répétitions  de  cette  opération.  Donc  en  désignant  par  v*y  xT^  tf 
etc.  plusieurs  fonctions  des  quantités  x\  x',  x^ . . . .  y  de  la  même  forme  que 
f(x'y  0?*, . . .),  la  fonction  /(«;',  'Z^?  •  •  •)  sera  évidemment  de  la  même  forme  que 
f{x*^  x^  . . .).  Or  /{v'j  ff ...)  est  l' expression  générale  des  fonctions  résultantes 
par  r opération  f{x',  x^, .. .)  deux  fois  répétée.  On  trouvera  donc  toujours  le 
même  résultat  en  répétant  cette  opération  autant  de  fois   qu'on  voudra.      Il 

suit  de  là,  que  toute  fonction  entière  de  plusieurs  quantités  ar',  x^ peut 

être  exprimée  par  une  somme  de  plusieurs  termes  de  la  forme  Ax^i .  ^r*"» 

Considérons  maintenant  les  fonctions  rationnelles.    Lorsque  /{x'y  x^  . . .)  et 

(p{x^y  x^ ...)  sont  deux  fonctions  entières,  il  est  évident,  que  le  quotieift 

/(x%  j*^ . . . .) 

(p^JT'y  S^  .  .  •  .) 

est  un  cas  particulier  du  résultat  des  trois  premières  opérations,  qui  donnent 
des  fonctions  rationnelles.  On  peut  donc  considérer  une  fonction  rationnelle 
comme  le  résultat  de  la  répétition  de  cette  opération.      Si  l'on  désigne  par 

^',  7f,  v^  etc.  plusieurs  fonctions  de  la  forme  •^;  '^  '"{ ,  on  voit  aisément,  que 
la  fonction  "^y  '  «^  "  0    p^^^  ^^^^  réduite  à  la  même  forme.     Il  suit  de  là,  que 

toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités  x'jX'  . .  : . .  peut  toujours  être 
réduite  à  la  forme 

/(jr^  J^ ) 

(fyx^y  S**  .  .  . .) 

où  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  fonctions  entières. 

Nous  allons  ensuite  chercher  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques. 

Désignons  par  f{x\  x^  . . .)  une   fonction  rationnelle    quelconque ,  il   est 

clair  que  toute  fonction  algébrique  peut  être  composée  à  l'aide  de  l'opération 


m 


désignée  par  /(x',  x* , . .)  combinée  avec  l' opération  |/^r^  ou  m  est  un  nombre 
premier.     Donc,  si  p\p* . . .  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x'^  âf ... 


n' 


p,=f{x',x^...  !/>',  V>'..  ) 

sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  de  x%af .. .  daps  lesquelles 


m 


r  opération  exprimée  par  }/^r  affecte  seulement  des  foncticms  rationnelles.  Les 
fonctions  de  la  forme  p^  seront  dites  fonctions  algébriques  du  premier  ardre. 
En  désignant  par  p^'^  p^  plusieurs  quantités  de  la  forme  p^^  X  expression. 


n'  n*  n.'  n 


sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques    de  a^^  x^ ...^  dans  lesquelles 


I  m 


r  opération  j/^r  affecte  seulement  des  fonctions  rationnelles  et  des  fonctions 
algébriques  du  premier  ordre.  Les  fonctions  de  la  forme  p^  seront  dites  fonc- 
tions algébriques  du  deuxième  ordre.     De  la  même  manière  l'expression 


n'  n"  n.'  n,"  lia'  n 


«a  «3 


P^  =  f{x\ ^...  Yp%  Yp- . . .  !/>;,  Vpx%  . . •  V>,',  V>/ . • .) 

dans   laquelle  p^^  p^   sont   des  fonctions   du  deuxième  ordre,  sera  la  forme 


m 


générale  des  fonctions  algébriques  de  x*.  x" . . .  dans  lesquelles  1'  opération  ]/r 
n'  affecte  que  des  fonctions  rationnelles,  et  des  fonctions  algébriques  du  premier 
et  du  deuxième  ordre. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  obtiendra  des  fonctions  algébriques  du 
troisième,  du  quatrième  ...  du  ^i*«"*«  ordre ,  et  il  est  clair,  que  X  expression 
des  fonctions  du  fi^^^^  ordre  sera  1*  expression  générale  des  fonctions  algébriques. 

Donc  en  désignant  par  fi  l'ordre  d'une  fonction  algébrique  quelconque  et 
par  V  la  fonction  même,  on  aura 

v=zf(r\r^...Yp',  Yp"'-^) 
où  p\  p'  sont  des  fonctions  de  l'ordre  //  —  1  ;  r\r^...  des  fonctions  de  l'ordre 

{i  —  1  ou  des  ordres  moins  élevés,  et  n',  n^ ...  des  nombres  premiers,     f  signi- 
fie toujours  une  fonction  rationnelle  des  quantités  comprises  entre  les  parenthèses. 
On  peut  évidemment  supposer,  qu'il  est  impossible  d'exprimer  une  des 

n'  n* 

quantités  Yp\  Yp^"^  P^^  ^^^  fonction  rationnelle  des  autres  et  des  quantités 
7*',  r* ...  ;  car  dans  le  cas  contraire  la  fonction  v  aurait  cette  forme  plus  simple. 


n'  ir 


V  =  f{r',  r" . . .  Yp'9  Yp'  •  •  ) 


OÙ  le  nombre  des  quantités  Yv^  Yp^  •  •  •  serait  diminaé  au  moins  d' une  unité. 
En  réduisant  de  cette  manière  l'expression  de  v  autant  que  possible,  on  parvi- 
endrait ensuite  ou  à  une  expression  irréductible,  ou  à  une  expression  de  la  forme 

,      t^  =  /(r'  r*,  r^  . . .) 
mais  cette  fonction  serait  seulement  du  (/i — 1)*^   ordre,   tandis  que  v  doit 
être  du  /i^^*"^  ordre,  ce  qui  est  une  contradiction. 

n'  n* 

Si  dans  F  expression  de  v  le  nombre  des  quantités  Yp\  Yp'  •  •  •  ^^^  ég^ 
à  nij  nous  dirons,  que  la  fonction  v  est  du  ^**™*  ardre  et  du  m**"*  degré.  On 
voit  donc,  qu'une  fonction  de  Y  ordre  /i  et  du  degré  0  est  la  même  chose  qu'une 
fonction  de  l'ordre  fi  —  1,  et  qu'une  fonction  de  l'ordre  0  est  la  même  chose 
qu'une  fonction  rationnelle. 

n  suit  de  là,  qu'on  peut  poser 

n 

V  =  f{r'^  r*  . . .  Yp) 
où  p  est  une  fonction  du  (/i  —  !)••  ordre,  mais  r',  r" . . .  des  fonctions  du  ^u** 
ordre  et  tout  au  plus  du  (m —  1)*^  degré,  et  on  peut  toujours  supposer  qu'il 

n 

est  impossible  d'exprimer  Yp  V^^  ^^^  fonction  rationnelle  de  ces  quantités. 

Dans  ce  qui  précède  nous  avons  vu,  qu'une  fonction  rationnelle  de  plusieurs 
quantités  peut  toujours  être  réduite  à  la  forme 

8 

T 
où  ^  et  if  sont  des  fonctions  entières  des  mêmes  quantités  variables.     On  con- 
clut de  là,  que  v  peut  toujours  être  exprimée  comme  il  suit, 

n 

V ;p— 

T(r',  r' ...  Vv) 

n 

OÙ  9  et  T  signifient  des  fonctions  entières  des  quantités  r\7* ...  et  ]/p.  En 
vertu  de  ce,  que  nous  avons  trouvé  plus  haut,  toute  fonction  entière  de  plusieurs 
quantités  s^  r\  r^ .. .  peut  s'exprimer  par  la  forme 

^09  ^1  '  •  *'»  étant  des  fonctions  entières  de  r',  r*,  r^. . .  sans  s.    On  peut  donc  poser 

12  zn 

^  —         z      r        ^  —  V  \ 

où  f^,  t^. .  .tni  et  Vq,  Vi . . .  v^t  sont  des  fonctions  entières  de  r',  y^,  r^  etc. 


9 

Soient  F^  F, . . .  V^^  les  n —  1  valeurs  de  V,  qu'on  trouve  en  mettant 

j_        _i_         _i_  _i_  I 

successivement  «p*,  a^*,   a*/i*. . .  a*"*/i*  au  lieu  de  p*,  a  étant  une  racine 

différente  de  l'unité  de  l'équation  a* —  1=0;   on  trouvera  en  multipliant  la 

T 
V 

Le  produit  P .  F^ . . .  F,^^  peut,  comme  on  sait,  s' exprimer  par  une  fonction 
entière  de  p  et  des  quantités  r',  r* . . . ,  et  le  produit T.V^...  V^^  est,  comme 

on  voit,  une  fonction  entière  de  Yp  et  de  i*',  r"  • . .    En  posant  ce  produit  égal  à 


fraction  -4=r  en  haut  et  en  bas  jar  F^.  F,.  F, . . .  F^^ 


V 


on  trouvera 


*o  +  *!/>•  +  *«P*  •  •  •  '^*P~  > 


î? 


JL  «.  f- 

•o  +  •il'*  +  *«P*  •  •  •  V" 

m 


OU  en  écrivant  q^  q^y  7«  •  •  •  ^^  li^^  ^^  -^»  -^9  -^  ^t<^* 


m      m      S9I 


fr 

H 


où  Çq,  9i  . . .  j^ii  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  /?,  r',  r*  etc. 
Soit  /i  un  nombre  entier  quelconque,  on  peut  toujours  poser 

liz=ian  +  a 
a  et  a  étant  deux  nombres  entiers  et  a  <  n.     Il  suit  de  là,  que 

p*=p  *     zsup^.p^. 

En  mettant  donc  cette  expression  au  lieu  àe  p^  dans   l'expression  de  Vj  on 
obtiendra , 

9o9  9i'  9^9  ^^^*  encore  des  fonctions  rationnelles  de  p,  r*,  r" . . .  et  par  consé- 
quent des  fonctions  du  fi"^  ordre  et  au  plus  du  (m —  1)*^  degré  et  liées  entre 

JL  ' 

elles  de  manière  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  p^  rationnellement  par  ces 
quantités. 

Dans  l'expression  de  v  ci-dessus,  on  peut  toujours  faire  q^=il.     Car  si 
9i  n'est  pas  nul,  on  obtiendra  en  faisant  p^z=p  .q^^  , 


t' 
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P=j^  et/»"  =  77»  donc 

ïl  11 

expression  de  la  même  forme  qae  la  précédente,  seulement  qae  q^z=zi.     Si 
Çj=0,  soit  g     une  des  quantités  q^y  Ç^'^^Çn-i^  V^^  ^'^^^  P^^  nulle,  et  soit 

a      ^  ^ 

q    .p^  =Pv      ^^  conclut  de  là,  y„  .^  *  =Px"     Donc  en  prenant  deux  nom- 

bres  entiers  a  et  /?,  qui  satisfont  à  l'équation  afi^—fin^n/i^  fi*  étant  un  nom- 
bre entier,  on  aura 

En  vertii  de  cela  et  en  remarquant  que  q»p^^=^p^y  ^  ^^ra  la  forme 

De  tout  ce  qui  précède  on  conclut: 
Si  V  est  une  fonction  algébrique  de  l'ordre  ii  et  du  degré  m,  on  peut  toujours 
poser  : 

-L  i  JL  **' 

où  n  est  un  nombre  premier,  9o>  9s*  *  •  9^"-i  ®ont  des  fonctions  algébriques  de 
l'ordre  /i  et  du  degré  m  —  1  au  plus,  p  est  une  fonction  algébrique  de  Tordre 

fi  —  1,  et  p^  ne  peut  s'exprimer  rationnellement  en  9^,  q^...  qn^^. 

§.  II. 

Propriétéa  des  fonction»  algébrique»,  qui  »ati»font  à  une  équation  donnée. 
Soit 

^o+^iy-f  ^•y*--  +  ^.-iy"*+y''=o. i. 

une  équation  quelconque  du  degré  r,  où  c^^  c^...  sont  des  fonctions  rationnel- 
les de  x\  af...y  x*y  af ...  étant  des  quantités  indépendantes  quelconques.  Sup- 
posons, qu'on  peut  satisfaire  à  cette  équation  en  mettant  au  lieu  de  y  une  fonc- 
tion algébrique  de  x'y  x^ ...     Soit 


1  a 


«-1 


!f  =  9o+P''  +  9%P'''+9^iP^     2. 
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cette  fonctioii.  En  snbstitaaiit  cette  expression  de  y  dans  réqoation  proposée, 
on  obtiendra,  en  vertn  de  ce  qni  précède,  une  expression  de  la  forme 

^0  +  ^il^*  +  ^•/'*  •  •  •  +  ^«i-iP  "  =  0 .     5. 

où  ^09  ^i>  ^a»*-)^»^.!  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  f^  q^^  9^i--9i»-r 
Or  je  dis,  que  l'équation  (3)  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  qu'on  n'ait  séparément 

r^  =  0,    ri  =  0  .  .  .  r^j  =  0. 
En  effet  dans  le  cas  contraire,  on  aurait  en  posant  p"  =  z,  les  deux  équations 

21" — |i  =  0,    et 

qui  auraient  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Soit  k  le  nombre  de  ces 
racines,  on  peut,  comme  on  sait,  trouver  une  équation,  qui  a  pour  racines  les  k 
racines  mentionnées,  et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  rationnelles  de 

Pj  ^0  >  ^1  •  •  •  ^»-i  •     Soit 

*o  +  *i^  +  V^  •  •  •  +  *fc-i^"*  4- ^  =  0 
cette  équation,  et 

*o  +  ^^  4-  *,«•...  +  ^it-i^"^*  +  ^ 
un  facteur  de  son  premier  membre,  où  t^y  t\  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  Pj  r^,  Vj^.. .  r^^,  on  aura  de  même 

*o  -f  M  +  '«2*  •  •  •  +  'p-i^'**"^  +  zJ**  =  0, 
et  il  est  clair,  qu'on  peut  supposer,  qu'il  est  impossible  de  trouver  une  équation 

de  la  même  forme  d'un  degré  moins  élevé.     Cette  équation  a  ses  /i  racines 

communes  avec  l'équation  2^  —  /?  =  0.     Or  toutes  les  racines  de  l'équation 

2" — jp  =  0,  sont  de  la  forme  azj  où  a  est  une  racine  quelconque  de  l'unité. 

Donc  en  remarquant,  que  fi  ne  peut  pas  être  moindre  que  2,  parce  qu'il  est 

impossible,  d' exprimer  z  en  fonction  rationnelle  des  quantités  pj  r^ ,  r^ . . .  r^^ , 

il  s'ensuit,  que  deux  équations  de  la  forme 

'o  +  tiZ  +  t^^...^  *|i^i^*  +  z«^  =  0   et 
doivent  avoir  lieu.     De  ces  équations  on  tire  en  éliminant  z^ 

Mais  cette  équation  étant  du  degré  /i  —  1,  et  l'équation  zv-  -|-  t^iZ  .  .  .  =  0 
étant  irréductible  et  que  par  conséquent  t^  ne  peut  être  égal  à  zéro,  on  doit 
avoir  ap-  —  1=0,  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu.     On  doit  donc  avoir 

r  =  0,   ri  =  0...  r^i  =  0.  ^  . 
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MauDteiiaiit,  ces  éqfaations  ayant  lieu,  il  est  clair  qu'on  satisfera  à  Téqnation  pre- 

posée  en  attribuant  à  p^  toutes  les  valeurs  ap*  a^* . . .  a^^p\  On  voit  aisé- 
ment, que  toutes  ces  valeurs  de  y  seront  différentes  entre  elles;  car  dans  le 
cas  contraire  on  aurait  one  équation  de  la  même  forme  qae  (3),  mais  une  telle 
équation  conduit,  comme  on  vient  de  voir,  à  des  contradictions. 

En  désignant  donc  par  y^y^-'y»  les  n  racines  de  l'équation  (i),  on  aura 
^1  =  ^0  +  />"  +    9*P* +  q-iP  " 

y«= îo  +  «^"  +  «"y»/»"  —  +  «""^y-»/»  " 
y» = îo  +  «*">" + «""V»?*  '   '  +  «s'-iP  " 

De  ces  n  équations  on  tirera  sans  peine 

«'•=-^  (yi+y«+ +y«) 

-      1 

I»"  == -^  (yi  4- «"^V* + «"^t  •  •  +  «y») 


y-iP  "  =  ~  (yi  +  «y«  + .  «V. +  «-V») 

I 

On  voit  par  là,  que  toutes  les  quantités  p%  q^^  Ç%*  --  Ç*"*  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  des  racines  de  l'équation  proposée. 
En  effet  on  a 

Considérons  maintenant  l'équation  générale  du  degré  m 

et  supposons  qu'elle  soit  résoluble  algébriquement.     Soit 

a;  =  ^^j  +  ^"  +  *«^  '  •  •  4"  ^»*-i^  "  • 
En  vertu  de  ce  qui  précède  les  quantités  Vj  s^j  s^  etc.  peuvent  s'exprimer 
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rationnellemeAt  en  x^y  x^...x^y  en  désignant  par  x^^  x^... x^  les  racines  de 
réqnation  proposée. 

Considérons  nne  de  .ces  quantités  qnelconqae  v^  s^j  s^  etc.  par  exemple 
V.     Soient  t'j,  v^...v^  les  valeurs  différentes   de  v,  qu'on  trouve  lorsqu'on 
échange  entre  elle  les  racines  x^^,  x^..  .x^  de  toutes  les  manières  possibles,     ji^  i^   wiP^ 
on  peut  donc  former  une  équation  du  degré  n'j  dont  les  coefficiens,  sont  des    /  ^  ^     a     . .  ^ 
fonctions  rationnelles  de  a^  a^ . . .  a».^  et  dont  lés  racines  sont  les  quantités  .     v  -y^  v 

«7^,  ^^ . . . t>Mi  qui  sont  des  foutions  rationnelles  des  quantités  x^^  x^...x^.  ^^ 

Donc  si  Ton  pose  "  <yI) 

toutes  les  quantités  u^^  t^j  t^....t^f^  seront  des  fonctions  rationnelles  de 
^19  t;, •  •  •  •  t7^9  et  par  conséquent  de  or^,  x^. . .. x^.  En  traitant  les  quantités 
u,  t^j  t^  etc.  de  la  même  manière  on  en  conclut: 

Si  une  équation  est  résoluble  algébriquement,  on  peut  toujours  donner  à 
la  racine  nne  telle  forme,  que  toutes  les  fonctions  algébriques,  dont  elle 
est  composée  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  des  racines 
de  l'équation  proposée. 

§.  m. 

Sur  h  nonAre  de9  valeurs  différenteê^  qu'une  fonction  de  pluaieur»  quantités  petit  acquérir, 

îorsqu*  on  g  échange  entre  elles  les  quantités  qu'elle  renferme. 

Soit  V  une  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités  indépendantes  x^  x^ 
..  .0?..  Le  nombre  des  valeurs  différentes,  dont  cette  fonction  est  susceptible 
par  la  permutation  des  quantités,  dont  elle  dépende,  ne  peut  pas  surpasser  le 
produit  1 . 2 .  S . . .  n.     Soit  fi  ce  produit 

Soit  maintenant 

\abcd» . ../ 
la  valeur^  qu'une  fonction  quelconque  v  reçoit  lorsqu'  on  y  substitue  x^,  ar^,  x^^  xa 
etc.  au  lieu  de  Xa^  x^j  xj^  xh  etc.  il  est  clair  qu'en  désignant  par  AyyA^...A^ 
les  diverses  permutations  au  nombre  de  ju  que  fou  peut  former  avec  les  indices 
1,  2,  3, . . .  ^  les  valeurs  différentes  de  v  pourront  être  exprimées  par 

K:î:)'K^i)'Kii)-''a) 
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Supposons  que  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  v  soit  moindre  qne  /i,  il 
faut  que  plusieurs  valeurs  de  v  soient  égales  entre  elles  en  sorte  qfu'on  ait  par 
exemple 

Si  l'on  fait  subir. à  ces  quantités  la  permutation  désignée  par  {^li.^))  on  aura 
cette  nouvelle  série  de  valeurs  égales 

valeurs  qui  sont  différentes  des  premières  mais  en  même  nombre.  En  chan- 
geant de  nouveau  ces  quantités  par  la  permutation  désignée  par  T^^      Y  on 

aura  un  nouveau  système  de  quantités  égales  mais  différentes  des  précédentes. 
En  continuant  ce  procédé  jusqu'à  ce  qu'on  ait  achevé  toutes  les  permutations 
possibles,  les  valeurs  de  v  au  nombre  de  fi  seront  partagées  en  plusieurs  grou- 
pes, dont  chacun  contiendra  un  nombre  de  m  valeurs  équivalentes.  Il  suit  de 
là  que  si  l'on  représente  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  v  par  (>,  nombre 
égal  à  celui  des  groupes,  on  aura 

çm=:  1 . 2  .  3 . .  •  n 
c'  est-à-dire  : 

Le  nombre  des  valeurs  différentes,  qu'une  fonction  de  n  quantités  peut 
acquérir  par  toutes  les  permutations  possibles  de  ces  quantités  est  nécessaire- 
ment un  diviseur  du  produit  1 . 2 .  3  . . .  n.     Cela  est  connu. 

Soit  maintenant  (^^^  une  permutation  quelconque.    Supposons  qu'en  ap- 

plicant  celle-ci  plusieurs  fois  de  suite  à  la  fonction  v  on  obtient  la  suite  des 
valeurs 

il  est  clair  que  v  sera  nécessairement  répété  plusieurs  fois.  Lorsque  v  revient 
après  un  nombre  p  de  changements,  nous  dirons  que  v  est  une  permutation 
récurrente  de  l'ardre  p.     On  a  donc  cette  série  périodique 

ou  bien,  si  l' on  représente  par  v  (^^  Y  la  valeur  de  v  qui  résulte  après  avoir 
répété  r  fois  de  suite  la  permutation  désignée  par  C^^  \  on  a  la  série 

-{±y-  -m-  <±y  ■■■  <±f-  <±y- 


1& 

Il  sait  de  là 

Or,  soit  p  le  plus  grand  nombre  premier  contenu  dans  Hj  et  le  nombre  des 
valeurs  différentes  de  v  soit  moindre  que  p,  il  faut  que  d'un  nombre  p  de  va- 
leurs quelconques  de  v  deux  soient  nécessairement  égales  entre  elles. 
Il  faut  donc  que  deux  des  p  valeurs 

"  (±ï-  '  (i)".  »  a)'  •  •  «  (±r 

soient  égales  entre  elles.     Soit  par  exemple 

\AmJ    """        \Am/ 

on  en  conclut 

"  {±r^ = -  (X) 

Ecrivant  r  au  lieu  de  y'  +  /^  —  ^  ^*  remarquant  que  v  f^iYsrrî;^  on  en  tire 

où  r  évidemment  n'est  pas  multiple  de  p.  La  valeur  de  v  n'est  donc  pas 
changée  par  la  substitution  T'^V  i^l  par  conséquent  non  plus  par  la  répétition 
de  la  même  substitution.     On  a  donc 

a  étant  un  nombre  entier.  Maintenant  si  p  est  un  nombre  premier,  on  pourra 
évidemment  toujours  trouver  un  nombre  entier  /?  de  la  sorte  que 

donc 

et  puisque  v  r=z  v  f-^i  A* 

on  aura  t)  =  t;/-^y 

La  valeur  de  v  ne  sera  donc  pas  changée  par  la  permutation  récurrente  (^M 
du  degré  p. 

Or,  il  est  clair  que 
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sont  des  permutations  récurrentes  du  degré  p,  lorsque  p  est  le  nombre  des 
indices  a,  /?,;/...  i; .  La  valeur  de  v  ne  sera  donc  changée  non  ^ilus  par  la 
combinaison  de  ces  deux  permutations.  Ces  deux  permutations  sont  évidem- 
ment  équivalentes  à  cette  nniqae 

et  celle-ci  aax  deux  suivantes  appliquées  successivement 

La  valeur  de  v  ne  sera  donc  pas  changée  par  la  combinaison  de  ces  deux  per- 
mutations. 

Donc  ^_^(«P)(Pj) 

de  même  v^v (Çj)  (jj) 

d'où  l'on  tire  t,  =  .,(J2)  (j^). 

On  voit  par  là  que  la  fonction  v  n'est  pas  changée  par  deux  permutations 
successives  de  la  forme  Tô  ^  )  ^   <»  et  /?  étant  deux  indices  quelconques.     Si 

Ton  désigne  une  telle  permutation  sous  le  nom  dé  transpositionj  on  peut  cou- 
dure  qu'une  valeur  quelconque  de  v  ne  sera  pas  changée  par  un  nombre  pair 
de  transpositions,  et  que  par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  v  qui  résultent 
d'un  nombre  impair  de  transpositions  sont  égales.  Toute  permutation  des  éle- 
mens  d'une  fonction  peut  s'opérer  à  l'aide  d'un  certain  nombre  de  transpositions  ; 
donc  la  fonction  v  ne  peut  avoir  plus  que  deux  valeurs  différentes.  De  là  on 
tire  le  théorème  suivant: 

Le  nombre  des  valeurs  différentes  que  peut  obtenir  une  fonction  de  n  quan- 
tités ou  ne  peut  être  abaissé  au  dessous  dti*  plus  grand  nombre  premier 
compris  entre  les  facteurs  de  n,  ou  seulement  à  2  ou  à  1. 
Il  est  donc  impossible  de  trouver  une  fonction  de  5  quantités  qui  ait  3  ou 
4  valeurs  différentes. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  prise  d'un  mémoire  de  M.  Cmichy 
inséré  dans  le  17"^  cahier  du  Journal  de  l'école  polytechnique  pag.  1  etc. 

Soient  v  et  ^r'  deux  fonctions,  dont  chacuiie  aura  deux  valeurs  différentes, 
il  suit  de  ce  qui  précède  qu'en  désignant  par  ^^,  v^  et  t?/,  v^  ces  doubles  va- 
leurs, les  deux  expressions 

î?i  +  î^£  et  v^v^'{-v^v^ 
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seront  des  fonctions  symétriques.     Soit 

on  en  tire  v.  =  ^'^^  ~^^  i 

Soit  maintenant  le  nombre  des  quantités  Xj^^  x^j...x^  égal  à  cinq,  le  produit 

9  —  iP^i'^ù  (^1-^b)  (^1-^4)  (^i-^ft)  (^a-^a)  (^2-^4)  (^a-^é)  (^.-^4)  (^B-^ô)  (^4-^*) 
sera  évidemment  une  fonction  qui  a  deux  valeurs  différentes;  la  seconde  valeur 

étant  la  même  fonction  avec  le  signe  opposé.     Donc  en  posant  v^^  =  (>,  on 

aura  vj^=i  —  ç.     L'expression  de  v^  sera  donc 

V.  =    ^^^  *  ,  ou  bien 

OÙ  ^t^  est  une  fonction  symétrique;  q  a  deux  valeurs  qui  ne  diffèrent  que  par 
rapport  au  signe  de  sorte  que  -^^  soit  également  une  fonction  symétrique. 

Donc  en  posant  ^t^z=p  et  -^  =  jr   il  s' ensuit 

que  toute  fonction  de  cinq  quantités,  qui  a  deux  valeurs  différentes,  pourra 
être  mise  sous  la  forme,  jp  -f~  9  *  (^9  où  ji  et  ^^^  sont  deux  fonctions  symé- 
triques et  ç  =  {x^ — x^  (x^ — x^) . . .  (x^ — x^). 

Pour  notre  but  nous  avons  encore  besoin  de  la  forme  générale  des  fonc- 
tions de  cinq  quantités,  qui  ont  cinq  valeurs  différentes.  On  peut  la  trouver 
comme  il  suit. 

Soit  V  une  fonction  rationnelle  des  quantités  x^y  x^,  x^,  x^^  x^  qui  a  la 
propriété  d'être  invariable  lorsqu'on  échange  entre  elles  quatre  des  cinq  quan- 
tités quelconques  par  exemple  x^^  or,,  x^y  x^.  Sous  cette  condition  v  sera 
évidemment  symétrique  par  rapport  à  or,,  ar,,  x^y  x^.  On  peut  donc  exprimer 
V  par  une  fonction  rationnelle  deo?^  et  par  des  fonctions  symétriques  de  x^j  x^y 
x^y  x^.  Mais  toute  fonction  S3rmétrique  de  ces  quantités  peut  s'exprimer  par 
une  fonction  rationnelle  des  coefficiens  d'une  équation  du  quatrième  degré,  dont 
les  racines  sont  x^y  or,,  x^y  x^.    Donc  en  posant 

(x—x^  (X'—x^)  {x — x^  {x — x^)  =  x^  — pa^  +  Ç^  —  rx -{-s 
la  fonction  v  peut  s'exprimer  rationnellement  en  x^^  p^  q^  r^  s.    Mais  si  l'on  pose 
(or — x^  {x—x^  {x — x^  {x — x^  (x — x^)  =  x^ —  iw?*-}-  ba^ — ^^-f-  dx  —  ej 
on  aura 
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d'où  Ton  tire 


/^= 

=  a~ 

-*i 

5^  = 

=  ft^ 

-  «*,  +  «1* 

r  = 

-  hx^  +  «UTj*  - 

-X* 

1 

s  = 

=  rf- 

-  cx^  -}-  6a?  ^*  - 

-«*, 

la  fonction  v  pent  donc  s'exprimer  rationneliement  en  âr^,  a,  h,  c^  d  et  e. 
n  suit  de  là,  que  la  fonction  v  peut  être  mise  sous  la  forme 


V 


Ç(*i) 

où  ^  et  9  {x^  sont  deux  fonctions  entières  de  x^ ,  a^  bj  Cj  d  et  e.  En  multi- 
pliant cette  fonction  en  haut  et  en  bas  par  9^(0;^  .  (p{x^)  •  7(^4)  •  vi^^)^  ^^  ^^^^ 

y— -  ^'9(-^g)'9(^s)'9('^4)'yK) 

Or,  ^(larj  •  ^(^s)  -  ^(^J  *  vi^ô)  ^^^  comme  on  voit,  une  fonction  entière  et  symé- 
trique de  ^29  ^89  ^49  ^6'  ^^  P^^^  ^^^^  exprimer  ce  produit  en  fonction  entière 
de  Pj  qj  r,  s  et  par  suite  en  fonction  entière  de  x^j  a^  bj  Cj  dj  e  Le  numé- 
rateur de  la  fraction  ci-dessus  est  donc  une  fonction  entière  des  mêmes  quan- 
tités; le  dénominateur  est  une  fonction  symétrique  de  x^y  x^y  x^y  x^^  x^  et 
par  conséquent  il  peut  s' exprimer  en  fonction  rationnelle  de  a^  b^  c,  d,  e.  On 
peut  donc  poser 

En  multipliant  l'équation 

x^^  =  ao?^*  —  bx^  -{-  cx^  —  dx^  +  ^ 
successivement  par  x^ ,  x^ . . .  x^^^  il  est  clair  qu'  on  obtiendra  un  nombre  de 
m  —  4  équations,  desquelles  on  tirera  les  valeurs  de  x^\  x^^ . . .  x^  en  des 
fonctions  de  la  forme 

où  a,  /?,  Yy  dy  a  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a^  bj  c,  dj  e. 

On  peut  donc  réduire  v  k  lu.  forme 

27  =  r^  4-  r^x^  +  r^x^^  +  r^^^  +  r^x^^  (a) 

où  Tq,  r^j  r^  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles  de  Uj  b,  Cj  dj  e^  c'est-à-dire 
des  fonctions  symétriques  de  x^^  x^,  x^j  x^^  x^. 

Voilà  la  forme  générale  des  fonctions  qui  ne  sont  pas  altérées  lorsqu'on 
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y  échange  entre  elles  les  quantités  ar„  x^^  x^^  x^.    On  elles  ont  cinq  valeurs 
différentes  entre  elles  ou  elles  sont  symétriques. 

Soit  maintenant  v  une  fonction  rationnelle  de  x^j  x^^  x^j  x^^  x^y  qui  a 
les  cinq  valeurs  suivantes  v^j  v^j  v^y  v^j  v^^.  Considérons  la  fonction  x^'^v. 
En  y  échangeant  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles  les  quatre  quan- 
tités x^j  x^y  x^y  x^  la  fonction  x^  aura  toujours  une  des  valeurs  suivantes 

^1*^1^     ^l"^«^     ^l*^S>     ^1*^4^     ^1*^»- 

Or  je  dis,  que  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  x^v  résultantes  par 
ces  changements  sera  moindre  que  cinq.  En  effet,  si  toutes  les  cinq  valeurs 
avaient  lieu,  on  tirerait  de  ces  valeurs  en  échangeant  x^  successivement  avec 
or,,  x^y  x^y  x^y  5iO  valeurs  nouvelles,  qui  seraient  nécessairement  diflérentes 
entre  elles  et  des  précédentes.  La  fonction  aurait  donc  en  tout  25  valeurs 
différentes,  ce  qui  est  impossible,  car  25  n'est  pas  diviseur  du  produit  1 . 2 .  S .  4 . 5. 
En  désignant  donc  par  fi  le  nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  v  lorsqu'on 
y  échange  entre  elles  les  quantités  x^y  x^y  x^y  x^  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, fi  doit  avoir  l'une  des  quatre  valeurs  suivantes  1,  2,  3,  4. 

1.  Soit  /i  =  1,  d'après  ce  qui  précède  v  sera  de  la  forme  (a) 

2.  Soit  ^  =  4,  la  somme  t^^  +  ^2  +  ^8  "I"  ^4  ^^^^  *^^  fonction  de  la 
forme  (a).     Or  on  a 

rion  symétrique  moins  («^i  +  î^a+«^s"h^4);  ^^^^  ^4  .^s*  ^^  ^^  forme  (a). 

3.  Soit  /t  =7  2,  donc  v^  -f~  ^s  ^^^^  ^^^  fonction  de  la  forme  (a).       Soit 

donc  27^  4-  Vjj  =  r^>+^i^i +^«^i*  +  ^3^i'  +^4^1*  =  9^(^i)  • 

En  échangeant  successivement  x^  avec  x^y  or,,  x^y  x^  on  aura 

^1     +  «^«  =  <]P(^i) 

^«      +  «^8  =  9(^a) 


V^^  H"  î^»  =  VC^m-l) 

v^    +  î;^  =  (f{xj^ 

où  m  est  un  des  nombres  2,  3,  4,  5.     Pour  m  =  2,  on   aura  q>  (x^  =  9  (;rj, 

ce  qui  est  impossible,  car  le  nombre  des  valeurs  de  q>(x^  doit  être  cinq.     Pour 

m  =  3  on  aura 

V,  +  v^  =zq>{x^)y    v^  +  v^=i (p{x^)y    «73  -j-  t>^  =  ç)(ar,)  d'où  l'on  tire 

2v^=(p(x^)  —  (p{x^-\-(p{x^).  < 

Mais  le  second  membre  de  cette  équation  a  plus  de  5  valeurs,  savoir  elle  en 

3  * 
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a  30.     On  prouvera  de  la  même  manière  qne  m  ne  pent  être  égal  à  4  ni  à  S. 
h  suit  de  là  que  /i  n'est  pas  égal  à  2. 

.4.    Soit  /i  =  3.     Dans  ce  cas  ^^  +  ^9  +  v^  et  par  conséquent  v^  -f-  v^ 

=  (^1  •f"^«  +  ^t4"^4  +  ^ft) — (^i  +  ^«4"^i)  ^'"^  ^'ï^î  valeurs.      Mais  on 
vient  de  voir  que  cette  supposition  n'a  pas  lieu.     Donc  fi  ne  peut  pas  non  plus 

être  égal  à  3. 

De  tout  cela  on  conclut  le  Théorème: 
Toute  fonction  rationnelle  de  cinq  quantités,  qui  a  cinq  valeurs  différentes, 
aura  nécessairement  la  forme 

r^  -f"  ^1^  "h  ^r^  H"  ^»^  H"  ^4^ 
où  r^y  r^y  r^  etc.  sont  des  fonctions  sjrmétriques,  et  x  une  des  cinq  quan- 
tités quelconque. 

De  l'équation 

on  trouvera  aisément,  en  faisant  usage  de  l'équation  proposée,  pour  la  valeur 
de  X  la  forme  suivante 

X=:zSq  +*i^  "h  ^t^  "I"  *S^  "I"  '^4^ 

OÙ  s^,  ^^,  s^  etc.  de  même  que  r^,  r^,  r^  etc.  sont  des  fonctions  symétriques. 

Soit  V  une  fonction  rationnelle  qui  a  m  valeurs  différentes  v^^  v^y  ^, . . .  r«. 
En  posant 

(v  —  v^)  {v  —  v^  (v  —  v^)...  {v «?«) 

=  ^0  +  9i^  +  y*^*  •   •  +  y«^i^~"'  +  î?~  =  0 
on  sait  que  q^^  q^j  9%^**  sont  des  fonctions  symétriques,  et  les  m  racines  de 
l'équation  sont  v^^  v^^  v^.  ..v^.     Or  je  dis,  qu'il  est  impossible  d'exprimer  la 
valeur  de  v  en  racine  d'une  équation  de  la  même  forme  mais  d'un  degré  moins 
élevé.     En  effet  soit 

une  telle  équation  où  f^,  t^  etc.  sont  des  fonctions  symétriques,  et  soit  7;^  une 
valeur  de  v  qui  satisfait  à  cette  équation,  on  aura 

En  échangeant  entre  eux  les  élémens  de  la  fonction,  on  trouvera  la  série  suh 
vante  d'équations: 


—  ■  * 
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«^  H-  *|v-i«^*  . . .  =  (»— f,  ) />, , 

On  en  conclut  qae  v— t^^,  t^ — i;^,  v-^v^.^.v — v^^  seront  tontes  ensemble 

des   facteurs  de  v^  -f*  ^it-i^''^^ ...  et  que  par  conséquent  /^  doit  nécessaire- 

nent  être  égal  à  m.     On  en  tire  le  théorème  suivant: 

Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  quantités  a  m  valeurs  différentes,  on  peut 
toujours  trouver  une  équation  du  degré  m^  dont  les  coefficiens  sont  des 
fonctions  symétriques,  et  qui  ont  ces  valeurs  pour  racines;  mais  il  est 
impossible  de  trouver  une  équation  de  la  même  forme  d'un  degré  moins 
élevé  qui  ait  une  ^u  plusieurs  de  ces  valeurs  pour  racines. 

5.  IV. 

Démonêtratian  de  l'impoêMiiiié  de  la  résolution  générale  de  l'équation  du 

cinquième   degré. 

En  vertu  des  propositions  trouvées  plus  baut  on  peut  énoncer  le  théorème  : 
11  est  impossible   de  résoudre  en  général  les  équations  du  cinquième 
degré.' 

D'après  §.  Il  toutes  les  fonctions  algébriques  desquelles  une  expression 
algébrique  des  racines  est  composée  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions 
rationnelles  des  racines  de  l'équation  proposée. 

Comme  il  est  impossible  en  général  d'exprimer  la  racine  d'une  équation 
par  une  fonction  rationnelle  des  coefficiens,  on  doit  avoir 

ou  m  est  un  nombre  premier  et  R  une  fonction  rationnelle  des  coefficiens  de 
r  équation  proposée,  c'  est-à-dire  une  fonction  symétrique  des  racines  ;  v  est  une 
fonction  rationnelle  des  racines.     On  en  conclut 

En  vertu  du  §.  Il  il  est  impossible  d'abaisser  le  degré  de  cette  équation,  la 
fonction,  v  doit  donc,  d'après  le  dernier  théorème,  du  paragraphe  précédent, 
avoir  m  valeurs  différentes.  Le  nombre  m  devant  être  .diviseur  du  produit 
1.2.3.4.5  ce  nombre  peut  être  égal  à  2  ou  à  3  ou  à  5.  Or  suivant  (§.  UI) 
Il  n'existe  pas  de  fonction  de  cinq  variables  qui  ait  3  valeurs:  il  faut  donc 


i 
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qu'on  ait  m  =  5  ou  m  =r:  2.    Soit  m  =  5,  on  aura  en  vertu  du  paragraphe 
précédent, 

6 

et  par  là 

^  =  #0  +  *i^*  -f  *»*'  +  *i^  +  *4**  • 

Suivant  ($.  II)  on  en  tire 

1  t 

OÙ  a^=:l.     Cette  équation  est  impossible,  attendu  que  le  second  membre  ait 

120  valeurs  et  que  pourtant  il  doit  être  racine  d'une  équation  du  cinquième 

degré  z* — Sj^R=iO. 

On  doit  donc  avoir  m  =  2. 

On  aura  donc  d'après  (§.  Il) 

\/^R=zp'^  qs 

oh  p  et  q  sont  des  fonctions  symétriques  et 

s  =  {x^  —  x^ . . .  {x^       XfJ  . 

On  en  tire  en  échangeant  x^  et  x^  entre  eux 

—  l/^=jp  —  qs 
d'où  l'on  trouve  p=zO  et  yR=:qs.  On  voit  par  là,  que  toute  fonction  algé- 
brique du  premier  degré,  qui  se  trouve  dans  l'expression  de  la  racine,  doit  né- 
cessairement avoir  la  forme  a-^  fi  }/^s^  =z  a-{- ^Sy  où  a  et  fi  sont  des  fonctions 
symétriques.  Or  il  est  impossible  d'exprimer  les  racines  par  une  fonction  de 
la  forme  »  -f~  /^  V^A  '^  ^^^^  ^^^^  7  ^^^^^  ^^^  équation  de  la  forme 

m 

y  {a + fi  y  s*) = V 

où  a  et  fi  ne  S(}nt  pas  nul,  m  est  un  nombre  premier,  a  et  fi  sont  des  fonctions 
symétriques  et  v  une  fonction  rationnelle  des  racines.     Cela  donne 

où  v^  et  v^  sont  des  fonctions  rationneUes.     On  aura  en  mnlt^liant  v,  par  v,, 

m 

Or  a*  —  fi^s*  est  une  fonction  S3rmétrique.  Si  maintenant  >^(a*  —  /S  V) 
n'est  pas  une  fonction  symétrique  le  nombre  m,  d'après  ce  qui  précède,  doit  être 
égal  à  deux.  Mais  dims  ce  cas  v  sera  =|/^(a4-/?V^^);  v  aura  donc  quatre 
valeurs  différentes,  ce  qui  est  impossible.  j  ' 
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Il  faut  donc  ipie  Y{^ —  ^^)  soit  une  fonction  symétrique.     Soit  y  cette 
fonction,  on  aura 


«^1 


vjo^  =  y    et  «^^  = 
Soit 

Désignons  par  /'i»  ^,»  i^s  -  •  •  j'»  les  valeurs  différentes  de  p  qui  résultent  de  la 
substitution  successive  de  a^,  a*JÎ~,  a'/f* . . .  àr^^Rr  à  la  place  de  R^  où 

et  faisons  le  produit 

ip—Pi)  (P  —P^)  •  •  •  iP—P^)  —  p^—  Af^^  +  A^jT-^ . . .  =  0, 
on  voit  sans  peine  que  A^  A^  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles  des  coefficiens 
de  l'équation  proposée  et  par  conséipient  des  fonctions  symétriques  des  racines. 
Cette  équation  est  évidemment  irréductible.  Il  faut  donc  d'après  le  dernier 
théorème  du  paragraphe  précédent  que  f^  étant  fonction  des  racines,  ait  m  va- 
leurs différentes.  On  en  conclut  que  m  =  5.  Mais  dans  ce  cas  f  sera  de  la 
forme  (a.)  du  paragraphe  précédent     Donc  on  aura 

5  T 

yR  +  7 —  =  r^  -f-  ^i^  +  ^2^  H'  ^s^  +  ^4^  =  P  > 
et  par  là 

c'est-à-dire  en  mettant  R^  -f"  — ^  ^  **  place  de  /i , 

où   ^0,   t^y   t^  etc.  sont  des  fonctions  rationnelles  de  R  et  des  coefficiens  de 
l'équation  proposée.     On  en  tire  en  vertu  de  (§.  H) 

où  a*-fa*-f  a*-f-a  +  l=0. 

De   l'équation  p'  =  *^fii  on  trouve  p^^=it^R.      Or  <^*jB  étant  de  la  forme 

M  +  M'V^^*  on  aura  jp'*  =  M  +  ^'V^*^>  ^®  ^'  donne 

Cette  équation  donne  jp'  par  une  équation  du  dixième  degré  dont  tous  les  coef- 
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ficiens   sont  des  fonctions  symétriqnes,  mais  d'après  le  dernier  théorème  d« 
paragraphe  précédent  cela  est  impossible;   car 

p  étant  =  ^(a:^  4"  ^^^%  "I"  ^*^s  +  ^*^4  "1"  a^») 
aurait  120  valeurs  différentes,  ce  qui  est  une  contradiction. 

Nous  concluons  donc: 

"Il  est  impossible  de   résoudre  algébriquement  l'équation  générale  du 
"cinquième  degré."  , 

Il  suit  immédiatement  de  ce  théorème,  qu'il  est  de  même  impossible  de 
résoudre  algébriquement  les  équations  générales  des  degré  supérieurs  au  cin- 
quième. 


m 


Remarque  sur  le  mémoire  Nr.  4j  du  premier  cahier  du  journal  de  M.  CreUe 


mu  objet  de  ce  mémoire  est  de  trouver  T  effet  d'une  force  sur  trois  points  don- 
nés. Les  résultats  de  T  auteur  sont  très  justes,  quand  les  trois  points  ne 
sont  pas  placés  dans  une  même  ligne  droite;  mais  dans  ce  cas  ils  ne  le  sont 
pas.  Les  trois  équations,  par  lesquelles  les  trois  inconnus  Q^  Q^  Q"  se  déter- 
minent, sont  les  suivantes 

P  =  Q  +  Q'  +  &' 
1 


•     {  Q^  sîn  a  =  {fc  sin  § 

\  j^a  sin  a  =  —  Q'c  sin  (a  -f-  /?)• 


Celles-ci  ont  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  P^  a,  h^  Cj  a  et  /9.     Elles 
donnent  en  général  comme  l'auteur  Ta  trouvé, 

n >c  sin  (g  -f  P)  .p 

r  ^ 

r 
OÙ 

r  =  <i6  sin  a  -{-  a<;  sin  /î  — bc  sin  (a  +  /î). 
Or  les  équations  (2)  cessent  d'être  déterminées,  lorsque  l'une  ou  T  autre  des 
quantités  Qj  Q^  Q^  prend  la  forme  -§,  ce  qui  a  lieu,  coinme  on  voit  aisément 
pour  la  valeur. 

Dans  ce  cas  il  faut  recourir  aux  équations  fondamentales  (1.),  qui  donnent  alors 

P^^Q  +  Q  +  Q^, 

Qh  sin  180»  =  Q'e  sin  180», 

Qa  sin  180»  =  —  j^c  sin  360». 

4 
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Or  les  deox  dernières  équations  sont  identiques  puisque 

sin  180°  =  sin  360°  =  0. 
Donc  dans  le  cas  où 

il  n'existe  qu'une  seule  équation,  savoir 

P=^Q  +  Q'  +  Q', 

et  par  suite  les  valeurs  de  Q,  Q',  Q'  ne  peuvent  pas  alors  se  tirer  des  équa- 
tions établies  par  T  auteur. 


IV. 


Résolution  d'un  problème  mécanique. 


c 

E 
P 


l^oit  BDMA  une  courbe  quelconque.  La  ligne  BC  soit  horizon-  ^ 
taie  et  CA  verticale.  Supposons  qu'un  point  mis  en  mouvement  m 
par  l'action  de  la  gravité  se  meuve  sur  cette  courbe,  un  point  quel- 
conque D  étant  son  point  de  départ  Soit  r  le  temps  qui  s'est  ^ 
écoulé  quand  le  mobile  est  parvenu  à  un  point  donné  Aj  et  soit  a  la  hauteur 
EA.  La  quantité  t  sera  donc  une  certaine  fonction  de  a  qui  dépendra  de  la 
forme  de  la  courbe.  Réciproquement  la  forme  de  la  courbe  dépendra  de  cette 
fonction.  Nous  allons  examiner  comment  à  l'aide  d'une  intégrale  définie  on 
peut  trouver  l'équation  de  la  courbe  pour  laquelle  r  est  une  fonction  continue 
donnée  de  a. 

Soit  AM  =  Sj  AP  ==  JT,  et  ^  le  temps  que  le  mobile  emploie  à  parcourir 
l'arc  DM. 

D'après  les  règles  de  la  mécanique  on  a  —  -^=V"(«-^),  donc  ifc=- 


11  suit  de  là,  lorsqu'on  prend  l'intégrale  depuis  2r  =  ii  jusqu'à  :r  =  0; 

t   désignant  que  les  limites  de  l' intégrale  sont  ir=  aeix=zp.     Soit  maintenant 

r  =  ç)  (a) 
la  fonction  donnée,  et  on  aura 

/»«      ds 

équation  par  laquelle  s  doit  être  trouvé  en  x.     Au  lieu  de  cette  équation  nous 
allons  considérer  cette  autre  plus  générale 

de  laquelle  nous  chercherons  ^  en  ;r. 
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Désiguons  par  IXçt)  la  fonction 
on  a  comme  on  sait 


a-i 


/V-Ml-,)-.*»^^:^ 


OÙ  a  et  /$  doivent  être  supérieurs  à  zéro. 

Soit  /?  =  1  —  n>  on  trouvera 

y-^rfy  __  r(a) .  r(l  —  n) 


d' où  r  on  tire  en  faisant  z  r=  «^ 


r(«+i— «)  » 


r(«).r(i-«)    a^ 

r(a  +  l— «) 


</a 


En  multipliant  par  ~ — ^  et  prenant  V  intégrale  depuis  a  =  0  jusqu'  à 


a=ix,  on  trouvera: 

da 


•  «*-!</«       r(») .  r(i — «) 


,x  a'^-*.da 


aY 


En  faisant  a^^s-xy^  on  aura 

'*  o<*-» .dis  _  /»*    9"^^ 


«    r(a-«+i).r(«) 
r(«+i) 


donc 


>a   xa-l(fj| 


J„  ('-o)'-  V.  («-»)•  ^  ■'       ^  '    r(a  +  l) 


Or  d'après  une  propriétç  connue  de  la  fonction  Ty  on  a 

r(a+l)  =  ar(a); 
on  aura  donc  en  substituant: 

/   7 \r::  •  /    ~1 — xT  =  —  •  T\ri).T{\ — »). 

J  ^{s-ay-*    J^    (a-«)»  a  ^'       ^  ' 

En  multipliant  par  a .  tf{a) .  i2a,  et  intégrant  par  rapport  à  a,  on  trouve: 

•  (/ç(a) .  a»«-^rfflO&_  ^  ^(^)    jp^j  —»)/,)«  .x'^.da. 


f      da  A 


(a  -  *)« 

Soit  /ç(a)  .  ^"ife  =  f(x) , 

on  tire  de  là  en  différentiant 

donc  /?>(«)  •  a  •  zP^^da=zf{z)i 
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nu  fiK 


par  conséquent: 

ou,  puisque 

r(»).r(l— n)  = 

A  l'aide  de  cette  équation  il  sera  facile  de  tirer  la  râleur  de  *  de  T équation 

Qu'on  multiplie  cette  équation  par  • r;^,    et  qu'on  prenne   T inté- 
grale depuis  a  =  0  jusqu'à  a'=zXj  on  aura 

■in me    P*  yg ,  da     sinmc    /**      <to  /*•     lit 

donc  en  vertu  de  l'équation  (1) 


«in me    P'ff{à).da 

Soit  maintenant  n  =  ^,  on  obtiendra 


et 


s 


Cette  équation  donne  l'arc  s  par  l'abscisse  Xj  et  par  suite  la  comrbe  est  entiè- 
rement déterminée. 

Nous  allons  appliquer  l'expression  trouvée  à  quelques  exemples. 
I.     Soit 

9  (a)  =  a^V^  +  a^a^^  +  •  •  •  +  «•«'^  =  -S'(aal^), 
et  la  valeur  de  s  sera 

Si  l'on  fait  a^=^xy^  on  aura 

donc 
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ou  paisqae  /^(^)  =  |/'ff 

Si  Ton  suppose  p.  ex.  que  m=0)  /Iq=:Ô,  c'est-à-dire  que  la  courbe  cherchée 
soit  isochrone,  on  trouve 

= '^j/'x   est  l'équation  connue  de  la  cydoide. 


or  s 


n.     Soit 


ça  depuis  a  =  0      jusqu'à  ér==ao,  égal  à  9)^^ 

<]pa  depuis  a  =  00     jusqu'à  ii=:0|,  égal  k  (p^a 

ça  depuis  a==a,     jusqu'à  a  =  a,,  égal  à  ç^a 

fpa  depuis  a  =  a».|  jusqu'à  a  =  aM,  égal  à  (pmfly 


on  aura 


TT* 


7TS 


■■/'y^y   depuis  a?  =  0,  jusqu'à  ar  =  «„, 

/;^$^  +yiv&^'  ^^ï"^^*  '^'^^  j"^^'^  '=«' 


«  =  r9.^.da  _^    n92^  _,.   r^^^,  depuis  â:=«, ,  jusqu'à  ^ 


— ff 


1' 


7IS 


y*** ç^a . «fa     I      Z*''  ^^a.da     •  •     /***"' 9— «a . «fa    f     /**     9.«i.<fa 

0    v^(a-jr)  ■•■y^  1/(0-*)  ■^••••'^t/^.   /(a-JT)    "^t/  ._.  /(a  -  *)  ' 


depuis  x=a,,_i,  jusqu'à  x=ia^, 

où  il  faut  remarquer  que  les  fonctions  qi^a,  (p^a,  <p^a' tp^fl  doivent  être 

telles  que 

car  la  fonction  91a  doit  nécessairement  être  continue. 


V. 


Dénumstration  d*une  expression  de  laquelle  la  formule  binôme 

est  un  cas  particulier. 


luette  expression  est  la  suivante: 

a,  a  et  fi  sont  des  quantités  quelconques,  n  est  un  nombre  entier  positif. 
Lorsque  ?»  =  0,  Y  expression  donne 

comme  il  faut  Or  on  peut,  comme  il  suit,  démontrer  que  si  l'expression  sub- 
siste pour  n=:mj  elle  doit  aussi  subsister  pour  »  ==19714- 1>  c'est-à-dire  elle 
est  vraie  en  général. 

Soit  (a;-f«)-=:^H-  ^  „(a;+/J)->+  ^!î6^  a  («  -  2/î)  (*+2iî)— 

. ..  +  y  a  (a—  (î«_l)/j)-«  (a?-f.(m— l)/î)+  a(o— m/î)— » 

Eu  maltipliant  par  (m  -)-  l)(ù:  et  intégrant,  on  trouvera  : 

{x+  «)-+»  =  a:-f »  +  îîî+i  „  (x+/S)«+  .^^t^  «  (a— 2/î)(;r+2/î)-» 

C  étant  la  constante  arbitraire.     Poar  trouver  sa  valeur  soit 

x=:—(m+  ï)fi, 
et  les  deux  dernières  équations  donneront: 


.    m 

i 


(a_(m4-  l)/î)-<-^=(— 1)-+»  [(m4-l)"+»/î-+*— (»»+l)m-o/S" 

+  0!L^ (m-l)-»«(«-2/S)/î-» . .  ]  +  C. 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  (m  -)-  l)/9  et  ajoutant  le  produit  à 
la  seconde,  on  trouve: 

C  =  (a— (m+ l)iî)«+»  +  (m+ l)/î  (a  —  (m+ l)/î)- , 
ou  bien         C'=ia(a  —  (m -|_ !)!?)•». 

4 

Il  suit  de  là  que  l'équation  proposée  subsiste  de  même  pour  n  =  m-j*  1. 
Or  elle  a  lieu  pour  n=zO;  donc  elle  aura  lieu  pour  n  =  0,  1,  2,  S  etc.  c'est- 
à-dire  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  n. 

Si  l'on  fait  /?  =  0,  on  obtient  la  formule  binôme. 

Si  l'on  fait  a  =  —  ar,   on  trouve 

0  =  or-  _  I  x{x+^r^  +  "^  x(;r+2,5)-»  -  «(«-!)  ("-»)  ^(^4.  3^)>-i . . . 
OU  en  divisant  par  x  *  ' 

ce  qui  est  d'ailleurs  connu;  car  le  second  membre  de  cette  équation  n'est  autre 
chose  que 

en  faisant  la  différence  constante  égale  à  /9. 


J 


VI 


Sur  Vintégration  de  la  formule  différentielle  -^th*  j  R  ^  9  étant  des 

y  le 

fonctions  entières. 


i. 

fin  l'oB  différentie  par  rapport  à  x  l'expression 

où  Pf  q  ei  R  soat  des  fonctions  entières  d'une  quantité  variable  x,  on  obtiendra 

j^  _  dp+d(qy/S)  _  dp  -rf(y/Jg) 

p  +  qv^B  p-q^R 

.  __  (y  -  g  •  Jg)  {dp + d{q  Z^)  -  On-  y/ Jt)  {dp  -  d{q  y/R)) 

p*  —  q*R 

c'est-à-dire 

j 8p  .  d{q\/«)  —  Upqy/R 

p*  —  q^R 

Or  %K^  =  .i3r.K^  +  i^.^ 

donc  par  substitution 

j^ pq'dR  +  i{pdq  -  qdp)  .  R 

(p*-q*K)VR 
par  conséquent  en  faisant 

on  aura  3)  dz  =  ^^^; 

OH,  comme  on  voit  aisément,  M  et  N  sont  des  fonctions  entières  de  ;r. 
Or  z  étant  =  log  v^    .^9  on  aura  en  intégrant 


u 
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Il  suit  de  là  que  dans  la  différentielle  -^^  on  peut  trouver  une    infinité 

de  formes  différentes  pour  la  fonction  rationnelle  ç  q[ui  rendent  cette  différen- 
tielle intégrable  par  des  logarithmes,  et  même  par  une  expression  de  la  forme 

log  y^^yj) •     La  fonction  ç  contient,  comme  on  voit  par  les  équations  (2) 

outre  R  encore  deux  fonctions  indéterminées  p  et  q  et  c'  est  par  ces  fonctions 
qu'elle  sera  déterminée. 

On  peut  renverser  la  question  et  demander,  s'il  est  possible  de  supposer 

les  fonctions  ^  et  ^  telles,  que  q  ou  -    prenne  une  forme  déterminée  donnée. 

La  solution  de  ce  problème  conduit  à  une  foule  de  résultats  intérressants,  que 
l'on  doit  considérer  comme  autant  de  propriétés  des  fonctMNMr  4e  k   forme 

/^y—.     Dans  ce  mémoire  je  me  bornerai  au  cas  on-r^  est  une   fonction   en- 
tiare  de  or,  en  essayant  de  résoudre  ce  problème  général: 

"Trouver  toutes  les  différentielles  de  la  forme  -^j—  on  q  et  R  sont  des 

y  II 

"fonctions  entières  de  :r,  dont  les  intégrales  puissent  s'exprimer  par  une 
"fonction  de  la  forme  log  (>  +  g^f) . 

\p  -  g  y  R/ 

* 

2. 

£n  différentiant  l'équation 

on  obtient 

dN  =r:  9pdp  —  iqdqR  —  q^dR^ 
donc  en  multipliant  par  p 

pdNz=  9pHp  —  9pqdq .  R — ptj^  •  dR^ 
c'est-à-dire,  lorsqu'on  remet  à  la  place  de  p^  sa  valeur  iV+  î*^> 

pdN=: ZNdp 4-  Zq^dp  •  R  —  Zpqdq .  R—pq^ .  dRy 
ou 

pdN  =  S,Ndp  —  q  (2(pdq  —  qdp)R  -f  pqdR)^ 
donc,  puisque 

i  (pdq  — qdp)R  +  pqdR  =  Mdx  (2), 
pdN=2Ndp  —  qMdx 

ou  bien  qM=z  %N.  ^  — p  .  jg 


1 
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ixme 

M 

Maintenant  -^^  doit  être  une  fonction  entière  de  x;  donc  en  désignant  cette  fonc- 
tion par  ç  on  aura 

n  snit  de  là  que  p .  -^^-^  doit  être  une  fonction  entière  de  x.    En  faisant 

*      '^     Ndx 

N=  {x  -f-  «)•  {x  -|-  flj^)*i  . .  .{x  +«»)"*• 
on  aura 

OiT  9li  .  |ft|  .  ffta 

+ •  •  •  H" 


2Vî4r  jr+a     "^ij  +  iii  "'"^jr  +  a. 

donc 

doit  de  même  être  une  fonction  entière,  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  à  moins 
que  le  produit  (x  '\^  a)  .  ..{x^  aj)  ne  soit  facteur  de  p.     Il  faut  donc  que 

p=:{x'^a)...(x  +  iQ.pi 
où  j9j  est  une  fonction  entière. 
Or  N=zp^  —  q^R, 

donc 

(^  +  a)~ . . .  (ar  -f  fl«)*-  =^p^{x  +  af  {x  +  a>^...  (ar  +  a»)*  —  q^R . 

Comme  R  n*SL  pas  de  facteur  de  la  forme  {x  -f-  àf  et  comme  on  peut  toujours 
supposer  que  p  et  q  n'ont  pas  de  facteur  commun,  il  est  clair  que 

m  =  tn^  =  •  * .  =  Mtt  =  1 
et  jR  ==  (a:  +  û)  (or  -|-  «i)  • . .  (ar  -|-  a»)  .  /?i 

où  /?ji  est  une  fonction  entière. 

On  a  donc  N=  {x  +  ^)  (^  +  ^i)  •  •  •  (a:  +  «h)  et  JR=  iV.  ft^, 
c'est-à-dire  N  doit  être  facteur  de  JR.     On  a  de  même  p  =  Np^.     En  siri^ti- 
tuant  ces  valeurs  de  R  et  Ae  p  dans  les  équations  (2.)  on  trouvera  les  deux 
équations  suivantes 

La  première  de  ces  équations  détemine  la  forme  des  fonctions  />„  ^^  fft  et  B^, 

5  * 
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et  celles-ci  étant  déterminées,  la  seconde  équation  donnera  ensuite  la  fonction  q. 
On  peut  aussi  trouver  cette  dernière  fonction  par  l'équation  (5). 

Maintenant  tout  dépend  de  T  équation 

7)  p*.N-q-.R,  =  i 

Cette  équation  peut  bien  être  résolue  par  la  méthode  ordinaire  des  coefficiens 
indéterminés,  mais  l'application  de  cette  méthode  serait  ici  extrêmement  pro- 
lixe et  ne  conduirait  guère  à  un  résultat  général.  Je  vais  donc  prendre  une 
autre  route  semblable  à  celle  qu'on  emploie  pour  la  résolution  des  équations 
indéterminées  du  second  degré  à  deux  inconnus.  La  seule  différence  est,  qu'au 
lieu  de  nombres  entiers,  on  aura  à  traiter  des  fonctions  entières.  Comme 
dans  la  suite  nous  aurons  souvent  besoin  de  parler  du  degré  d'une  fonction,  je 
me  servirai  de  la  lettre  â  pour  désigner  ce  degré,  en  sorte  que  dP  signifiera 
le  degré  de  la  fonction  P.  p.  ex. 


ij  (^rî  )  =  _  1,  etc. 
D'ailleurs  il  est  clair  que  les  équations  suivantes  auront  lieu: 


â  (P~)  =:  mdP; 
déplus  â{P  +  P^)  =  âP 

si  âP^  est  moindre  que  âP. 

De  même  je  désignerai,  pour  abréger,  la  partie  entière  d'une  fonction  rationnelle 
u  par  Euj 

ensorte  que     u  =  Eu-\-.  u\ 
où  6u^  est  négatif. 
n  est  clair  que 

E{s+s^):=zE{s)  +  E{s^) 
donc  E{s-\-s^)=zE{s)  lorsque  ds^  est  négatif. 

Relativement  à  ce  signe,  on  aura  le  théorème  suivant: 
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'Xorsqoe  les  trois  fonctions  rationnelles  u^  v  et  z  ont  la  propriété  que 

''on  aora  E{u)=z±-E{v)  si  dz<dv. 

En  effet  on  a  par  la  définition, 

u  =  E{u)  +  «£* 

on  ^'  et  dv^  sont  négatife;   donc  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

{EuY  +  2tt'  jBie  +  te*  =  {Evf  +  tv^  Ev  +  v^  +  z. 

Il  suit  de  là 

(JBtt)»  _  (JSt^)«  =  ^  ^  t?*  -_  M'*  +  £t;'£t7  —  ^'Eu  =  «, 
ou  bien  {Eu  -|-  -fit?)  (i^ti  —  Ev)  =  * . 

On  voit  aisément  que  dt  <^dv\  au  contraire 

if{Eu^Ev)  {Eu — Ev)  est  au  moins  égal  à  iv^  si  {Eu-^Ev)  (Eu^-^Ev) 
n'est  égal  à  zéro.  Il  faut  donc  nécessairement  que  {Eu-^-Ev)  {Eu^-^Ev)  soit 
=  0,  ce  qui  donne  Eu  ==z^Ev     c.  q.  f.  d. 

Il  est  clair  que  l'équation  (7)  ne  saurait  subsister  à  moins  qu'on  n'ait 
â{Np^^  =  d{R^q^),  c'est-à-dire, 

âN  +  2dp^  ==  âR^  +  iâq 
d'où  ^{NR;^  =  é{âq  —  âp,  +  âR^). 

Le  plus  grand  exposant  de  la  fonction  R  doit  donc  être  un  nombre  pair.  Soit 
d^iV"=n  — 1«,   d/?j  =  n-f-»^ 

Cela  posé,  au  lieu  de  l' équation, 

p^^.  N  —  }•  ./?!=:  1 ,  je  vais  proposer 
la  suivante 

8)  p*N—q'R,r=:,V, 

oh  V  est  ane  fonction  entière  dont  le  degré  est  moindre  qne  ^ — —  • 

Cette  équation,  comme  on  voit,  est  plus  générale;  elle  peut  être  résolue 
par  le  même  procédé. 

Soit  t  la  partie  entière  de  la  fonction  fractionnaire  -=^  et  soit  r  le  reste; 
cela  posé  on  aura: 
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9)  R^=zm+v, 

et  il  est  clair  que  t  doit  être  du  2nr*  degré  lorsque  âN^n—tn  et  ^JSi=n  +  »ï. 
En  substituant  cette  expression  de  jB^  dans  Téquatiofu  (8),  on  en  tirera 

Soit  maintenant 

on  peut  toujours  déterminer  t^^  de  manière  que  le  degré  de  f^'  soit  moindre 
que  m. 

Pour  cet  effet  faisons 

'*i'=  ro  +  n^ +y«-i^«^'  . 

cela  posé,  l'équation  (11)  donnera: 

De  cette  équation  on  déduira  en  comparant  les  coefficiens  entre  eux: 

etc. 

y.iM.  =  ««-4  —  2/î^ . /?o  —  2/î^, . /îi  - 


•  •  • 


y2  =  ««  — 2/^a-/?o^/?i* 

Les  m  -)-  1  premières  de  ces  équations  donnent,  comme  il  est;  aisé  de  voir 
dans  tous  les  cas,  les  valeurs  des  ^  -|- 1  quantités  /9»,  p^^y^  •  •  •  ^o»  ^^  ''^^  ^ 
dernières  équations  donnent  les  valeurs  de  Yo^  Ï\>  /<  •  •  •  ïm^x 

L'équation  supposée  (11)  est  donc  toujours  possible. 
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Snbstitiiaiit  dans  Féqaation  (10)  au  liea  de  t  sa  valeur  de  l'équation  (II), 
on  aura: 

de  là  on  tire  (^)««.V  + V+  |^ -h"^- 
En  remarquant  que 

'(v+-5?+w)<«. 

on  aura  par  ce  qui  précède, 

donc  Pi  =  ±  ^i  •  y  +  ft  ^^  */*  <  ^9i 

et  comme  on  peut  prendre  ^^  avec  le  signe  qu'on  voudra. 

En  substituant  cette  expression  au  lieu  de  p^  dans  l'équation  (12),  eUa  M 
changera  en, 

13)  {^^^Zfit^q)N^q^.s=:v, 

où,  pour  abréger,  on  a  fait  Nt^^  -|r  /'=3?^»    • 
De  cette  équatjupA  U  est  facile  de  tirer 

ou,  puisque  f^^iV-f-  s  =  B^  (car  B^  =  fiV4-*',  *=:iVif/4-  ^>  «*  '=*='i^+'',). 

/y tiNy jg|jy «^ 

Soit  maintenant 

où    dr*  <dr 
on  aura: 

Or  on  voit  aisément  que 

'(^-if)<»(t) 

etparsaite  ^  (f  )  =^  ^  ('^'H^)^ 
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donc  en  faisant 


E  (-î±i^)  =>. 


on  aura 

q  =  2|U/î  H-/îj,  où  d^\  <  <J/J. 
En  substituant  cette  expression  de  q  dans  l'équation  (15)  on  âara> 

c'  est-a-dire 

oa  en  faisant  pour  abréger 


14) 

on  obtient 
15) 

Puisque 


K  = 


-  2/M*  =  —  r^ 


1 


.  £;(I±^)  =  2^,  ona 

r  +  *iiV=  2^/i  +  e,  où  *€  <  dj, 
par  suite  la  dernière  des  équations  (14)  donnera 


r — 6. 


De  plus  en  multipliant  l'expression  de  s^^  par  Sy  on  obtiendra^ 

Or  2s/A^t^N=zr^,àwcss^z=:iNs'\-t^*N^'^r^^y  et  r^^+ss^=zN(S'\-t^^N); 

de  même  ^  +  'i*-^=^i> 

donc      16)  r^*  +  ss^  =  iVB^  =  R 

D' après  ce  qui  précède  on  a  JK  =  r  *  +  r' 


donc            r*  —  »*i*  ==  **j  —  »*'»  ou  (r  -j-  »*i)  (»*  - 

-  ï*»)  =  *»i  —  »"• 

Or  ir'  étant  <^,  il  suit  de  cette  équation  que 

. 

.    âiss^-.âir+r,){r- 

»-J 

c*  est-a-dire,  puisque  r  —  r^sTse,  où  âs<âr. 

âs-^âSi  —  âr-\-&e. 

• 

Or                                                    ds>âe 

donc                                              ^*i  <  9r. 

On  a  de  plus, 

donc 


*  =  iW/ 4- <',  où  df<âN  et  dif/<d<„ 
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R  =  N{s  -j-  t^N) ,  par  conséqueiit , 
dR  =  2(5/i  +  2dN, 
et  pnisqae  dR  =  2^r  =  2<îri , 

on  aura  ^f ^ -|- jiV  =  (ïr ^^ . 

On  en  conclnt  ds  <  dr^ 
L'équation /7j^i\r — q^R^r=zv  est  donc  par  ce  procédé  changée  en  celle-ci, 

où    âr  =  itfjR  =  w,  (?/?!  < â(i  et  âs<7iy  âs^<n. 
On  obtient  cette  équation,  comme  on  vient  de  voir,  en  faisant  • 

^j  étant  déterminé  par  l'équation, 

t=zt^*  +  t,%  où  <JV<<^i  et  t=:E  (^), 
et  /t  étant  déterminé  par  l'équation, 

où     r*  +  r'  =  RiN,  s=Nt^> ^R^^Nt 
De  plus 

18)  L^  =  iV^  4-  4a*«i  iV—  4*|tt*, 

n  «^agit  maintenant  de  l'équation  (15). 

5. 

Résolution  de  l'équation: 

où  ôs  <  dr^^,  d*j  <  dr^,  dv  <  (îr^,  d^^  <  d/?. 

Divisant  l'équation, 

19)  *^,S»-2r//î^-*^,»  =  t>, 
par  «j/?^*,  on  obtiendra, 

Pi*  «1  Pi       «1  ~  *iPi«  ' 

donc  (i__f:iy=:(^y  .  j^+_^. 

On  tire  de  là  en  remarquant  que  à  (~  rj |-j  )  <  d  (— ) , 

6 
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"»"«  *(^)=*(^)(1±')> 

OÙ  l'on  doit  prendre  le  signe  -|-,  car  T autre  signe  ferait  E  ^^^  =  0,  donc 

donc  en  faisant  E  (^j  =  fi^y 

<î  =  2/î, .  ittj  H- /9^  où  <ï/î,  <  d/î, 
Sobstituant  cette  valeur  de  /?  dans  F  équation  proposée^  on  aura, 

ou  bien 

20)  *«• /^i*  —  2^,  •/?!. /î,  —  *i  •/?.*  =  — i', 
où                      r,  =  2/ij*j  —  r^ ,  *,  =  *  +  4rj^i  —  4*,/i  *. 

L'équation     E  r-^J  =  /ttj  donne. 

On  obtient  par  là» 

r,  =  rj  — 2ej, 

*«  =  *  +  4*,/*i  , 
donc  il  est  facile  de  voie  que 

L'équation  (19)  a  par  conséquent  la  même  forme  que  l'équation  (20);  on 
peut  donc  appliquer  à  celle-ci  la  même  opération,  c' est-a-dire  en  faisant 

on  aura  *, .  /?,*  —  Zr^^,  —  *,./?,»  =  +  », 

où  r,  =  Z/J^a  —  »•»  =  »•«  —  2fa, 

',  =  *i  4-  4r^a  —  4f^a*  =  *i  +  4f«/^«»  et  <î^^,  <  <y/ï,. 
En  continuant  ce  procédé,  on  obtiendra,  après  n  —  £  transformatioas,  cette 
équation  : 

21)  Sn .  /S»».,  —  2r, .  /î^x .  ^,  —  *«_^ .  1?,*  =  (—  1)-» .  V, 

où        âfiu<àfin-l- 

Les  quantités  f.,  r.,  /?»  sont  déterminées  par  les  équations  suivantes: 


43 


*(^). 


A  ces  équations  on  peut  ajouter  celles*ci: 

Or  les  nombres   d^,  J/î^,  àp^^...  âfi^,  etc. 
formant  une  série  décroissante,  on  doit  nécessairement  après  un  certain  nombre 
de  transformations  trouver  un  /?«  égal  à  zéro.     Soit  donc 

^.  =  0. 
l'équation  (21)  donnera  en  posant  nz=m: 

22)  s^ .  /î*_x  =  (—  i)^^v. 

Voilà  r  équation  générale  de  condition  pour  la  résolubilité  de  Téquation  (19)« 
s^  dépend  des  fonctions  s^  s^,  r^;  et/9«^i  doit  être  pris  de  manière  à  satis- 
faire à  la  condition, 

L'équation  (22)  fait  voir  que  pour  tous  les  s,  s^j  et  r^  on  peut  trouver 
une  infinité  de  valeurs  de  v^  qui  satisfont  à  Téquation  (19). 

En  substituant  dans  l'équation  proposée  au  lieu  de  v  sa  valeur 
( —  1)""* .  s^ .  ^m^iy  on  obtiendra 9 

*,. /S*  —  2r^/î/?, —*./?,•  =  (— l)--^  ^., . /î»«^i , 
équation  toujours  résoluble. 

On  voit  aisément  que  fi  et  fi^  ont  le  facteur  commun  (î,^i.  Donc  si  l'on 
suppose  que  fi  et  fi^  n'ont  pas  de  facteur  commun,  fi^^i  sera  indépendant 
de  a:.     On  peut  donc  faire  fi^^i  =  1 ,  d'où  résulte  cette  équation, 

s^.fi^-  irjfi^  —s.fi^*  =  {^  l)^^s^. 

Les  fonctions  /9,  fi^y  fi^^ . .  .sont  déterminées  par  l'équation, 

en  posant  successivement  9i=  1,  2,  3, . .  .m —  1  et  en  remarquant  que  /$»=0. 
C'est-à-dire: 

6  * 


JI*3K 


Ces  éqaatioBS  donnent: 

1 

Pi 


^''^■"è' 

^•-^2^..+     * 


§ 


2 


© 


p«-a~   '^"^^  /pm-a\  ' 


^m-S 


:2/l».t. 


On  en  tire  par  des  sobstitations  successives: 


^=:2/*    4- 


1  , 

On  aura  donc  les  valeurs  de  fi  et  de  fi^  en  transformant  cette  fraction  con- 
tinue en  firaction  ordinaire. 

6. 

En  substituant  dans  l'équation, 

pour  V  sa  valeur  ( —  l)*"^ .  *»,  on  aura, 

j»,«  .  iV— ^«  . /2^  ==  (— 1)-» .  *«, 

où  q    =2fi.fi  +  fi^, 

donc  ?i  =  «j+l=:*^+     * 


(i)' 


or  X  =  2^-|-A; 

p  P 


45 


par  conséquent. 


q  iT^   2p,   +  J_        1 


1 

+ 


'  L'équation                     Pi*N—  g*  .  jR^  =  » , 
donne  C^V  =  :?*-  ^ î- , 


S(llm-1 


£ 

donc  en  supposant  m  infini: 

11 
î 

donc 


K^='.+  ç.JL     , 


2(i8  +  etc. 

On  trouve  donc  les  valeurs  de'  p^  et  de  q  par  la  transformation  de  la  fonc- 
tion |/^  -^  en  fraction  continue.  *) 

•  7. 

Soit  maintenant  i7  =  a,  et  l'on  aura, 

s^  =  (—  i)^^a. 
Donc  si  l'équation, 

est  résoluble,  il  faut  qu'an  moins  une  des  quantités, 

'  O ,     v«  ,    ^2  9  •   •   •  Jjn     Clt>. 

soit  indépendante  de  or. 

De  l'autre  part,  lorsqu'une  de  ces  quantités  est  indépendante  de  or,  il  est 
toujours  possible  de  trouver  deux  fonctions  entières  p^  eiq  qui  satisfont  à  cette 
équation.  En  effet  lorsque  s^  =  a,  on  aura  les  valeurs  de  /i^  et  de  ç  en  chan- 
geant la  fraction  continue. 


*)  L'équation  ci-dessus  n'exprime  pas  une  égalité  absolue.  Elle  indique  seuletneut 
d'une  manière  abrégée  comment  on  peut  trouver  les  quantités  ^d  (X)  I^i,  pt^  •  .  • 
Si    toutefois    la    fraction   continue  a   une    râleur,    celle-ci    sera  toujours    égale    à 


l^^r 


N' 
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El  — t  4-  JL      1 


Vi  + 


•    .  1 


+ 


en  fraction  ordinaire.  Les  fonctions  s^  s^,  s^  etc.  sont  en  général,  comme  il 
est  aisé  de  voir,  du  degré  {n — 1),  lorsque  NR^  est  du  degré  tn*  L^  équation 
de  condition,  / 

s^  —  0, 

donnera  donc  n  —  1  équations  entre  les  coefficiens  des  fonctions  iV'  et  A^;  il 
n'  y  a  donc  que  n  -|-  1  de  ces  coefficiens  qu'  on  peut  prendre  arbitrairement, 
les  autres  sont  déterminés  par  les  équations  de  condition. 

8. 
De  ce  gui  précède  il  sait  qu'on  trouve  toates  les  valeurs  de  B,^  et  deiVqni 

rendent  la  différentielle      -^  .      intégrable  par  une  expression  de  la  forme 

en  faisant  successivement  les  quantités  s,  s^,  s^...s^  indépendantes  de  x. 
Puisque  p=p^N,  on  a  de  même, 


ou  bien 


ou 


«)  (.-. + ^.  ^^ . 


2[JLm-l 

en  supposant  s^  égal  à  une  constante. 

Les  quantités  R^^  Nj  p^  et  q  étant  déterminées  comme  on  vient  de  voir, 
on  trpuve  ^  par  l'équation  (5).     Cette  équation  donne,  en  mettant  p^N  vxx  lieu 

de  ;>  et  p  au  lieu  de  — r, 

N 


,=  (j,^É^+^N^):,. 


1 

1 
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II  suit  de  là  qoe 

â(f=:âp^'\'  âN —  1  —  ^y  =  <}p  —  âq —  1. 
Or  on  a  vu  qae  âp  —  âq=^ny  donc 

âç=:n  —  1. 
Donc  si  la  fonction  R  ou  R^N  est  du  degré  27i,  la  fonction  q  sera  né- 
cessairement da  degré  n — 1. 

9. 
Noos  avons  vu  pins  hant  qae 

R  =  R^N, 
mais    on  pent  tonjonrs  supposer  que  la  fonction  N  est  constante.     En  effet 
on  a, 

et  par  conséquent, 

c'est-à-dire,  en  faisant  p^^N-^-q^R^  =/>'  et  2p^q=^q', 

H  est  clair  que/i'  et  q^  n'ont  pas  de  facteur  commun;  on  peut  donc  tou- 
jours poser 

N—1. 
Au  lieu  de  l'équation  p\N —  q^R^=i  1,  on  a  donc  celle-ci, 

p^^q^.R=l, 
dont  on  obtient  la  solution  en  faisant  iV^=  1  et  mettant  R  au  lieu  àe  R^. 
Ayant  iV=  1,  on  voit  aisément  que 
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donc 


—  =  r4.—      1 

2ii,  + 


»,  ' 


1 


24) 


^a=^i  — 2*1  ;*•  =  *  + 4^^i5 

fin  ='E  (—  );  ^f»  =  //»«y»  +  «M, 


aura: 


Ayant  déterminé  les  quantités  R,  r,  fi,  jj^,  ..  fj^i  par  ces •  équations  on 
25)  V   /Jï  **  Vp'-î'/J8  /' 

ce  qui  résulte  de  T  équation  (5)  en  y  posant  N=L 

10. 

On  peut  donner  à  F  expression  log  \^/i^^^p^  )  ^^^  forme  plus  simple, 
savoir  la  forme, 


ce  qu'on  peut  démontrer  comme  il  suit: 
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Soit 


i-'.r    i:    '  :  :•">■>    .'     >'>    i 


Bi.  —  /  j L    1 

^''   .  1 


I    ■  I 


+=:—;; 


on  a  par  la  théorie  des  fractions  continues , 

De  ces  équations  on  tire  par  l'élimination  de  fi^^: 

donc  a,, .  fi^,^  —  /?« .  am^t  =  (—  1)*"*  ^  ce  qui  est  connu. 
Les  deux  équations  (a)  et  (b)  donnent  encore; 

Il  suit  de  la 
Or  on  a 

^«««^.i^r- /îv,.«i=  (- 1)— •  *—> 

donc  en  substituant, 

s^  =  s^+  4(—  1)-^  .  jw^,  («^,  .a^N—p^^.  §m^Rù  —  Vm-i  •  ''•-i • 
Or,  d'après  ce  qui  précède,  on  a 

s^  =  *,^  +  ^/'••-i  •  ^»-i  —  4^»«i .  /*„-! , 
donc    ' 

Soit 

on  aura  en  multipliant, 

or  on  vient  de  voir  que 

««  /?«-!  —  «„.i  ./?«  =  (—  !)--%  et  que  ««««-,  A^—  /?« .  /?«-,  «i=  H  1)~  ^-.; 
on  tire  de  là      , 


et  de  b  wième  BMière, 
M  ea  tire  es  dhlMot: 


.    y 


e'est'i-dire  em  «iltipIiaBt  par  ^^, 


En  faisant  gacceMiTement  m  =  1,  2,  S, . . .  m,  on  anra. 


»I 

Tj 

+  VJ( 

%m 

•"l" 

"'l 

-V'R 

^o 

»«  _ 

_^ 

¥y/R 

»1 

*'«" 

*•« 

-Vtt 

•"i 

s« 

i 

r. 

+  y/R 

a^»  " 

r» 
« 

-V» 

•^^.' 

r^WM 

»•.+ 

^R 

•                      m 

r.+v'ir 

d'où  l'on  tire, 

y.           a'.  *  rj  -  y*  *  r,  -  /«  *    r,  -  y«  '    '    *    *  r-  -  •* 

Or  ,                     . 

«-  a-  •A'^+  p.  v^Ri 


et 
dooc 


26)  loe  C^^^+P-^M 


n. 

En  différentiant  l' expression  z  =  log  (  "'  ^^^  ^  ^^^  ^  on  aura  après  les 
réductions  nécessaires:   ' 

,   2(«.  <^.  -  p,  rfg,  )  jyjitx  -  eu  p.  (jgtrfjy-  jyrfjg,) 

Or 


donc  en  faisant  -       •     •  •     «      •  '        •  ' 


on  aura 


dz 


Pm  dx 


H»   t 


•| 


et 
donc 


/^Pn, 


11 


V'I^Hi 


on  bien 


<£r 


Dans  cette  expression  s^  est  tout  au  plus  du  degré  (n  -^  1)  et  (>»  .est 
nécessairement  du  degré  (n  —  1  -|-  dsj)^  dont  on  peut  se  convaincre  de  la  ma- 
nière suivante. 

En  différentiant  l'équation 

29)  «î..iV-^^»„./2,=(-l)-^*„, 

on  trouvera  la  suivante: 

ou  en  multipliant  par  a^N, 

al,N{2Nda^+a^dN)  —  2cc^fi^d,i^NR^  — fil,a^NdR^=z  (—  l)^Ka^Nds^. 
Mettant  ici  à  la  place  de  cc^^N  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (29)9  qji  aura, 
{-l)^'s^(2Nda^+a^dN)+fi^{2NR^fi^da^+a„fi^R.dN^ 

=  ( — l)*"^«miVi^»>  c'est-à-dire, 
p^(2{a^d{f^—fi^da^)NR^—a^fi^{R^dN—NdR^)) 
=  (—  1)-^  (s^{2Nda^  +  a^dN)  —  a^NdsJ). 

En  vertu  de  l'équation  (27)  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal 
à  fi^{ —  ly^^Çmdx;  donc  on  aura, 

\     ds  dx    /  dx 

Pnisqae  âs^  <  n,  le  second  membre  de  cette  équation  sera  nécessairement 

'    dn  degré  (<r*«  +  âN+  âa^  —  i),  . 

7* 


m 

Or  de  réqnation  (29)  il  soit  qae 

donc  âç^  —  is^  +  ^^t,^^^  —  1; 

or  *iV4.  */îj  =  2», 

donc  dp^  =s  Ar«  +  ^  —  i> 

c'est-à-dire,  ç^  est  nécessairemeDt  du  degré  (âs^  -f*  ^  —  1)* 

D  sait  de  là  que  la  fonction  —  est  du  degré  {n  —  1). 

Faisant  dans  la  formule  (28)  N=zl^  on  aura  t^  =  r,  et  par  conséquent 

«)  /^=-<4^)+">«(-^)+-+-«(^)- 

eù^  suivant  F  équation  (30), 


ou 


L'équation  (28)  donne,  en  faisant  s^:=aj 

et  lorsque  N=i  1 , 

D'après  ce  qui  précède,  cette  formule  a  la  même  généralité  que  la  for- 
mule (32)  et  donne  toutes  les  intégrales  de  la  forme  /^^>  oùç  et  72  sont  des 
fonctions  entières,  qui  sont  exprimables  par  une  fonction  logarithmique  de  la 
forme  log  (^^^^)  : 

12. 
Dans  l'équation  (28)  la  fonction  —  est  donnée  par  l'équation  (30).   Mais 

m 

on  peut  exprimer  cette  fonction  d'une  manière  plus  commode  à  l'aide  des  quan- 
tités f^,  r^,  r,,  etc.  //,  /i^,  //^,..  etc. 


6S 


Ba  effet  Mit 


-=-«(^). 


diiéraittoiit* 


an  en  réduisant, 

™  ^«^ 7^ ^TÏT^ 

Or  nous  avons  vn  pins  liant, 

donc  en  mnltipliant  par  s^^^ 

c'est-à-dire, 

Or  r«  =  2^«^i  /M^i  —  r«^, , 

donc  en  snbstitnant  cette  ^antité, 

d'où  l'on  trouve  par  transposition, 

^  Il  suit  de  cette  équation  que  r^  -|-  #» .  s,^^  a  la  même  valeur  pour  tous 

les  m  et  par  conséquent  que 

or  nous  avons  vu  plus  haut  que,  r^  -j*  ^^i  =  A  ^^  P^f  suite, 
54)  R=zr%,  +  s^.  s^^. 

Substituant  cette  expression  pour  R  dans  l'équation  (33')  on  aura  après 
les  réductions  convenables: 

Idrm  dêm,  Tm,  dSmr-l  Km 


in9 


dz^ 


y/R  «•    '  )/R  ê^i    '   •*  ' 


dâ  r 

mais  puisque  r«  =  2s^^  fji^^  —  r,^i,  le  terme ^  •  —^  se  transforme 

en  _  2;i^j.  .^:±L  +  -^?!:rl  •  ^  •     On  obtiendra  donc, 

V  R  9m^\  y  R 

et  par  T intégration, 


Ô4 

Cette  expression  est,  comme  on  vofit^  une  formnle  de  rédaction  pour  les 
intégrales  de  la  forme  /— •  ^js"*     ^^   ^^'^^  donne  l'iÉlégniie'* /— ^- ^^ 

* 

par  une  antre  intégrale  de  la  même   forme  et  par  nne  intégrale  de  la  forme 
-r--9  OÙ  t  est  nne  fonction  entière. 

Mettant  dans  cette  formule  à  la  place  de  m  snccessivementm — Im  —  â,./. 
3,  2,  1,  on  obtiendra  ntr^l  équations  semblables,  dont  la  somme  produira  la 
formule  suivante  (en  remarquant  que  r^=:2^^ — r^:=t^N  en  vertu  de  T  équa- 
tion r^  +  'i^=  ^1^)' 

On  peut  encore  réduire  l'intégrale   /— •  ->-->•     Pifférentîant  T  expression 

on  aura  après  quelque  réductions, 

Or  on  a 

substituant  donc  cette  valeur  de  R^  dans  l'équation  ci-dessus,  on  trouvera 

donc  en  intégrant 

/A»  T 

— ^  .  —^  se  transformera  par  là  en  celle-ci, 

c'est-à-dire,  en  mettant  à  la  place  des  quantités  2,  2^ ,  2,, . . .  leurs  valeurs, 


6& 

Cette  formule  est  entièrement  la  même  que  la  formule  (28);  elle  donne: 


57)  I^.dx:= =-i 


II 


+  2(iVaf^  +  ]^t^dN  4-  rfri  + . . .  +  rfr*  —  /léfc  —  //^c&j  —  ...  —  fim^ids^i). 
Mais  l'expression  ci-dessus  dispense  du  calcul  des  fonction  a^  et  fim- 

Si  mainteilaiit  Sm  êsC  indépendant  de  or,  F  intégrale   /--i?. 

on  obtient  la  formule  suivante: 


J  '  1  r  «  '  ' 


58) /--^  (^  f  ^|rfi\r+ 2ViS?^ + rf> j  ^ 
Lorsque  dans T expression  (56)  iV"=  1,  on  aura  t^=r  et  par  suite: 

J.^{dr  +  rf»*!  +  «''"i  +  •  •  •  +  «'»*«  —  fids—ft^ds^  — ...  —  |u,»_»<fo^,)   . 


et  lorsqa'  on  fait  «..  =r  a  : 

="'«c^)+'««C;^)+--+'<>«(^^)-:  :  ; 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  cette  formule  a  la  même  généralité  que  (58)^ 
et  donne  par  conséquent  toutes  les  intégrales  de  la  forme  / -Tp-  9  où  t  est 
une  fonction  entière,  qui  peuvent  être  exprimées  par  une  fonction  de  la  forme 


13. 

Nous  avons  va  ci-dessus  que 


K^— <4-J-      1 


«!»•  + 


S|t(  etc. 
donc,  lorsque  N=if 


*|lj  + 


2|i,+ 


En  général  les  quantités  /f,  ^^,  /i^,  /<•*•*  ^^^^  différentes  entre  elles.  Mais 
lorsqu' one  des  quantités  #,  s^j  ê^...s^  est  indépendante  de  Xy  la  fraction  con- 
tinue  devient  périodique.     Cela  on  peut  démontrer  comme  il  suit 

On  a  ^i+i+*«-*iiH-t=^  =  ^  +  *> 

donc,  lorsque  ^„  =  a, 

Or  ir^^^  =  âr,  as  <  *r,  ^*„+j  <  Jr.  Cette  équation  ne  peut  donc  subsister  à 
moins  qu'on  n'ait  en  même  temps. 

Or  puisque  /i„+j  =  E(~^^  , 

on  a  de  même  /im+j  ==  a .  ^\~)  5  n**>s  E  (~j  ==  A*  > 

donc  Pm+i^=^^l^^ 

On  a  de  plus 

donc  ayant  *«  =  «>   ^«+i  =  ^>    iWm+i  =  «i^  > 

on  en  conclut  ^„+,  =z  a(l  +  4/ir  —  V**); 

or  j^  =  1  -}-  4iur  —  4iu*#, 

donc  ^ai.^  =  as^ 

On  a  de  même  r^^^^  =  2iM„+j*„+j  —  r„+^  =  2/m*  —  r, 

et  r^==2fis — r, 

donc  r^+,  =  r^ , 

d'où  Ton  tire 


±<^)=4-*(7r)' 


â7- 


y.'N 


a 


dO0C  fij^ 

En  continiiaiit  ce  procédé  on  voit,  sans  peine  qu'on  aura  en  général:        «i 


40) 


r 


a^.s 


«r» 


Le  signe  -|*  ^oi^  ^^  pi^^  lorsque  n  est  pair  et  le  signe  —  dans  le  cas  con- 
traire. 


"M 


)\ 


Mettant  dans  l'équation 

* 

a  à  la  place  de  #„,  on  aura, 


Il  'sait  de  là 


»•»   *■-! 


t 

a 


Or  ^, 

c'est-è-dire 
On  a  de  plus 
c'est-à-dire,  puisque 


■ 

i 


^(;j^),  donCA*.  =  -^,£(r)j 


^.= r. 

a 


Or 


r  +  r^i 


a 

Zs/i  y    donc 
2« 


(^m-l  — «m)-. 


On  a 


^î- 1  +  *mrl  •  *■!-«  ==^  ^î  +  ^r > 


c'est-à-dire,  puisque  J^i  =  — , 
Or  nous  avons  vu  que 


ri)  =  — (otfi — s^t). 


(Mm-^— «^) 


donc  en  substituant. 


aSj^  —  *, 


•  !  I  >  I 


1       I 


iii 


.! 


Cette  éqpiation  donne,  en  remarquant  qae  â  (r,^j  -f-  ''i)  >  ^  i'i**i  —  '■-■)> 

8 


l 


fis 


M«.i  =  aiê^  s. 


et  par  consécpient  r„.i  =  r 


as^s 


il  '• 


!• 


Par  un  procède  semblable  00  trouvera  aisément, 


V'i 


et  en  général: 

•  ;  ' .     '     ■      •       *  I .      •  • 

42)     {'•-- 


14. 


A)     Soit  m  nn  nombre  pair  =  2k, 
Dans  ce  cas  on  voit  aisément,  en  verto  des  équations  (41)  et  (42),  qae 
les  quantités  r,  r^,  r^  r^...s,  s^,  g,.  ..fty  fi^j  /'*•••  forment  les  sâies  soi- 
vantes  : 
0  12  ...U'i  U-i  U  ik+i  U+i . . . 4k-i  4k Ak+i  4ib+2 4A-)-S 4^+4 


r  r^r^...    r. 

^i 

r 

r 

Ti 

•    •   •      Mm 

»•. 

r 

r 

«•i 

»•. 

etc. 

s  8^  f (  . . .  as 

S 

a 

a 

ê 
a 

«»i 

•   •    •      W_ 

« 

1 

« 

*, 

«s 

etc. 

f*f^iP»"-  ^ 

afi 

r 
a 

afJL 

a 

•••  A*i 

#* 

r 

A* 

^1 

A»! 

êtes. 

B)     Soit  m  un  nombre  impair  =  9Jc — 1* 
Dans  ce  cas  les  équations 

donnent  pour  n  =  Ar^ 

sic\  =  tf^  .  *fc.i  ^  donc  a  =  1. 
Les  quantités  r,  r^,  etc.  ^^  ^^  etc.  ^,  /i^  etc.  foiteent  les  séries  suivantes: 
0     1     2  . . .  k—i   *— 1    A: .     *+l  • . .  2A— 2  9k— 1    2k  2*+l  2*4-2  etc. 
r    r^    r^  ...    Tk^^      r^^i  r^^i      r^.»     ...    Vi 

/^    /^i    A^a  •  •  •    i"*-«      ^*-i  iW*<a      iMir-i      •  •  •    /* 

On  voit  par  là  que,  lorsqu'une  des  quantités  Sy  s^y  ^^  "  *  ^^^  indépendante 
de  Xy  la  fraction  continue  résultant  de  y^By  est  toujours  périodique  et  de  la 
forme  suivante,  lorsque  Sj^issia: 


*    *i    r 


r 

r 

»•» 

^ 

etc. 

1 

f 

'i 

'« 

etc. 

r 

A» 

/*! 

A*» 

etc. 

/.•x) 


i' 


J(i.  + 


•  •  '      .  I  •  » 


*ii,  + 


1 

"P  +  -5 .    1 

a    "*"  Jfl|JL  + 


Lorsqae  m  est  impair,  on  a  de  plus  a  =  1 ,  et  par  suite  : 
VH^r^  ^       1 


lr+  — - 


•    + 


ïr  +  _-     1 

2[i  + 


Sp.1  +  etc. 
Le  réciproque  a  également  lieu  ;  c'e«t4-d{re,  lorsque  la  (hidtlon  contlnne 

résultant  de  V^A  a  la  forme  ci-dessus,  s^  sera  indépendant  de  rr.  En  effet  soit 


'*-=T' 


on  tire  de  l'équatioii  T'a  =  <■•/»■  -f~  '■  > 

r.  =  —  .*«+««. 

Or  r.  =  r._j  — £f,^,  où  de^i<^,  fl  est  clair  qne  r^=^r-^ y ^ on 9y^<,àr. 
On  tire  de  là 

et  par  conséquent  ^„  =  o^  ce  qu'  il  fiiUut  démontrer. 

En  combinant  cela  avec  ce  qui  précède,  on  trouve  la  proposition  suivante  : 
"Lorsqu'il  est  possible  de  trouver  pour  (>  une  fonction  entière  telle,  que 

"la  fraction  continue  résultant  de  YB  sera  périodique,  et  aura  la  forme  suivante  : 


Vit .       , 


2|i.i  + 


^    2|i.i  +  etc. 


et  réciproquement,  lorsque  la  fraction  continue  résultant  4e  y^R  a  cette  fonrf^, 

8* 


«9 


"U  est  toujours  possible  de  trouver  pour  ç  une  fonction  entière  qui  satisfait  \é 
Téquation, 

''La  fonction  y  est  donnée  par  1' ei|^ression  suivante: 


.1       "^ 


«ta. 


'^'^^.*..    1 


2[i.+ 


Dans  cette  proposition  est  contenue  la  solution  complète  di^  proHème  pro- 
posé au  commencement  de  ce  mémoire. 

15. 

Nous  venons  de  voir  que,  lorsque  s  est  indépendant  de  <r,  on  aura  toujours 
^^.tis^^..y.et  lorsque :tf^  est  indépendant  de  Xy  on  aura.j^=  cs^y  où  c  est 
constant .  Le  réciproque  a  également  lieu,  ce  qu'on  peut  d^émontreî;  comme  il 
suit: 

I.     Soit  d'abord  *^  =  *     , 

or  *^=:#^,  doncr^  =  r^^^. 

De  pins  r^  =  /j^.s^-\-e', 

donc  r^_r^  =  ,^(^^_^^^.^^_,^. 

Mais  r.=r.       r.     =r.    +2*.     , 

donc  en  substituant^ 

Cette  équation  donne,  en  remarquant  que  âe^<câs^;  ^^i^<^^i^9 
Or  r^^=r^  —  &^,  donc,  en  vertu  de  la  dernière  équation, 

et  paisqae  r^_j  =  r     —  ^k--,  <"*  en  conclut, 


a«a:  ...  • '•^,+*».*n:i='''^«+'»-«-*»-», 
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donc  s^^=s     .  .  ^   ,.  ,.. 

En  combinant  cette  équation  avec  cçUes-ci^  ,     ;; 

on  obtiendra,  _    ;1j    .. 

Or  PU  a,  r^^,  =  r^^,  etr^^  =  r,^~2*^,, 

f»  conséquent,        0=tt*,^,  (a*^,  -  ,r,,)  +  «4, +e,,. 

En  continoant  de  cette  manière,  on  voit  aisément  gu'on  aura  en  général: 

En  posant  dans  la  dernière  équatimi  n  =  A:  —  1,  on  trouvera, 

Or  il  est  clair  que  s_^  est  la  même  chose  que  1;  car  on  a  en  général, 

-"  ^^^^  ^m  T~  *•»  •  ^«-1  ^ 

donc  en  faisant  m=zO^ 

maîsiB=r  r*-4-^>  ^^^^  *-i=l,  et  par  conséquent, 

n.     Soit  en  second  lieu  s^  z=ics^  ^. 
On  a,  r^  =>^ .  s^  +  f^,  et  r^j^  t=  /i^^  .  *,^  +  e^_^ , 

donc,  r^  —  r^^  ==  s^^  (c^^  —  ^^^)  +  e^  _.,^^. 

Or,  r^  _  r^^^  =  _  2e^^ ,  donc , 

Cette  équation  donne. 


^»  =  4- • '*k.i  »  ** 


c 


Vi- 


Donc  des .  équations, 

on  obtient  en  ajoutant. 
On  a  de  plus. 


fit 

I 

et  puisque,  r^^  =  r,.^  et  #,  .-^^^ 

on  en  conclut  *^. ,  =  —  •  ^.^  •- 

En  continuant  de  cette  manière,  on  aura, 

c'est-à-dire,  s^^  est  indépendant  de  x. 

Cette  propriété  des  quantités  Sy  s^y  s^  etc.  fait  voir  que  l'équation  '^j^sstf 
est  identique  avec  l'équation  #jt=  «^«Vi  ^'  ''^^  l'équation  *^^^  2=3  1  est 
identique  avec  l'équation  ^^r=^^^.  U  suit  de  là  que,  lorsqu'on  cherdie  la  fome 
de  R  qui  convient  à  F  équation  s^=:i  a,  on  peut  au  lieu  de  cette  équation  poser 
s^=a^.s^^y  et  lorsqu'on  cherche  la  forme  de  jB  qui  convient  à  l'équation 
^4^_j=  1,  il  suffit  de  faire  *^=*^^,  ce  qui  abrège  beaucoup  le  calcul. 

16. 

En  vertu  des  équations  (41)  et  (42)  on  peut  donner  à  l'expression  (40) 
une  forme  plus  simple. 

a)     Lorsque  m  est  pair  =2A:,  on  a: 


44) 


b)     Lorsque  m  est  impair  =2k  —  1,  on  a  : 


17. 

Pour  appliquer  ce  qui  précède  à  un  exemple,  prenons  l'intégnde 

/[ pds 
y  (x*  +  oJr  >  +  P;r  «  +  Y*  +  5)  ■ 

On  a  ici  gR=4y  donc  les  fonctions  Sy  s^y  s^^y  s^...  sont  du  premier  dègre,  et 

par  suite  l'équation  ^M  =  const  ne  donne  qu'une  seule  équation  de  condition 

entre  les  quantités  a,  /?,  }^,  ^,  f . 

Faisant 

on  aura, 


H       ' 


Pour  abréger  le  calcul,  noas  ferons  c  =  0;  donc  s  =  exy  et  par  conséquent, 

c'  est-à-dire 

De  <  pins 

i*^  =  r  —  Î£  =  a:*-f-<*^4"*  —  2*  =  a:*+^'^'—  *> 

Soit  maintenant  en  premier  lieu 

s^  zrz  constant 
Alors  r  éi[uation , 

't=  — ^H — 7"  +  1» 

dôme  6  =  09 

par  conséquent,  r  =  ;r*  4"  ^^9 

/-^(*_i^*)=i.g(^t^), 

c'est-à-dire,  puisque  p  =  -^ — —9   s=zexy 

Cette  intégrale  se  trouve  aussi  lEacilement  en  multipliant  la  différentielle  en  liaut 
et  en  bas  par  x. 

Soit  en  second  lieu  s^  =  constant 

Dans  ce  cas  la  formi^  (43.)  donne,  k  étant  =  1 , 

Or  l'équation  ^^sconst  donne  ^^==c^,  donc, 

_  ar  H h  1  ==r  cex. 


Se 


<i<  t 


L'équation  de  condition  sera  dotac  .—.4-  î  i±=:0,   c^eBt-à-dire, 

donc  R=z  (x^  -I-  orV^)*— '4à*ar. 

Déplus,^  étant  ==^±5,    r  =a^  -\-ax  +  b,    r^  =  J^+ax  — il'   biï'ailra 

la  formule,  '    *    x     '  . 

Soit  en  troisième  lieu  s^  =  const 
Cette  équation    donne  s=is^^  c' est^-à-dire, 

On  tire  de  là, 

c  =  —  2ô  («2tK(«*+  4é)). 
La  formule  (44)  donne  par  conséquent,  puisque  k 

(5*+ioqFJ  •(a«+4*)).<ir 


/- 


]/ «jr» + a  j  +  é)a  -  Mx  (o  ±  v/ï»*  +  *)) 

Si  par  exemple  a  =  0,  i  =  1,  ou  aura  cette  intégrale  : 

./ V(('»+l)»-4jr)  ^x»+l-^((xa+l)»-4ar)>'"*"      ^  x*-l- ^/((,«+l)t-4*^* 

Soit  en  quatrième  lieu  s^  =  const' 
Cela  donne  *,  =  «.,  c'est-à-dire: 

On  en  tire,  en  comparant  les  coefBciens  et  ensuite  en  éliininant  c, 

{e  +  Aahf=i6h*  —  e{e-\-4ab)y 
c*  +  6a6  .  e  =  8ô"  —  8a«6*, 

c  =  —  3a6  ip  K(86*  +  «'*')  =  —  *  ((Sa  ±  V(tfi  ^  8*)). 
En  vertu  de  cette  expression  la  formule  (43)  donike, 

/»  (ft>-Ha-i^(a«  +  W))rfx  ^         ^x«  +  ax+tVv/JgA 

»^    V(is^+as  +  b)* - »(3a  +•(«»?  +  8J))x)  ^\s*  +  as  +  b  -  \/R  / 

1     I      (^.f!±?f:±MA«\  ,    ,  i^„ r^*  +  ax  +  jg  (g  -  •(a«  '+  Sbj)  +  ^M>^ 
^      «  Vx«  +  gx-*  -  •  JIV ^-ï'"" V,!.  +  a,  +  ja (g -  -/(g«  +  86))  -  ^/«/ ' 


i  Ton  fait  p.  ex.  a: 
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0,  6  =  ^»  on  obtiendra: 


1 

F 


De  cette  manière  on  peut  continuer  et  trouver  un  plus'  grand  nombre 
d'intégrales.     Ainsi  p.  ex.  l'intégrale 


/• (x+|).d:r 


peut  s'exprimer  par  des  logarithmo^. 


Noos  avons  ici  dierché  les  intégrales  de  la  forme /*^^  qai  peuvent  s'ex« 

primer  par  une  fonction  logarithmique  de  la  forme  log  \^ — ^^  J .  On  pour- 
rait rendre  le  problème  encore  plus  général  et  chercher  en  général  toutes  les 
intégrales  de  la  forme  ci-dessus  qui  pourraient  s'exprimer  d'une  manière  quel- 
conque par  des  logarithmes;  mais  on  ne  trouverait  pas  d'intégrales  nouvelles; 
car  te  théorème  suivant  très  remarquable  a  lieu  : 

"Lorsqu'une  intégrale  de  la  forme  J^^^  où  (»  et  A  sont  des  fonc- 

"tiens  entières  de  x^  est  exprimable  par  des  logarithmes,  on  peut  ton- 
"jours  1^ exprimer  de  la  manière  suivante: 

"où  A  est  constant,  eip  et  q  des  fonctions  entières  de  xP  r 

Je  me  réserve  de  démontrer  ce  théorème  dans  une  autre  occassion* 


j'n' 


9 


«  • 


I.  •    .  ^  '       U  \\    .    ♦»  Mi;.      .'•  i    •    ♦ 


t 


vn. 


'•    '••  ■•:'•'••  •  ••.  .   .  :•     .      ,       M 


Recherche  sur   la  série 


l9i  r  on  feft  subir  au  raisonnemeiit  dont  on  se  sert  en  général  où  il  s'4i^t  des 
séries  infinies,  uu  examen  plus  exact  on  trouvera  qu'il  est  en  entier  peu  satis- 
faisant,  et  que  par  conséquent  le  nombre  des  théorèmes,  concernant  les  séries 
fnSËoiëâ,  qut  peuveirt  être  considérés  comme  rigoureusement  fondés,  est  --  très 
limité.  On  appliqiîe  à  r  ordinaire  les  opérations  de  l'analyse  «ux  séries  infi* 
ifléâ  dé  la  même  manière  que  si  les  séries  ét^^ieut  finies,  ce  qui  ne  me  semble 
pas  permis  sans  démonstration  particulière.  Si  par  exemple  on  doit  multiplfer 
deux  sétJeB  infinies  Vun«  par  l'autre»  on  pose 

Cette  équation  est  très  juste  lorsque  les  séries  Wq  "h  ^^i  "h  •  •  •  ^*  ^o  "I"  ^i "t"--- 
sont  finies.  Mais  si  elles  sont  in£nies  il  est  d'abord  nécessaire  qu'elles  con- 
tergent,  car  une  série  divergente  n'a  pas  de  Siomme»  et  ensuite  la  série  du 
second  inenibne  dtiit  de  même  converger.  C'est  seulement  avec  icette  i^estric- 
tion  que  l'expression  ci-dessus  est  juste;  mais,  si  je  ne  me  trompe,  jusqu' à 
présçnt  on  n'  y  a  pas  eu  égard.  C  est  ce  qu'on  se  propose  de  faire  dans  ce 
traité.  Il-y-a  encore  plusieurs  opérations  semblables  à  prouver,  p.  ex.  le  pro- 
cédé ordinaire  de  la  division  d'une  quantité^ par  une  série  infinie,  celui  de  l'élé- 
vation d'une  série  infinie  à  une  puissance,  celui  de  la  détermination  de  son^  lo- 
garithme, de  son  sinus,  de  son  cosinus,  etc. 

Un  autre  procédé  qu'on  trouve  fréquemment  dans  l'analyse,  et  qui  assez 
souvaut  conduit  aux  contradictions,  c'est  qu'on  se  sert  des  séries  divergentes 
pour  l'évaluation  des  valeurs  numériques  des  séries.     Une  série  divergente  ne 
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peut  jamais  être  égale  à  une  quantité  Béterminée;  elle  est  seulement  une  ex- 
pressioii  jbnissant  àe  oertaines  propriété^  qui'  se  rapportent  ans  opératioMS  aux- 
qiieHt^s  la  série  est  mijette.  >     '  •      .> 

Lé&«éries  divergeantes  peuvent  quelquefois  servir  avec  suceès  de  symboles 
pour  exprimer  l'une  on  l'autre  proposition  d'une  manière-  abrégée;  mais  on.  ne 
saurait  jamais  les  mettre  à  la  place  des  quj^ittttés  déterminées.  Par  ua  tel  pro- 
cédé en  peut  démontrer  tout,  ce  qu'oit  ^ent;  l'impossible  aussi  bien  que  le 
possible^  r  ^    '  :    M 

Une  des  séries  les  plus  remfarquables  dans  l'analyse  algébrique  e^tcelle-cic 

Lorsque  m  est  un  nombre  e»tier  positif,  on  sait  que  la  somme  de  cette' sért^ 
qui  dans  ce  cas  est  finie,  peut  s'exprimer  par  (1-|*^)^«  Lorsque  m  in' est  pas 
un  nombre  entier,  la  série  ira  à  l'infini,  et  eUé  sera  convergente*  <ra  divergente^ 
selon  les  diffénrêates  valeui^  qu'on  attribue  à  m  et  à  ^.  Dans  ce  cas  on  pose 
de  même  l'équation 

nuûs  alors  1  égalité  exprime  seulement  que  les  deux  expressions 

1  1  •  2         . 

ont  certaines  propriétés  communes  desquelles,  pour  certaines  valeurs  de  m  et  de 
or,  dépend  l'égalité  des  valeurs  numériques  des  expressions^  .  .On  suppose  que 
r  égalité  numérique  aura  toujours  lieu^  lorsque  la  série  est  Qonvergente  ;  mais 
c'est  ce  qui  jusqu'à  présent  n'est  pas  encore  démontré.  On  n'a  pas  méme^ 
examiné  tous  les  cas  où  la  série  est  convergente.  Lors  même  qu'on  suppose 
l'existence  de  l'équation  ci-dessus,  il  reste  pourtant  à  chercher  hi  vtdèmr  de 
(1  -|-  ar)**,  car  cette  expression  a  en  général  une  infinité  de  valeurs  différentes, 
tandis  que  la  série  1  +  ma? -f- etc.  n'en  a  qu'une  seule.  ' 

Le  but  de  ce  mémoire  est  d'essayer  de  remplir  une 'kioiiae'par' la  réso« 
krtioa  complète  du  problème  suivant:;  •- 
,         ''Trouver  la  somme  de  la  série  • 

4    I     m  I     m(m-l)        •    ,    m(m-l)(m-8)    "_• -r ,  a*^ 

1  +  _  .  :r  +  -{-^ ..  ^*  +     ^^i:^      •  ^  +  ^*c- 

"pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  :^,  et^de  m  pour  les- 

"quelles  la  série  est  convergente." 

9  * 


es 

• .  •    ..  .11. 

'  Nous  allons  d' abord  établir  ^elqnes  théorèmes  nécessaires  sur  tes  séries. 
L'exellent  ouvrage  de  M.  Cauchy  ^^ Cours  d* analyse, de  r éc^le  p4diftecknique^% 
qui  doit  être  lu  par  tout  analyste  qui  aime  la  rigueur  dans  les  rediwclies  ma- 
thématiques, nous  servira  de  guide. 

Dé  finition.    Une  série  quelconque 

%  +  ^1  +  ^t  +  •  •  •  "I"  ^«  ®*^* 
sera  dite  canverffentej  si  pour  des'  valeurs  toujours  croissantes  de  m,  la  somme 

n^-^v^^  ...^Vj^  s'approche  indéfiniment  d'une  certaine  limite.  Cette  limite 
s'appellera  la  somme  de  la  série.  Dans  le  cas  contraire  la  série  sera  dite 
divergente^  et  elle  n'  a  pas  de  somme.  D' après  cette  définition,  pour  qu'une 
série  soit  convergente,  il  est  néccessaire  et  il  snSit  que  pour  des  valeurs  ton* 
jours  croissantes  de  ^  la  somme  v^  -f~  ^n+i  *f*  *  •  •  ~f*  ^m+B  s'a^roche  indé- 
finiment  de  séro,  quelle  que  soit  la  valeur  de  n. . 

Donc,  dans  une  série  convergente  quelconque  le  terme  génà^  v^  s'iqp- 
prochera  indéfiniment  de  zéro"^). 

Théorème  I.     Si  en  désignant  par  ç^^  a  ,  o^...une  série  de  quantités 

-  •  •  * 

positives,  le  quotient  -^^  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m,  s'approche 


indéfiniment  d' une  limite  a,  qui  est  plus  grande  que  1,  la  série 

«0  Po+  ^1  Pi  +  «a  P«  +  •  •  •  +  *m  Çm  +  •  •  • 

OÙ  «mCSt  une  quantité  qui  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m  ne  s'ap- 
proche pas  indéfiniment  de  zéro,  sera  néccessairement  divergente. 

Théorème  II.     Si  dans  une  série  de  quantités  positives  f^o  -h  (^i  4*  (^^  -  *  • 

-f-  Cm  1^  quotient  -^^^  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  m  s'approche 
indéfiniment  d'une  limite,  qui  est  plus  petite  que  1,  la  série 

OÙ  ^09  ^i>  ^t  ^^'  ^^^^  ^^^  quantités,  qui  ne  surpassent  pas  l'unité,  sera  néces^* 
sairement  convergente^^  : 

En  effet  d'après  la  supposition  on  peut  toujours  prendre  m  assez  grand 
pour  que  ?„+!<«(>„,  pm-Hi  <  «Pm+i  j  •  •  •  Pm+n  <PPi*fâ-i-  Il  suit  de  là  que 
Pm+k  <  «*  •  Ça  ^t  P^  suite 


^)  Pour  tbrégér,  on  signifiera  dans  ce  mémoire  par  o  une  quantité  qui  jpéut  être  plut 
petite  que  toute  quantité  donnée. 


donc  a  plus  forte  raison 

Pm         '   '" 

'm  9m  +  *«+i  (^1^-1+  ^tÊtH  Pnt+D  <  T^  ' 

Or  (>|^  iétênt <o* .  ç.  et  «  <  1,  il  est  elair  fM  f,«  et  par  coiuiéqtteat  la 


«M  pM  4"  *«+i  •  ?«+i  +  •  •  •  +  *Bri-ii  Pm+ii 

aura  zéro  pour  limite.     La  série  ci-dessus  est  donc  convergente. 

Théorème  IIL     En*  désignant. par  t^^  t^^  t^^...tj^  une  série  de  quantités 

quelconques^  si  /^n  =  'o  ~f"  ^i  "}*  ^t  "^  *  "  ""^  ^^  *  "  ^^^  toujours  moindre  qu'une 
qumitité  déterminée  â^  on  aura 

»•  =  'o  'o  +  «»  ft  +UU  +  •  •  •  +  V  '■  <  *  •  *o 

où  ^,  9  ,  f.  ...sont  des  qaantités  positives  décroissantes. 
En  effet  on  a 

'• =Po*  *t = /»»  — i».»  U=P%—  Pi  **«• 

donc     r  =  «o/»»  +  e»  (?»  —  Po)  +  «,  (/».  — /»  J  +  • .  •  +  «.(^«  — ?«-i), 
on  bien 

^  =/'o  K  —  O +i^t  («1  — ^)  +  •  •  • +y«-i  (^lo-i  —  O +i'm  V 

Or  les  différences  f^ — f^,  «^  —  e^»---  étant  positives,  la  quantité  r  sera  évi- 
demment moindre  que  de^. 

Définition.  Une  fonction  f(x)  sera  dite  fonction  continue  de  or  entre  les 
limites  x'=a  et  x=zh^  si  pour  une  valeur  quelconque  de  or  intermédiaire  entre 
ces  limites,  la  quantité  f{x — /?),  pour  des  valeurs  toujours  décroissantes  de  /9, 
s'approche  indéfiniment  de  la  limite  f{x). 

Théorème  IV.     Si  la  série 

est  convergente  pour  une  certaine,  valeur  à  de  a,  elle  sera  aui^si  convergente 
pour  toute  valeur  moindre  de  a,  et,  pour  des  vdeurs  toujours  décroissantes 
de  /?,  la  fonction  f{a — §)  s'approche  indéfiniment  de  la  limite  f{a)y  supposé  que 
a  soit  égal  ou  inférieur  k  d. 
Soit  '•  v^ -f- v^a ^.  ..^ «^«-i®*"^  =  v(p^ 

«?„«•  +  «'■+i«*^^+  etc. .  •  •  =  ^t(oi^      i»  , 

4>n  aura  ^{a)  =  (|i)*  .  t?„j«  +  (x)"^^'  ^-+i^»^*  +  «te. 

donc,  d'après  le  théorème  (III),  ^i{cf)<(^y' ^ p ^   p  désignant  la  plus  grande 


rrîiss? 
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des  qpaantttés  vji^^*  ?iii**+  ^m4-i^"^S  '  ^vfi"^  +  ^n+i*"^*  +  ^m+«*"^*  «*«•  On 
pourra  donc  pour  toute  valeur  de  a,  égale  ou  inférieure  à  .dy  prendre .  m  asses 
grand  pour  qu'on  ait 

ip(a)='«). 
Or  >/|[a)ŒÇï(a)4- .!/;(«),    donc /|[«)^— /|[a  — /?)=9(a) — y(a— »f^-f  «. 

De  plus  <;p(a)  étant  une  fonction  entière  de  a,  on  peut  prendre  p  Msest 
petit  poiu*  que 

donc  de  même  /(a)— -/(à— ^)=:©, 

ce  qu'il  fallut  démontrer.       •  . 

Théorème  V.     Soit 

» 

une  série  convergente,  dans  laquelle  v^^  v^^  v^...  sont  des  foliotions  eontidues 
d'une  même  quantité  variable  x  entre  les  limites  ar  =  a  et  âc=zb^  la  série 

où  a<<''9  sera  convergente'  et  fonction  continue  de  x  entre  les  mêmes  limites. 

Il  est  déjà  démontré  que  la  série  f{x)  est  convergente.    Que  la  fonction 
f{x)  est  continue  pourra  se  démontrer  comme  il  suit 

Soit  ^  . 

«'o -f  «'ï"  +  •  •  •  +  »m-i«""*  =  9  (*). 

on  aura 
Or 

donc  en  désignant  par  d(a:)'la  plus  grande  des  quantités  »;*-,  »„«r + »ih-i*"^S 
■»j,d"'+»„+jd*+* +•  «'m+j^***  etc.  on  aura  èb  vertu  du  théorème  (Dtt): 

n  suit  de  là  qu'on  peut  prendre  m  assea  graiid  pour  qu'on  ait  i/;(:r)=:ca,  et 
que  par  conséquent  auâsi 

.f{x)T=^fff{x)^iû, 

\  •  ' 

où  0)  est  moindre  que  toute  quantité  assignable. 

'    •         •  .  ■  • .  •  • 

Orf  a  de  même  . 
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donc  f{x)  —  fix-^P)  =s  ip{x)  — <p(«~  /?)+«. 

Or  par  la  fonbe  de  (f{x)  il  est.  cl^  gu'oa  pent-ptendre  /9  assez  petit  pour 

qa'oD  ait 

d' où  l' on  tire  f{x)  -r-  /(«r — /î)  =  «. 

DtMiela  liniotioii /(Ar)-est  çontiBiie*).)    ... 

: înUbrèMe  YI.    Lors^'on  déjsigne  par  p»,  pi»  ^^  etc.  ç\,  (>\,  pi^  etc.    ' 
\ut  t^alenrs  mmérigaes  deâ  neadires  respectifr  des  ;  deux  séries  ooBvergehtcs 

et  «^0+ «'i +  «'',+  •♦•  =?*» 

fo  +  ?i  +  (»a  +  •  •  • 
(>o+(»'i  + (>»  +  ••• 

«dut  de  même  coBvergeiites» 
la  série,        •  ■ 

To  +  *'i+  **«"!-•••  >  ^ont  le  terme  général  est, 

sera  nne  nouvelle  série  convergente,  ^!  aura  poar  somme, 

(«04-*,  +  ».  H )  K +  ''',+*', -i- ••  •)• 

DémonstraHon. 

En  fiiisant^ 

/»m=«'o+«'i  +•••  +  «'10. 

•        ^'p=r®o+«^i+ •••  +  »'«. 

oa'veit<alséaieÉt<fne     .  •  - 

^o  +  ^+»-,  +  . ••+»•,.=?■,. /»'m  +  (Po»»+Pi«^«m-t+  •  •  •+PÉi-l»'m+i(=rf)L  V 

.  +l''o«'*n  +?'i  »««-!  +  • ..  •  +i»'«-i  «'m+i(=  «*))  f 

*)  Dans  ToaTrage  cité  de  M.  Cauchj  on  trouve  (page  131)  le  théorème  sairant:  "Lors- 
'que  les  différens  termes  de  la  série,  fi^  +  »jl  +  ii^  +  •  •  •  etc.  sont  des  fonctions  d'une 
'même  rariable  s^  continues  par  rapport  à  cette  Tariable  dans,  le  voisinace  d'.une  Ta- 
leur  particulière  pour  laquelle  la  série  est  convergente,  la  somme  s  de  la  série  est 
'aussi,  dans  le  voisinage  de  eette  valeur  partfculière,  fonction  continue  de  x,*^  Mais 
il  me  semble  ^ue  ce  théorème  admet  des  exceptions.    Par  exemple  la  série, 

'  r'  '  *«in'9^'^8ki'tç  +  '^»iii'Sç^...etc:'  ;■  * 

est  discontinue  pour  tq|iite..vatlenr  (2m.+l)s  de  Xj  où  m  est  un  nombre  entier.    11  y  a, 
coitiiiie'in  sait,  plusieurs  séries  de  cftte  espèce.      '  *     .  »   .   ^ 


>*.. 


M, 


»»i 


»»- 


1. 1  •  ■  » 


rnr 


ft 


Soit 


•  •  • 


u 


il  est  clair  ^e  sans  égard  aa  signe  on  anra,  > 

*  <  ^  (Pm  +  (^  Wi  +  •  •  •  +  Ç'»+i) 

Or  les  séries  (>o  +  (>i  +  Ç«  +  •  •  •  >  ®*  Ç'o  +  (^i  4"  p'«  +  •  •  -  **■■*  cbiif^rgcntes, 
les  quanftîtés  ^  et  t'^  pour  des  valeurs  toujours  croissaiites  de  m,  s'iq^oehe- 
ront  indéfiniment  de  la  limite  zéro.  Donc  faisant  dans  l'équation  (a)  ni  liifln% 
on  aura, 

^0  +  ^1  +  ^a  +  ^»  -f  ^t^  =  («^0  +  ^1  +  ^,  +  etc.)  («^0  +  ^1  +  ^t  +  «*<5-) 

Soient  ^q,  ^i9^a9  e^.,  £'o,  ^'^,  ^^  etc.  deux  séries  de  quantités  positiires 
et  négatives,  dont  les  termes  généraux  s' appi:oehent  indéfiniment  de  zéro,  il 
suit  du  théorème  (U)  que  le&  séries, 

*^-|-'i""f"  *a^*+ e*e-5  ®*  ^0  + ''i»  4" ''««*  + ®*^-9  ^  a  signifie  une  quantité 
inférieure  à  l' unité,  doivent  être  convergentes.  11  en  sera  de  même  en  attribuant 
à  chaque  terme  sa  valeur  numérique,  donc  en  vertu  du  théorème,  précédent: 

•  •  •  +  ('m  *'o+  *m-i  i\  +  <m-a  ^'^  +  •  •  •+  *o  *'m)a*  +  etC 

Maintenant  si  l'on  suppose  que  les  trois  séries, 

fo  +  'i  +  *,  +  «te. 
<'o+*\  +  *'a  +  «te. 

to  t'o  +  (^  ''o  +  to  ^\)  +  (^  t'o  +  ^  t\  +  to  t\)  +  etc. 
soient  convergentes,  on  trouvera  en  vertu  du  théorème  (IV),  en  faisant  dans  Y  é- 

quation  (b)  a  converger  vers  T unité: 

^   ('o  +  «i  +  <,  +  ---)(^4-*'i  +  ^  +  ---)  = 
'o«'o  +  (^<'o4  *o^)  +  (^*'o4-*x^4-*o^)4-etc 

m. 

Examinons  maintenant  la  série  proposée. 

En  la  désignant  par  7(191),  et.  faisant  pour  abréger,  1  sm^,  *— =  111^, 

— ^  ^^  =  m_,  et  en  général  — ^-=— ^ — ^ — =- — -  =  ^41»  on  aura: 
l.l  •  °  1.2... u  '^ 


»_• 
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n  s'agit  d'abord  de  troaver  les  valeurs  de  m  et  de  a?  pour  lesquelles  la 
série  est  convergente. 

Les   qaantités  m  et  ;r  pouvant  en  général  aussi  être   imaginaires,    soit 

ou  ay  hy  ky  k  sout  des  quantités  réelles.     Substituant  ces  valeurs  dans  Téqua- 
tion  {i)y  elle  prendra  la  forme 

Btp  et  q  sont  des  séries  dont  les  termes  ont  des  valeurs  réelles. 
On  peut  trouver  ces  séries  de  la  manière  suivante  : 

Soit  (||^-|- J«)*  =  a,    —  =  cos  ç),    —  =z  sin  9) , 

oc  a 

et  l'on  aura 

X  =z  a(cos  (p  +  y —  1 .  sin  ç), 
où  a  et  7  sont  des  quantités  réelles,  et  en  outre  a  est  positive.     Si  Ton  fait 
de  plus 

on  trouvera 

,,  =  [(i^)-  +  (i)-]',  c.,,=  i^,  ^,,  =  ^. 

Si  dans  l'expression 

""'^^   =ty^(cos  r^  +  V—i .  sin  rfih 

on  fait  successivement  /j^  égal  à  1,  2,  3, ...  /i,  on  obtiendra  /*  équations  qui 
étant  multipliées  terme  à  terme  donneront 

^  1.2.3 |i. 

d^.d^.àt  • . .  t>^  (cp»(yi+yi+  •  •  •  +  Yfi)+V'-l .  sin(yj+y.+ . . .  +y^)) 
On  tire  de  là,  en  multipliant  par 

af^  =  a^'Ccosy+K — 1  •  sînç))^  =  «/'(cos^qp+K — 1  •  sin/iç)), 

m^a/*===a'*.*j.*j.*,...d;u(cos(^iç+yj+y,+...+y^)+/— l.sin^^ 
ou  bien  en  faisant  pour  abréger 

m^ . a/*  =  i^ .  c/* (cos  (9^  + 1/" — 1  .sin 6^) . 

Li'expression  (1)  se  change  par  là  en  celle-ci, 

10 
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5P(m)=14-Aj«(co8«j+K— 1  •  sînfli)  +  *X(^8*«  +  K— i  •  «in*J  +   •  • 

on  en  celle-ci, 

(p{m)  =  1  +  X^a .  cos<?j+  A^a* .  cosd^-j-  •  •  •  +  V"'*  •  ^s<ï^+  •  •  ^^^• 

+y — 1  (X^a .  sin  0^  +  A^a* .  sin  d^+  •  •  •  +  A/«a^ .  sin  <?^+'-  •  ®*^-) 
On  a  donc 

qz=z        Ajtt  .  sin  e^  +  A^cr^  •  sin  ô^  +  •  •  •  +  V^^ .  sin  Ô^  +  •  •  • 
Or  je  dis  que  ces  séries  seront  divergentes  ou  convergentes  selon  que  a  est 
supérieur  ou  inférieur  à  l'unité. 

De  l'expression  pour  A^  on  tire  A^i^.i=(ï^ci^j.  A^,  donc 
et 

mais 

'-=[(|?f)'+(i^)7. 

donc  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  /u,   d^  s'approchera  de  la  limite 
i,  et  par  suite  -^ de  la  limite  a. 

Donc  en  vertu  des  théorèmes  (I)  et  (H)  du  paragraphe  précèdent  les 
séries  p  et  q  seront  divergentes  ou  convergentes  suivant  que  a  est  supérieur 
ou  inférieur  à  l'unité.     Il  est  donc  de  même  de  la  série  proposée  (p(m). 

Le  cas  où  a=l,  sera  traité  plus  bas« 

Comme  la  série  (p(m)  est  convergente  pour  toute  valeur  de  a  inférieure  à 
l'unité,  sa  somme  sera  une  certaine  fonction  dent  et  de  or.  On  peut,  comme  il 
suit,  établir  une  propriété  de  cette  fonction  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  la  trouver: 
Qn  a 

ç)(m)=:wi^j-|-^i^+^2^  4"  •  •  *  "t"  ^fi^  +  etc. 

(p(n)  =  »^+  ^1^+  ^a^*  4"  •  '  •  "}•  ^/n^  +  etc. 
où  Hf^  désigne  la  valeur  de  m^  pour  m=n.     On  en  condut  suivant  le  théo- 
rème VI: 


■  j 
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V(m) .  ip{n)  =  t^.  +  {t^t\  4.  t.e^)  +  (V.  +  't**!  +  *.«'o)  +  etc. 

+<'o^A*+^  ^.4-*.^/*-.+ •  •  •  + '/**'o)+ etc. 

M  tf^^simf^j  f^^sr^f^y  supposé  ipiè  la  série  du  second  memkre  soit  cOBver- 


gente.     En  substituant  les  valeurs  de  t^  et  f^  on  aura: 

Or  d'après  une  propriété  connue  de  la  fonction  m^  on  a 

(m*!-  ^)^  désignant  la  valeur  de  m^  lorsqu'on  y  substitue  m-|-  ^  pour  m.    On 

aura  donc  par  substitution: 

ç)(wî)  .  (p(n)  =  (m  4-  w)o  4"  (^  "f"  ^)i  ^  "H  (''*4"^)a  ^*  +  •  • .  +(m+?t)^a:!"+etc. 

Or  d'après  ce  qui  précède,  le  second  membre  de  cette  équation  est  une 
série  convergente  et  précicément  la  même  chose  que  (p(m  -|-  n);  donc 
5)  q>{m)  .  ç)(»)  ==  ç)(m + n). 

Cette  équation  exprime  une  propriété  fondamentale  de  la  fonction  q>(;ni). 
De  cette  propriété  nous  déduirons  une  expression  de  la  fonction  sous  forme 
finie  à  l'aide  des  fonctions  exponentielles,  logarithmiques  et  circulaires. 

Comme  on  a  vu  plus  haut,  la  fonction  (p{m)  est  de  la  forme  /i-}~  9l^ — ^> 
p  et  q  étant  toujours  réels  et  fonctions  des  quantités  Ar,  k',  a  et  (py  et  m=zk 
4-  k'y —  1 ,  a;  =  a  (cos  (p  +  V —  1  •  sîn  ip).     Soit 

p  -{-q Y — 1  =  ^ (eos s 4- Y —  1  •  sin  j), 
et  r  on  trouvera 

(/>*  4"  y*)*=  r ,  -^  =  cos  j,  ^  =  sin  j, 

r  étant  toujours  positif  et  s  une  quantité  réelle.     Soit 

r  =/(A:,  A'),  J  =  V'(A,  *'),  et  Ton  aura, 
5')  p+çK—  l===y(A+A'K— l)=/l*>*0(eos V/(*,A:04-K— Isin^^^ 

On  tire  de  la  en  mettant  successivement  ^  Z'  et  Ar  4*  ^  ^  4"  ^'  ^  1^  place 
de  Ar  et  ^: 

Or  en  vertu  de  F  équation  9)(m)  .  ^(w)  =  ç)(m+w),  on  a^ 

en  faisant  m  =  *  4-  A:*  V —  1,  n  =  /  4-  /'  K—  1.  Donc  en  substituant,  on  obtient, 

10* 
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/(*vK  A^H-^)  [008  iK*+4  A^-K)  +  K- 1 .  8i«  ^*+A  A'-R)] = 

Cette  équation  donne,  lorsqu'on  sépare  les  termes  réels  des  tennes  inM» 
gfnaires: 

/(*4.4A:»+?).co8tK*+/;*'+^)=A*,*').m^).co8(tj»(*,*')-ftft^)), 
f(k-i-lyk>-^) .  sin  v(*-H.*'-K)=A*.*')A^'')  •  sin  (vC*,**)  +V(i;f)). 
En  carrant  et  ajoutant  ces  équations  membre  &  membre  on  aura: 

(f{k+i,  *♦+?))• = (A*,  *o  •  m  P)T* 

et  de  là 

4)  f{k+l .  h+t)  =^*,  *•) .  fil,  t). 

En  Tertn  de  cette  équation  les  précédentes  se  transforment  en  celles-ci  : 

cos  ^(Ar+ 2,  *•+/»)  =  cos  (v»(*,  *•)  +  v(4  i')) 
sin  t/;(*+  lyk'+t)—ain  (v(*.  A»)  + 1^(/;  t)) 
d'où  l'on  tire, 

5)  ^(Ar4-i;A'+f)  =  2m3r  +  ip(Ar,A:')4-ip(^/>), 
m  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Maintenant  il   s'agit  de  trouver  les  fonctions  f{ky  k*)  et  %i>{ky  k*)  des  équations 
(4)  et  (5). 

D' abord  je  dis  qu'  elles  sont  des  fonctions  continues  de  Ar  et  A:*  entre  des 
limites  quelconques  de  ces  variables.  En  effet  d' après  le  théorème  (V)  p  et  q 
sont  évidemment  des  fonctions  continues. 

Or  on  a»  "^ 

A*5*')  =  0i«+?V;  ^OB Ap(k,  k^)  = -f—i  sinv;(Ar,*') 


donc  f{kf  k')  de  même  que  cos  xp{ky  k*)  et  sin  if;(&,  k)  est  une  fonction  continue. 
On  peut  donc  supposer  que  V;(A:,^)  est  aussi  une  fonction  continue.  Nous  allons 
d'abord  examiner  l'équation  (S).  Or  ip(ky  k*)  étant  une  fonction  continue,  il  faut 
que  m  pour  toutes  les  valeurs  de  k,  k^  ly  V  ait  la  même  valeur.  Faisant  donc 
successivement  /  =  0,  ^  =  0,  on  obtient, 

i/;(Ar,  *'  +  /')  =  9mn  +  ip(*,  kf)  +  tf/(0,/'), 
'^{l,  *'  +  ?)==  2»wr  4-  tf;(0,  k)  +  V;(/,  /'). 
En  éliminant  de  ces  équations  et  l' équation  (5)  les  deux  quantités  ^{k,  k) 
et  if{lj  1%  on  trouvera, 

^{k,  **  +  ?)  +  ^{l,  *'  +  /')  =  2mn  +  ip(0,  k)  +  ^(0,  t)  +  V(*  +  «,  *»  +  ?). 
Soit  pour  abréger 


77 

7)  «(*)+«(/)  =  «  +  «(*  +  /) 

FaiUBt  id  saocesoivement  /  =  A;^  2A^  . . .  (>A^  ob  tiira, 

â(ik)  +  9(ik)  ==  «  +  «(S*), 


En  i^MtaBt  ces  équations  on  trouve, 

7')  çe{k)  =  {(f—i)  a  +  Oijfk). 

On  en  tire  en  faisant  A:  =  1 , 

ou-  bien  en  faisant  0(1)  —  a^=zCj 

8)  6{ç)  :=:c.ç-\-a. 

Voilà  donc  la  valeur  de  la  fonction  0(k\  lorsque  A:  est  un  nraibre  entier. 
Mais  la  fonction  Bijt)  aura  la  même  forme  pour  toute  valeur  de  A,  ce  qu'on 
peut  dÀMontrer  aisément  comme  il  suit: 

Si  Ton  pose  dans  Téquation  (7')  A:=:--^,   où  /»  est  un  nombre  entier, 

,.  «.«r.f.,(^)  =  (,_!)  a +«0.).     O,  «  ««.  fc  ré,«tt«  (8) 

Oijji)  =  c^  -}"  a. 
Donc  en  substituant  et  divisant  par  ç  on  trouve, 

»(t)='(-f)+* 

L'équation  (8)  a  donc  lieu  poi^  toute  valeur  positive  et  rationnelle  de ^. 
Soit  /==  —  kj  r  équation  (7)  deviendra, 

e{k)  +  ô(— A)  =  a+  fl(0)* 
n  suit  de  là  en  posant  /r=  0, 

0(0)  =  11,  et  par  conséquent  d(— *)  =  2«  —  6{Jc). 
Or  k  étant  rationnel  et  positif  on  a  d(ifc) =db  -|-  a^  donc, 

fl(— *)=  — ^Ar  +  o. 
L'équation, 

9)  e{k)^=^€k^Qi 


-I^V 
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a  donc  lien  pour  toute  valeur  ratiounelle  de  k  et  par  conséquent,  puisipe  0(k) 
est  une  fonction  continue,  pour  toute  valeur  réelle  de  k* 

Or  e{k)  =  '^{kjk'^f),  et  a=z  2mn  +  y){0,k')^  ^(0,  f);   faisant  éonc 
cz=zO{k'^  1%  on  obtient 

ÏO)         ip(k,  k^+t)=ze(k',  V) .  Ar^-2m;r+ V(0,  fr)+tp(0,  /'). 
On  tire  de  là  en  faisant  A:=0, 

^(0,k'+t)  =  ^mn  + 1/;(0,  A*)  +  ^{0,  f). 

Cette  équation  étant  de  la  même  forme  que  l'équation  (7\  elle  donnera  de  la 
même  manière: 

où  /?'  est  une  quantité  indépendante  de  k. 

Mettant  /'  à  la  place  de  A*,  on  obtient  i/;(0,  ?)  =  - —  ftmn  +  fi*l'. 

Substituant  ces  valeurs  de  ^(0,  k)  et  de  i^(0,  /')  dans  l'équation  (10)  on 
en  tirera 

ip{k,  A'+f)  =  Ô(A*,  /')•*  +  /î'(*'+^)  —  2m7F. 
On  Toit  par  là  qne  6(^,1')  est  une  fonction  de  A'-}-/'.    En  là  désignant  par 
F(k'-{-l%  on  aura 

i/;(*,  *•+ f)  =  F(Ar'+;') .  A  +  fi'{k>+l')  —  2»CT, 
et  par  conséquent  en  faisant  /'  =  0 , 

^(*,  *»)  =  F(i5:')  .  it  +  /?'*♦  —  2mit . 
En  remarquant  que 

^{k,  *•  +  ;•)  =  2»m  +  V)(*,  k»)  +  ip(0,  f), 

l'équation  précédente  donne, 

FifC  +  l')k-\-  p'{k  +  V)  —  2mw  =  2TO7rH-;Fl[A') .  k+^kf  —  îmn-{-  /S'/*— £«ff. 

C'est-à-dire: 

if^*»  -I-  f )  =  /\A0- 
Donc  faisant  it'=0,  on  obtient  /)(?)= i^0)  =  /9=/X^)*     P*''  ^oite  la  valeur 
de  "^{ky  k)  prend  la  forme, 

il)  i;;(*,  A»)  = /î  .* -f /?•*•  — 2i««, 

§  et  ^'  étant  deux  constantes.     Cette  valeur  de  i/;(ib,  k)  satisfera  à  l' équation 
(5)  dans  toute  sa  généralité  comme  il  est  aisé  de  voir. 
Maintenant  nous  allons  examiner  l'équation, 

f{k  +  l,k  +  t)  =  f{k,k).f{kt). 


/ 
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f\ky  k)'  étant  tofijoars  une  quantité  positive,  on  peut  poser  : 

é 

OÙ  F(ky  k')  signifie  une  fonction  réelle  continue  de  k  et  k. 

En  substituant  et  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  trouvera, 

F(k  +  l,k'  +  t)  =  F{k,k')  +  F{l,l% 
Comme  cette  équation  coïncide  avec  l' équation  (5)  en  mettant  F  à  la  place 
de  If;,  et  0  à  la  place  de  m,  elle  donnera  en  vertu  de  T  équation  (11): 

12)  F(k,  k)  =  dk  +  ô^k, 

où  d  et  d'  de  même  que  fi  et  fi^  sont  deux  quantités  indépendantes  de  k  et  de  k'. 
La  fonction  f{ky  k")  prendra  donc  la  formé, 

Les  fonctions  ifr(ir,  k^)  et  f{ky  k")  étant  trouvées  de  cette  manière,  on  aura 
tf  après  l'équation  (3"), 

15)  g>(k+kY^  1)=:<?^^^' ^'  (eo»{fik+fi'k')+V-i  .sin(/?*+/ï'*')), 
où  il  reste  encore  à  trouver  les  quantités  ^,  d",  /?,  /f",  qui  ne  peuvent  être  que 
des  fonctions  de  a  et  de  ç>. 

On  a 

^{k^k'V—i)-^P  +  qV-U 
oh  p  et  q  sont  donnés  par  les  équations  (2).    En  séparant  les  quantités  réelles 

des  imaginaires,  on  aura: 

j  /^  '^  ^'!^'  cos  (/î*-f /T A>=1+ Al  a .  cos  ô,+;.4a^  cos  «.+...  -|-  X^af*.  cos  fl^+etc. 
^{e^^'^'^'}'  BUiifik+fi'k')  =  Aia,sin«i+V*.sin<?^4....+A^a^.sîne^+etc. 
Nous  allons  d' abord  considérer  le  cas  où  m  est  réel,  c'  est-à-dire  où  ^=0. 
Alors  les  expressions  (14)  prennent  la  forme, 

^acos9)+^;M  a«cos29)  +  .^^J:?^^a»cosSç  +  etc^^ 

«*?  smpk  =:    1  „  sin  9)-f  ^^  a*  sin  2<p  +  *(*-y*'^)  «»  gin  89  +  etc.=tf  (a). 

Pour  trouver  â  et  /9,  soit  Ar=:  1,  et  Ton  aura: 

e^'.cos  /î  =  1  -|-  a .  cos  y  ;  e^^.sîn  /î  =  « .  sin  ç). 

Oa  tire  de  là, 

e^=  (1  +  2«  c^s  ç)  +  a»)*, 

COS  p  =    ■■   ■  T — --^  sin  p  =s i r-  y 

(l  +  2acog9  +  a*)*  (1  +  a  cos  9  +  a*)* 


€^}  COS 


tang/î 


asmç 


1  +  a  cos  9 
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Cette  dernière  équation  donne,  en  désignant  par  «  la  pins  petite  de  tontes 
les  valeurs  de  /?  qui  y  satisfait,  et  qui  est  toujours  renfermée  entre  les  limites 


fi  étant  an  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Par  là  les  équations  (IS)  se  changent  en  celles-ci: 

«fk  J'k  «fk 

6{a)=ze^  Hiak{S']^fin)=ze.^BUk  ks.coHkfin'\-e.  eoB ks .  Bbk  k/A7^ . 
De  ces  équations  on  tire, 

cos  k/in  =ze   ^  (f{a)  .  cos  ks  -f-  0{a)  .  sin  kê)j 

«fk 

Bin  kfin:=iê  (0{a).coBks  —  f{a).Bmks). 
Or,  d'après  le  théorème  (IV),  0{a)  et  /{q)  sont  des  fonctions  continues  dé^ 
tt;  il  faut  donc  que  cos  kfin^  et  sin  k/in  conservent  les  mêmes  valeurs  pour 
toute  valeur  de  a.  Il  suffit  donc  pour  les  trouver,  d'attribuer  une  valeur  quel- 
conque à  a.  Soit  a  =  0,  et  Fou  aura,  en  remarquant  qu' alors '^=:l,/^a):s=l, 
fl(a)  =  0,  *  =  0, 

cos  k/in  =  1,  sin  kfjin  =  0. 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  f{a)  et  6(a)  et  se  rappe- 
lant que  c*^=  (1  +  2a  cos  ç)  4-  tt*)* ,  on  obtiendra: 

f{à)  =  (1  -f-  2a  COS  9>  4"  ^*)  •  •  ^^^  *^>  H^d  =  (1  +  2a  cos  q>  +  a*)Tsîn  ks. 
Donc  enfin  les  expressions  (IS)  deviendront: 

l+-:r-  aco89)+  >4-j^  «*  cos  2y  +  \  "^2  ô    ^*  <^<>^  3y  +  etc>=(l  +  2a  cos  y  '^  a*)ï.cosit#, 
±a  sin  9  +  4^ «•  sin2y +^MMa^ 

s  étant  renfermé  entre  les  limites 7  et  -(-  -^  et  satisfaisant  à  l'équation 

tang*—    «"'-^ 


l+a*co89 

Les  expressions  (16)  sont  établies  les  premières  par  M.  Caudhy  dus  l'ouvrage 
cité  plus  haut 

La  quantité  a  est  ici  supposée  moindre  que  l'unité.  On  verra  plus  bas 
que  a  peut  aussi  être  égal  à  l'unité,  lorsqu'on  donne  à  la  quantité  k  une  valeur 
convenable. 
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Dans  ce  qui  .précède  nous  avons  trouvé,  les  quantités  d  et  ^.  Maintenant 
nous  allons  montrer  comment  on  peut  trouver  les  deux  autres  quantités  incon- 
nues d^  et  fi\  Faisant  pour  cet  effet  dans  les  équations  (14)  A  =7=0  etk'=zny 
on  obtiendra: 

e'^"cos(/f it)=l  -j-^i»  cos  e^  +  A^a*  cos(?^  4-  •  •  •  ®t<5- 
«  ."sin  (j^ny=i        Ajtt  sin  d^  +  A^a*  sin  fl^  +  •  •  •  ®tc. 

où  A^=di.(J,.dg...d^,   ''/«=iW9+yi+y« •!"••• +y/«>   d^  ®*  y^»^  ^^'**  déterminés 

par  les  équations 

De  ces  équations  on  déduit  les  suivantes: 

^=— ^ —  =  -^.acosÔ,+  ~^ft*cosô,  +  *'' 


n  n  n 


l-iJÎ5iP:?L  =  AL.a8infl,+  ^a*sin  »,+  ••• 
Or  en  supposant  n  positif  on  a,  Aj^=:d^=9i,  donc  ^=â^.â^...â^y  et  par  suite 


e   .  co»(ft-n)-l  ^  ^  cos  ô,  +  (J.a*  COS  <?,  +  d.c^.a'  COS  Ô,  +  . . . 


*  •  ''"(ft")      =  «  sin  «^  +  d,a«  sin  ô,  +  d,<r,a»  sia  Ô, -f-  . . . 

Ces  séries  sont  convergentes  pour  tonte  valeur  de  n,  zéro  y  compris,  ce  qu'on 
voit  aisément  par  le  théorème  (II).  En  faisant  donc  n  converger  vers  la  limite 
zéro,  et  remarquant  que  les  séries  d'après  le  théorème  (V)  sont  des  fonctions 
continues,  on  obtiendra: 

d'  =  a  COS  Ô'j  +  d'^a*  cos  0\  +  à\d',  a*  cos  Ô',  +  . . . , 
/T  ==  a  sin  ô'j  +  d\u*  sin  «',  +  â\d\  a»  sin  Ô',  -^ . . . , 

où  ô'  et  S'  sont  les  limites  des  quantités  ^'^"'"'KM-l  çt  /?  nlnj^'n)  .  ^^ 
est  la  limite  de  0^  et  d^^  celle  de  au.  Or  d'après  Texpression  de  d^  on 
a  d'^  =  ^~    ;  donc  cos  y^  =  —  1  ;  sin  y^  ==  0  (lorsque  /z  >  1),  donc 

oos («'^)  =  cos (u?)  4-  y,  -py,  4- . . .  +  y^)  =  +  sin  (/«y) .  (— 1>", 
sin  {e'^)  =  sin  Ouç)  +  ri  +  y,  +  . . .  +  y^)  =  —  cos  (^y) .  (— ly, 
où  il  fout  se  rappeler  qu'en  vertu  de  l'équation 

nK— 1  =s=  dj  (cos  ri+V—i  »to  n), 
on  a  cos;'j=0,  sin;'j=l.     Donc  les  valeurs  de  /J'  et  d'  seront  cellesHti: 

11 
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•  •  • 


^=£a  .CO89 — ^a^.cosS^-f-^a'.eosSç)- 
^'  =  —  (a.sinç) — ^a*.8m29)-|--^a'.  gin 89)  — . . . 
De  cette  manière  on  a  troavé  les  quantités  ^  et  i'  par  des  séries  infinies.    On 
peat  aussi  les  exprimer  en  forme  finie.     Car  on  tire  de  l'équation  (IS): 

-~i- —  =:  a .  sin  9)  -f-  •^-~  a  •  sin2ç>  +    ^      1  •      **  •  smSç)  +  • .  • 

Il  suit  de  là  en  faisant  k  converger  vers  zéro  : 

*=  a  cosç)  —  ^a*.  cosSy  -h  ^«'  iMïsSy  —  etc. 
/î=  a  sin  9>  —  ^a*.  sin  2y^  -|-  ^a'  sîn  3ç)  —  etc. 
donc  /î'  =  *,   d'  =  —  /y. 

Donc  les  expressions  (14)  prennent  la  forme 


17)  { 


jgx   (14-^i«cosôj+''i«*^^sôj+...  +  A^a>'cos(î^4--..==i?^^-:^'^'co8(/?* 

(        Vsinfii4.V*sin»,+  ,..  +  A^ai"sine^  +  ...===c^^.^'sin(/î*+d*')= 

où  d  =  1  log  (1  +  2«  cos  tf  +  a*),  /î  =  arc  tang  ( --JLLÎ-2 — ^j ;  or  la  somme  de 

V 1  +  a  C09  ç  ^ 

la  série  proposée  étant=/?  +  yy^ — 1,  on  aura 

1-J-  ^^i    "»(^  — 0^«    I  fy^(m  — 1)... (m  — tt-fl)       ^    , 

_  ^cfk-/jk'  (eos  (/?A  +  aW)  +  K—  1 .  sin  Oî*  +  iJArO), 
où  Ton  a  m-^r.k-i^hiY — 1,  a;=a  (cos  9+K — 1  sin  ç)=a+6]/^ — 1  j  donc 
a===l/^(a*+i*),acosy===ii,asinç===:ô,d===^log(l  +  2a  +  a*+6*)===^log((l  +  a^ 

^=  arc  tang  T-- — J.     Substituant  et  écrivant  m  pour  A:  et  n  pour  k\  l'expres- 
sion ci-dessus  prend  la  forme: 

1+  "'^"^-'^  (g+»^-l)-f-  ('"^•-l)('»W-l-l)  (^^ft^_i)« 

y  (iit+wv/-l)(m+in/-l-1)(m-a+«v/-ï)  (q_j_fr^/_^), _j. 
1         •        2        •        3 
/      _|_  (m-»-«v/-l)(m-H-«i/-l)(m-24-B^-l)...(m-,.+l+w^-l)^^_^^^_^^_j_^^^ 

+ K — 1  •  sin  \m .  arc  tang  (- — j  +  ^  »  log  ((I-kt)* + ô*)  j  J  • 

Cette  expression,  comme  nous  avons  vu,  de  même  que  l'expression  (18)  a  lieu 
pour  toute  valeur  de  a=:|/(a*-}-i*)^  inférieure  à  l'unité. 
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En  faisant  p.  ex.  5=0,  n:=^Oy  on  a  l'expression 

de  laquelle  nous  tirerons  parti  ci-après. 

IV. 
Dans  ce  qui  précède  on  a  trouvé  la  somme  de  la  série  proposée  toutes 
les  fois  que  a=|/(€r^-f*^*)  ^^^  inférieur  à  Tunité.     Il  reste  encore  à  examiner 
le  cas  où  cette  quantité  est  égale  à  1. 

Nous  avons  vu  par  le  théorème  (IV)  que  lorsque  a  s'approdie  indéfini- 
ment  de  l'unité,  la  série 

%  +  ^i^  +  ^«a*  +  •  •  • 
s'approchera  en  même  temps  de  la  limite  ^o'f'^i'l'^s'h**  •  supposé  que  cette 
dernière  série  soit  convergente.     En  faisant  donc  dans  les  expressions  (18) 
a  converger  vers  l'unité,  on  aura 

21V  il  +  *i^^*i+'«^^S*a+---4-^^<^0S&^  +  ...===C^V*'C0S(^,*+d^^^ 

^    (        AiSinei+;,sine;+...+A^sinfl^+...===«^'k-/w^'sin(/î,*+*,A^ 
où  â,  et  fi,  sont  les  limites  des  quantités  d  et  fij  supposé  que  les  séries,  contenues 
dans  ces  équations,  soient  convergentes.      Or  il  est  clair  que  ^log(2-[~2cos9>) 
est  la  limite  de  â,  et  que 

est  celle  de  fi;  on  a  donc 

22)    d,=  ^log(2+2cos  (p)y    fi,  =  arc  tang  (tang  ^(p). 

Il  reste  donc  seulement  à  examiner  les  cas  où  les  séries  sont  convergen- 
tes. Pour  cet  effet  il  faut  distinguer  trois  cas:  lorsque  Ar=: — 1,  ou  compris^ 
entre  — 1  et  —  oo;  lorsque  k  est  compris  entre  0  et  -j-  oo,  et  lorsque  k 
est  compris  entre  0  et  —  1. 

Premier  casj  lorsque  k  est  égal  à  —  1  ou  compris  «entre  —  1  et  —  oo . 

,,  =  [(2r^y+(f)7. 

Faisant  donc  k=  —  1  —  /i,  on  aura  . 

fou  l'on  voit  que  â^  est  toujours  supérieur  h  l'unité. 

Or  on  a  X^:=zâ^.â^.â^...d^f,  donc  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de 

11  * 
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lij  A^  ne  convergera  pas  ven  zéro,  donc  en  vertai  dn  théorème  (I)  les  séries 
(21)  sont  divergentes. 

Deuxième  caSj  Iors<[ae  k  est  positif. 

Supposons  que  c  soit  une  quantité  positive  inférieure  à  k^  on  aura 
(^_-A_l+c)*=Oi— *— l)*4-2c(/*— A— l)+c*, 
donc 

Ot— A— l)»+A'*=(/i— A— l  +  c)*H-A4— c*— 2cO*— A— 1). 

Si  l'on  fait  /^>k-{-  1  —  ï^  +  -*t- 

il  en  snit  qne  k'^ — e* — Zc{fi — k — 1)  est  négatif,  et  par  conséquent 

(fi—k—iy+k'^Ki/x—k—l-lf^cy,   c'est^-dire 

Ou<- ,      ^u<^ • 

^  \f.  ^  }f. 

Si  dans  l'équation  (20)  on  fait  a  =  — ,   m=-^n,   on  aura 

V      '     [JL  /  |t    '       1.2         ji.*  (1.     '       1.2         (1.*  V  «|j.  /    ' 

Donc  en  faisant  7i=l-|-A: — ir,    on  voit  aisément  que 

(i  +  i-V-'^>  i  _  i±i=£. 

11  suit  de  la  que, 

donc  ^e^<(^^y^^o°/«>0- 

En  posant  successivement  ^u  =  0, 1,  2, 3  • . .  ^y  et  faisant  le  produit  des 
résultats,  on  olKiendra: 

^e+i  •  V« •  •  •  V/«* <^  Vpi-ii  +  l/       , 
or       \^j^  =  *i .  dj .  *,  . . .  d^ç,  donc  A^^^  <à^.à^...à^.  i]^    S) 
par  conséquent  lorsqu'  on  fait  ^  =  0,  1,  2 . .  •  //, 

Si  maintenant  dans  l'expression  (20)  on  fait  a  = =,  wi  =  — Ar-f"<^> 

on  aura 

(l L_>f±i+     *-"  ,  +  ^*:!^^*"^t!]  +  etc.  donc  en   se  rappelaat 

V  P+JI.+  1/ —    ~p+ii.+  l  ~  1.2(p+[i.+l)«  ^  *^*^ 

que  k>c\ 
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\p  +  |i.+  l/  "^p  +  ft  +  l* 

n  sait  de  la,  en  divisant  par  (k — c)  {ç -\-  fi -f-  i)^: 

1  -î-f— i î ) 


(p+lt  +  l)»+k-c 

Cela  donne,  en  faisant  ^  =  0, 1,  2  . . .  ^,  et  ajoutant: 
11  1  JLfJ: 1        \       1        1 

Il  suit  de  là  que 


c   -^ 


pour  tonte  valeur  de  /i.  Donc  la  série  1  -f-  ^o  4*  ^i  *h  ^t  ^  •  •  -  ?  ^<^i^^  tous  1^^ 
termes  sont  positifs,  est  convergente,  et  par  conséquent  d'après  le  théorème 
(Ù)  les  séries 

1  -}-  Aj  cos  0^  +  A^  cos  ^a  +  • . .  +  A^  cos  ô^  +  •  •  • 
Aj  sin  6j  +  Aji  sin  ô^  +  •  •  •  "I"  V  sin  0^  +  . . . 
seront  de  même  convergentes. 

Troisième  cas/  lorsque  k  est  égal  à  zéro  on  compris  entre  zéro  et  —  1. 

Dans  ce  cas  les  séries  ci-dessus  seront  convergentes  pour  toute  valeur  de 
ky  pourvu  que  (p  ne  soit  égal  à  {2n  -|-  l)7r. 

Cela  peut  se  démontrer  comme  snit: 
Soit 

m=A:+Ar']/" — l^;rt=cosqp+j/^ — lsinç),etl+iWi:r+»Î2'^*+^s^+...+^^"=/'n 
En  maltipliant  par  1  -|-  ^  on  obtient, 

l+('«i+l)^+K-+-»»iK+K+'«a)**+  •  •  •  +('»n+»«n-i)^+»»..  a:^*=î»«(14-^). 
Or  on  sait  que  wi,+l=(»i+l)i,(»i,-f-î«J=(»«+l)3...(»i„+»i„_i)=(m-f.l)„, 

donc  en  substituant: 

l  +  (m+l),:r  +  (m  +  l),a;«4....  +  (m+l)„;r»=-^„ar"+^+^^ 

Maintenant  si  l'on  fait  n  =  ao,  le  premier  membre  de  cette  équation  sera 

d'après  le  cas  précédent  une  série  convergente.     Eu  la  désignant  par  s^  on  aura, 

^  =  Pii(l  +  ^)  —  »t„(cos(w+l)SP  +K — 1  .sin(n+l)9>)j 
où  n   est  infini.      Or  on  peut  démontrer    comme  dans  le  deuxième   cas  que 

m,  =  0  pour  «  =  oo.     On  a  donc, 

*  =/>  (1  +  a:),  où  p  =  1  -)-  m^  a:  +  ^  ^*  -h  etc.  in  inf. 
Cette  équation  donne,  sinon  x-\-'l=zO: 

ê 

^        1+* 
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La  série  p  esf  donc  alors  convergente,  et  par  conséquent  les  séries  ci-dessus 
le  sont  de  même. 

Si  ar4'l=0,on  al-}-cosç)-f-V^ — l.sin9)=0,  doncsinç)=:0,l-f-cosç)=0, 
c'  est-à-dire  9  =  (2n  -^  l)n-,  n  étant  nn  nombre  entier  positif  ou  négatif.  Donc 
les  séries  en  question  sont  convergentes  pour  toute  valeur  de  k  comprise  entre 
0  et  — 1,  sinon  9  =  (2n+l)7r. 

Lorsque  9  =  (2n4-l)7r,  les  séries  sont  nécessairement  divergentes,  car 
si  alors  elles  étaient  convergentes,  elles  auraient  pour  somme  les  limites  des 
fonctions, 

^kcf-kcf.  (cos  qtà^Jf^VS)  +  Y—\. .  sin  {kâ,  +  k'd))y 

m 

en  y  faisant  a  converger  vers  Y  unité,  et  faisant  fi  =  {2n  -f- 1)  n* 

Or  d=i^  log  (1  +  2a  cos  (p  +  a'),  â^  =  arc.  tang  ^  ^^^"^  j,  donc  pour 

y  =  (2w+l)7r,   *=log(l  —  cf),  di  =  0.      La  fonction  en  question  prendra 
donc  la  forme  (1  — a)»^[cos(A:Mog(l  — a))  4-|/— 1 .  sin  (*'log  (1— a))]. 

Or  k  étant  égal  à  zéro  ou  négatif,  il  est  clair  que  cette  fonction  en  y 
faisant  a  converger  vers  T unité,  n'aura  pas  de  limite  finie  et  déterminée. 
Donc  les  séries  sont  divergentes. 

De  ce  qui  précède  il  suit  donc,  que  les  séries  (21)  ont  lieu  pour  toute 
valeur  de  7,  lorsque  k  est  positif,  et  pour  toute  valeur  de  (p  pour  laquelle  sin  9 
n'est  pas  zéro,  lorsque  k  est  compris  entre  — 1  et  0,  quelle  que  soit  d'ail* 
leurs  la  valeur  de  k\  Dans  tout  autre  cas  les  séries  sont  divergentes*  Dans 
le  cas  que  nous  examinons  la  série  générale  (19),  lorsqu'on  y  fait  6^4"^*=^' 
ou  6  =  |/^(1 — a'),  nrend  la  forme: 

M.  M,  •  A 

+  (>»+« •-!)  jm-UW-l) (m-a+«v/-l)  ,     ,   y .  ,_  j. s,    ,    ^^^ 

=(2+2«)T«~°  """"*     *  +  •  [cos  (m .  arc.tang;|/^i^  +  ^ wlog(2-h2a)) 

+ y—  1  sin  (m .  arc.  tang|/^^ + ^  m  log(2+2«)) ]• 

Voici  un  résumé  des  résultats  précédents: 
I.     Lorsque  la  série, 


32) 
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I      («■>.it^-l)(m:l+iii/-l)...(m-tn-l.«v/-l)    ^„  _j.  ^^  a  ^  i)a  _[_ 

est  convergente^  elle  a  pour  somme, 

+K— l.sîii  («t.arc-tang  (ji^)+|log  ((!+«)•+ 6»))} 

n.  La  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  m  et  91,  lorsque  la  quantité 
|/^(ii>  ^  b^  est  inférieure  à  l'unité.  Si  y(a^  +  b^)  est  égal  à  F  unité  la  série  est 
convergente  pour  toute  valeur  de  m  comprise  entre  — ^.  1  et  -}-  00,  sinon  en  même 
temps  a  =  —  1.  Si  a  =  —  1,  m  doit  être  positif.  Dans  tout  autre  cas  la 
série  proposée  est  divergente. 

Comme  cas  particuliers  on  doit  considérer  les  suivants: 

A.  Lorsque  n  =  0. 
On  a  alors; 

=  ((l+a)*-|-*")  *.  [cos  (m .  arc.  tang .  (j-^))  +V'  1  •  s»»»  (»»  •  arctang  (j^))]- 

Cette  expression  donne,  en  faisant  a:=:a.  cos  <py  6  =  o .  sin  9  et  en  sé- 
parant lés  termes  réels  des  imaginaires: 

ooscp-f  "*,   1  ^  «*.co82a)+etc.s=(l+2acosa)+a*)Tco8(m.are.tang,  *'"'^— )a 

I        -^ . a  8in9)+  "1**"  ^  a*. 8in29)+etc.=(l+2aC08 ç»+a*)T  sin  f»i. arctang  ■*'"^  y 

B.  Lorsque  6  =  0.    . 

Dans  ce  cas  l'expression  générale  prend  la  forme  suivante: 

(1+   <«+»/-lff    ■      (m+»«v/-l)(m-H.«v/-l)    g»    .    ^tf 

26)  <i  1» 

1= (1  -f  a)?  [cos  (»  log  (1 + a)) + Y—  1 .  sin  (n .  log  (1 + o))]. 

C.     Lorsque  n  =  0,  6  =  0. 
Alors  on  fi: 

Cette  expression  a  lieu  pour  toute  valeur  de  m  lorsque  la  valeur  numé- 
rique de  a  est  inférieure  à  l'unité,  de  plus  pour  toute  valeur  de  m  comprise 
entre  —  1  et-j-oo,  lorsque  a=  1,  et  pour  toute  valeur  positive  de  my  lorsque 


(1+-=-. 

2SV 


1 
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a  =  —  l.    Poar  toute  antre  valeur  de  a  et  de  m  le  premier  membre  est  une 
série  divergente. 

Faisant  p.  ex.  a  =:  1,  a  =  —  1,  on  a, 

l-^+-^^-ctc....  =  0. 

La  première  équation  a  lieu  pour  toute  valeur  de  m  com]^8e  entre  — 1 
et-f-oo,  et  la  seconde  pour  toute  valeur  positive  de  m, 

D.     Lorsque  K(a*  +  6«)  =  i  (a  =  cos  y,  6  =  sin  ç). 
Alors  on  a, 

=(2+2a)  ?  c  »^  I  + .  [cos  (m .  arctang  J/  {^  +  f  log(2+ 2o))  > 

+ K—  1 .  sin  (m .  arctang  J/^|^  +  J  log(2+  2«))] . 
Si  Ton  fait  ici  a  =  cos  ç)  on  obtient: 
l-^^^^Vcosy;K-isiny)4-  ("'^-"•-l)^-^»/-!)  (cos2y^■K-l.sin2y)^•... 

29)/==(2_f.2cos9>)y«  °   *  '^'^  [cos()«(^9p.(>;r)4.^1og(2+2coS9)), 

+  V—  1 .  sin  (/»(^  (f  -  (fit)  4-  J  log  (2+2  cos  ç)))] 
en  remarquant  quearc.tangJ/^ilfL=^arc.tangJ/^^-^^=arc.tang(tang^ç.), 

=  ï9' — ("F,  supposé  que  iqp  soit  compris  entre  çn ^  et  Qn-{-—. 

E.    Lorsque  |/'(a"  -f-  6*)  =  1,  a  =  cos  y,  6  =  sin  9),  n  =  0. 
Dans  ce  cas  l'expression  précédente  donne. 

(1+ Y-(cos9)+ï/".l.siny)+-îî^îî^(cos2y+K-l.sin2y)+etc.]depuis  ^<p=çn-  ^ 

|=(2+2coS()p)'?"(cos»»(^9)  —  çn)  +y—  1 . sinm(i  y  —  (»jr))    \}nsqa'k^(p=çn+  — 
ou  en  séparant  la  partie  réelle  de  l'imaginaire: 

1  +— cosç+-i-^cos29+etc.=(2+2cosy)?  cos w(^<p-();r)i depuis ^ç)=()7r-  — 
Y  sin 91 + -|-j^ sin 29+ etc. =(2 +2 cos ç>),"  sinm(^?)-()n:)|jusqu'à^9>=(>;T-i--^. 
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F.    Loreqae  asO,  6=^tang  7. 
Dans  ce  cas  on  obtient  lorsque  tp  est  compris  entre  -}-  -^  et ^  : 

32)   (l+-^?^^^.t«Bgv.K-l  +  ^^î^i^^^ 

(=  cos  ç)-^  e  -«y  (cos  {nup  -^  n  log  cos  9))  *f-  j/^ —  1 .  sin  (1119 — n  log  cos  ç)). 

V- 

On  peut  par  des  transformations  convenables  des  expressions  précédentes 
déduire  encore  plusieurs  autres,  entre  lesquelles  il  se  trouve  de  très  remar- 
quables. Nous  allons  en  expliquer  quelques  unes.  Pour  plus  de  détail  on  peut 
consulter  T  ouvrage  cité  de  M.  Caùchy.  ^    • 


•i 


Sommation  des  séries 

a  .  cos  q>  —  ^  a*  cos  2ç)  +  i  ^*  ^^®  ^V  —  •  •  •> 
a  •  sin  9  —  ^  a*  sin  2(p  +  -^  «•  sin  8ç)  —  . .  • . 
Lorsque  a  est  supérieur  à  T  unité  on  voit  aisément  que  ces  séries  sont 
divergentes.     Si  a  est  inférieur  à  l'unité  nous  avons  vu  plus  baut  qu' elles  sont 
convergentes,  et  leurs  sommes  sont  les  quantités  /?  et  ^  du  §  III,  c'  est-à-dire  en 
mettant  pour  fi  et  â  leurs  valeurs  données  par  les  équations  (18). 

ylog  (l+2a  cos ç) -{-«•)=« cos ç)  —  ^a^cosiq)'\'^a^cos  Sq>  — etc.  * 

^     arc.  tang  (     »»"? — J=a  sin  q>  —  ^  a*  sin29)-f-^tt'  sin  3q>  — etc. 

Pour  avoir  les  sommes  de  ces  séries  lorsque  a  =  -f- 1  ou  —  1,  il  faut 
seulement  (aire  a  converger  vers  cette  limite. 

La  première  expression  donne  de  cette  manière: 

^  log  (2  -)-  2  cosy)  =  cos  g)  —  ^cos  29  +  7  ^^^  ^V  —  ^*^- 
ï  log  (2  —  2COS9)  =  —  cos 9)  —  ^cos29)  —  7  ^®®  ^V  —  ^t^- 
supposé  que  les  secondes  membres  de  ces  équations  soient  des  séries  conver- 
gentes, ce  qui  d' après  le  tbéorème  (II)  a  lieu  pour  toute  valeur  de  9  excepté 
pour  9=  (ifi-^  1)71  dans  la   première   expression,  et  pour  q>=^2iin  dans  la 
seconde,  fi  étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

La  seconde  formule  donne,  en  supposant  9  compris  entre  ^  et  —  n  et  se 
rappelant  qu'on  a  alors 

arc.  tang (y-p^j£^)=  arc.  tang  (tang  ^ip)  =  ^(p: 

12 


34)  |J 
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55)    ^(p=:Bin(p — ^Hinif^^Hintkp — •..(depuis  9  =2=4- «jusqu'à  9)= — «). 
Lorsque  9)  =  77  ou  =  —  n  la  série  se  réduit  à  aDéro,  conune  00  voit  aisé* 
meut     II  suit  de  la^  que  la  fonction: 

sin  9)  —  ^  sin  29  -f-  -^  sin  Sç)  *-*-  etc. 
a  la  propriété  remarquable  pour  les  valeurs  7  =  97  et  9==:  —  n  d' éfere  discon* 
tinue.     En  effet  lorsque  9)  =  ±7r,  la  fonction  se  réduit  à  zéro,  si  au  contraire 
7  =  ib  (^  —  ^)f  ^  étant  positif  et  moindre  que  tt,  la  valeur  de  la  fonction  est 

±(1-T-)- 
L' élqprëssion  (33)  cmitient  comme  cas  particulier  celle-ci: 

56)  arc  tang  a  =  a  —  i^^  +  i*"*  —  •••  ^te. 

expression  qu'  on  trouve  en  faisant  w  =  -^ . 

2 

B. 

Développement  de  cos  nup  et  de  sin  fntp  suivant  les  puissances  de  tang  g>. 
On  peut  déduire  ces  développements  de  Y  expression  (52).  '  En  effet  en  faisant 
91  =  0,  et  séparant  les  parties  réelles  des  imaginaires,  on  obtient  après  avoir 
multiplié  par  (cos  9)™  : 

Sinmy  =  (cosy)"(m(tangy),g^-;^^ 

depuis  (p:=~  jusqu'  k  q)  = ^,  et  ces  équations  ont  lieu  pour  toute  valeur 

de  m  lorsque  tang  g>  est  moindre  que  1.     Si  tang  q)=:±i,  elles  ont  lieu  pour 
tout  m  compris  entre  —  1  et  +  cx>. 
Elles  sont  alors: 

C. 

Développement  de  (cos  a;y  et  (sin^r)^  en  séries  ordonnées  suivant  les  cosi- 
nus et  les  sinus  des  arcs  multiples. 

Depuis  quelque  temps  plusieurs  analystes  se  sont  occupé  du  développe- 


01 

ment  de  {eMxy  et  {^xyt  Mais  jusqu'à  présent,  si  je  ne  me  trompe,  tons  ces 
efforts  n'ont  pas  entièrement  réussis.  On  est  bien  parvenu  à  des  expressions 
justes  sous  certaines  restrictions,  mais  ces  expressions  n'ont  pas  été  rigou- 
reusement fondées.  On  peut  les  déduire  assez  simplement  des  expressions 
démontrées  ci-dessus.  En  effet  si  Ton  ajoute  les  deux  équations  (31)  après 
avoir  multiplié  la  première  par  cosa  et  la  seconde  par  sina  on  obtient: 

cosai.-^cos(a-9)4.  .5^Î5^ 

^depuis ^ç)  =  (w  —  -^jusqu'à ^9)  =  (fn -f-  -|-). 
Or     £4-2cos9>  étant  =  4  (cos  ^9)^  on  oura  en  faisant  9  =  Zx: 

m(mA^  (depuis  ;rr2ç;r-| 

cosa+-^cos(a^2ar)+--J^-s-i^cos(a-4a?)+,..=(2cos^^^  COH {a-mx+imQnV 

^  *•*  (jusqu'àa?=2(^+^ 

idep.â:±2^+^ 


à  xsâçn-k-Y 


cosa+^cos(a-2a:)+^î?pli.cos(a-4ar)+..,=:(-2cosar)?cos(^ 

1  i.x  j. 

Si  Ton  fait  ici  1.  a  =  wtar;  2.  a=r»Lr-|-— -;  3.  a=^niyjX-=iy £-; 

I 

mm  ftm 

4.     a  =  my --,  xzrz^y — ,  on  obtiendra  : 

I.  (2co8ar)*cos2mç^=:cos»w:+-^cos(m-2)ar4-^?^!^  j;=2pyr  —  -J 

2.(2cosar)?  sin2m(wrs:Sinm;r+-^sin(iw-5)a?+^?îl-^  sin  (m^)a:+.../ jusqu'à 07==  2(»9r -(--^ 
3. (28inar)?  cosm(2(>+i)7i=cos mx--^ cos(w-2)ar+-î^^^?lJcos(m-4)j:+..(^ 

4.  (2  sinar)?  sin  m(2ç+^)7r  =  sin  »«:-  — -  sin (m -2)a?+     ^  "  ^  sin  (m-4)^+. .fjusqu'à4?ï=(2(>+l);r 

5.  (-2cos^)?cosi«(2p+l)7f=:cosm;r+—  cos(m-2)ar+ -^^^ cos (m-4);r+..| depuis  afe(2(>+^)7r 

6.  (-2cosar)"  sinm(2('+l)7r=:sin  wia:  +  —  sin(m-2)ar+     ^  "  ^  sin(m-4)dr+.. Musqu'àa:^2ç+|);r 
7. (-.2sînj?)?cosm(2(»+|);r=cos»M?-  —  cos(iii-2)ar+-:l-^cos(m-4)ar-..ldepu^   a:=(2p+l)7i 

8.  (-28înar)'?  sinm(2()+|);r=:  sininar-  —  sin(m-2)ar+     ^  "  ^  sin(m-4)a:-..rjusqu'à:r=:(2^+2)7T 

Ces  formules  ont   lieu  pour  toute   valeur  de   or,   lorsque    m  et  positif 
Lorsque  m  est  compris  entre  — 1  et  0  il  faut  excepter  des  valeurs  de  x: 

12* 
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I)dan8  les  formules  (1),  (2),  (5),  (6),  les  valeurs  xvziçn ^,  etx=:2çn+~^ 

m  Z 

2)  dans  les  fonnnles  (3),  (4),  (7),  (8),  les  valeurs  x=z2QiTy  et  ;v  =  (2(»-f'l)7r. 
Dans  toute  autre  cas  les  séries  en  question  sont  convergentes.  Comme  cas 
particuliers  on  peut  considérer  les  deux  suivants  : 

(cos;i')™=cos  W8a?+  -^  cos(m~2)^-f-  ^|"*^  ^  cos  (m — ^x  +  •  •  • 
0  =  sin  wur-f-  -t"  ^^ (m-2)a?4-  "*;  "  ^   sin  {m—A)x  +  . . . 


Tdapois  i  =  —  -5 


—  jusquaar=- 


D- 


vra 


Sur  quelques  intégrales  définies. 


JLiorsijae  une  intégrale  définie  contient  une  quantité  constante  indéterminée,  on 
peut  souvent  par  la  différentiatiqn  en  déduire  une  équation  différentielle  par 
laquelle  l'intégrale  définie  peut  se  déterminer  en  fonction  de  la  quantité  con- 
stante. Cette  équbtion  différentielle  est  en  général  linéaire;  donc  si  elle  est 
en  même  temps  du  premier  degré,,  elle  peut,  comme  on  sait,  s'intégrer.  Quoi- 
que cela  n'ait  pas  lieu  en  général  lorsque  l'équation  est  du  second  degré  on 
d'un  degré  plus  élevé,  on  peut  pourtant  par  ces  équations  quelquefois  trouver 
plusieurs  relations  intéressantes  entre  les  intégrales  définies.  Montrer  cela 
c'est  ce  qui  sera  l'objet  de  ce  mémoire. 

Soit  — 1^  -f-  p  .  -^  +  y .  y  =  0  une   équation    différentielle    linéaire    du 

second  degré  entre  y  et  a,  p  et  q  étant  deux  fonctions  de  a.  Supposons 
qu'  on  connaisse  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation,  savoir  y  =  y^ 
et  y  =  y,,  et  l'on  aura: 

De  ces  équations  on  tire  en  éliminant  9, 


y^' da^    y^' da^ ik — — —  pyy^'^dH  y^da)- 


Donc  en  intégrant 

e  étant  la  base  des  logarithmes  Népériens. 

Supposons  que  les  deux  fonctions  y^  et  y^  soient  exprimées  en  intégrales 
définies  de  sorte  que  y,  -=1  fvdx^  y^-=z  fudx ^  v  et  u  étant  des  fonctions  de  x 
et  de  a;  cette  relation  entre  y^  et  y^  donne  en  substituant. 
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Cette  éc[aatioii  exprime,  comme  on  voit,  une  relation  entre  les  quatre  intégrales 

Judxy  jvdxy  I  \-j^^y  I  yr^^'      ^  s'agît  maintenant  de  trouver  des 

intégrales  qui  puisseiit  satisfaire  à  une  équation  difiérentieUe  du  second  degré. 
Il-y-a  plusieurs  intégrales  qui  jouissent  de  cette  propriété,  et  que  nous  allons 
considérer  successivement 

L    Soit  v^±±^  et  y=:  /-V-^°F^^, 

le  signe  /     dénotant  qne  l'intégrale  est  prise  depuis  x  =  0  jusqu'à  x^=ii. 

En  différentiant  la  quantité  {x-^ay  .a!'  (1 — dr)^=r  par  rapport  à  jt,  on  obtient 
dr=zdx  (x<^'{l^xyr'(x+ày-'(rx(l—x)'{-a{x'j-a)  (i^x)  —  fi{x+a)x)). 
Or 

yx{l  — x)  4"  a  (^+œ)  (1 — ^)  —  p{x-^a)x 

=- y  («•+«)+(«(/»+>')+(«+i)  («+y))  (^+«)—(«+/?+y)  (*+«)', 

donc  en  intégrant  entre  les  limites  :r=0,  :r=l,  on  obtient 

De  cette  équation  on  tire  en  divisant  par  — 1--  et  substituant  à  la  place  des 
intégrales  leur  valeurs  en  y, 

^>'      5i^        (,~ir  +  ïj^j  •   ^"l a(a+l)       •  y—"- 

Si  Ton  met  à  la  place  de  «,  /î,  y  respectivement  1 — /?,  1 — a,  a-f"/î+y — 1> 
on  aura  la  même  équation,  donc 

sont  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation. 

Or  /»  =  —  J^  —  |±I,  et  par  conséquent  e-/f^C.a<'+r{l-\-ay+y, 

donc  l'équation  (0)  donne 

Pour  déterminer  la  quantité  constante  Csoit  a=co,  et  Ton  trouvera  facilement 
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C=  (a+/î— 1)  f^àx .  x^ii^xyi'J'^dx .  X'»  (1— ar)-% 

c'est-à-dire 

C  =  —  n  (cot  (an)  -f-  cot  (fin)). 
Par  suite  l'équation  (4)  donne 

=  »  (cot  (««)  +  cot  (/îff)) .  a«+y  (1  -f  o>^>'. 
Le  cas  où  ^= — a — /?,  mérite  d'être  remarqué.     Oo  a  alors  comme  on  roit 
aisément: 

/»» djr 1  /»*        <ir 

Or  /•' é^_=:i^^im,7Xm) étant  =  /'V-^^.iir, 


donc 


/•* ^p r(a) .  r(ft)  1 


Soit  p.  ex.  /}  =  1  —  a,  et  l'on  aura 

/'*  «fa r(a)r(l-a)      1 

o  (!-*)•  ««-"(x+o)  ~     r(i)      •   -•-* 


a'-"(l+«)' 


or    7^1)  =  lii:«)./Tl-«)==-Jl-,  donc 


•m  «le        a>-«  (l+a)* 


U.     Soit  v=  /    ^^ En  différentiant  on  obtient 

*/o    (l+*y!(*+ay 

_^__ P"  irfd* 

Lorsqu'on  différentie  la  fonction  x^  {\ -\- xf~^' (x -{- a)~^  r  on  obtient, 


S"  ds 


donc  puisque. 


k^na 


9- 

dr 


06 

0'+i)(i-fl)«-((«4:y)(i-«)~0'4-/î)«)(*+«)+a-«-/î~y)(*+«)'. 


(y+l)«(l-a). 


(i+*y(*+ay+» 


((a+yKl-ff)-(/»+y)«). 


(1+*/  (,s^a>jf^ 


+  (l-«— /î— y)  . 


*-"<«» 


(1 +«>»(«  +  «)»' 

On  tire  de  là  en  intég;rant 

>    da*^\    a  la/       rfo  ~      o(l-o)     ^ 

En  mettant  respectivement  1 — /î,  1 — «,  yV^-V? — 1  à  la  place  de  a, /?,}", 
il  en  résulte  la  même  équation,  donc 

rL_!!!^ et  y.=  /    ■ 

sont  deux  intégrales  particulières  de  cette  équation. 

Or  p  étant  =  .?^         P + ï  .*  ^..  o„u.  ./i^*  <? 


i»+Ahr->' 


si— ^  et  par  suite  e 

1-a        "^ 


on  a  en  vertu  de  l'équation  (0) 


a«+r(i.ayM-y* 


yi 


rffl 


da         ^^'   da  a"^(l-a)^>' 

En  faisant  a=  1,  on  trouve  C=0,  et  par  conséquent 


^  — «     *^a 


y--it^y^- 


da 


0, 


c'  est-à-dire  y^ 
et  on  aura 


^y%y  ^  étBoA  une  constante.    Pour  la  trouver  on  fera  a=  i. 


0   (1  +  4 


dx 


Or 


»^«  (1+ 


f)/»+y 


i^'d;r 


«^0    (l+x 


'^  0    (l+»)^y 

r(i-tt).r(a+PtT-^)  ^* 
r(a+» 

:  imiICr),  donc 

r(p+Tr) 


r(p) .  r(Y) 

par  suite  l' équation  y^  =  Cy,  donne 

jr*d:r        r(l-a).r(a+P+Y-l) 


«^  0  (1+ 


/ 


s^*ds 


sy  (s+ay  r(?)-r(Tf)  ^^  «    (l +*)■-«  (x+af+^y-' 

Si  dans  l'équation  (6.)  on  met  (1  —  or)  à  la  place  de  a  et /Jet  a  à  la  place 
de  a  et  /?,  elle  *  ne  change  pas  de  forme.    . 
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Il  soit  de  là  que 

/'" x-?ds 
0     (1+*)' 


est  de  même  une  intégrale  particulière  de  la  même  équation.     On  a  donc 


E2n  mettant  xa  à  la  place  de  x  dans  l'expression  de  y,,  on  obtient: 


On  trouve  de  même,  en  mettant  (1 — a)x  à  la  place  de  x: 

w,  =  (1  —  ayf^Y^  /*" jr^ 

«^o  (l+^FCl  +  a-a)*)" 


En  substituant  ces  valeurs,  multipliant  par  a<Hr(l  —  a),^)'  et  écrivant  C 


c 

au  lieu  de ,  on  trouve  : 

7 


s-fdx 


'  t/  0  (i+,)y  (i+ax/  *  «/  «     (l+x))'+>(l+(l-fl)*)« 

Pour  trouver  C  soit  a  =  0,  et  on  aura  : 

Si  r  on  fait  p.  ex.  /?  =  1  —  a,  on  aura  en  remarquant  que 

r(i  -  «) .  r(«) = :^ ,  r(y  4- 1)^^^^: 


sin  aTC 
,00  «  -  ^00  «_j 


7.8in(ax)'  J  „     (l+x)y  (l+«w)'-«     '  «/  o    (!+*))'+•  (iV(I-o)jp)" 

'    ^  '  «/  0    (l+xF+'a+e*)'-"      »^  0    (1+*)''  (l+(l-o)*)« 

Lorsque  a  =  y  =  ^  on  a: 

Zjï  =  a  i     — •      / 

J  ^   X^(s(l+s)(l+ax))  J  , 


^   ^{sil+x)(l+as))           J  ^     •(*(l+*)»(l+(l-«)x) 
i    (t  \     /*°°  dx /»~_ dx 

J  0  i/(4i+*)a+(i-«»  Vo  •wi+')*(i+«')) 

15 
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Toutes  ces  intégrales  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctioDS  elUptiqnes. 
En  effet,  soit  x  ==  (tang  9)*,  et  on  aura  après  quelques  transformations  légères 

2  Jo     v^(l-(l-a)8in«ç)    *^o     •(!-«  .8Îii«ç) 


n  n 


~    •  ^  '^  o       •(!  — aBin*9)     '  J  «   v^(l.(l-a)«in«ç)' 

c'est-à-dire,  lorsqu'on  fait  a  =  c*,  ô*=:  1  — c*, 
où,  d'après  la  notation  de  M.  Legendre, 


n  ^  n 


La  formule  ci-dessus  se  trouve  dans  les  exercices  du  calad  intégral 
par  M.  Legendrcj,  Tom  1,  pag  61. 

Dans  la  formule  générale  (7)  les  intégrales  peuvent  s' exprimer  par  d'autres 
dont  les  limites  sont  0  et  1.     Soit  pour  cet  effet  :r  =  >iL    et  on  aura: 

r(l-tt).r(l-p).r(a+p+Y-l)   _  ^      f^  ^(l-sr+fi+r-         /'"rfy(l-y)«t^y-' 
r(Y+l)  '  «^  «   y"  (l-a-a)»)^      *  »^  0      y»  (1  - «,)« 

^'  ';/«    ,«(l-(l-a),)/»        Jo       /(l- 

Nons  avons  vu  pli&  haut  que 

/»» ds r(tt).r(p)  1 

On  peut,  comme  il  sait,  trouver  une  expression  plus  générale  de  laquelle 
celle-ci  est  un  cas  particulier.     En  différentiant  l'intégrale 

__  /'^«to.#^'(i-xy^' 

par  rapport  à  a  on  obtient 
Il  suit  de  là  que 
En  multipliant  cette  équation  par  afi(l-{-a)'',  le  premier  membre  devient 
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une  différentielle  complète,  savoir  égale  à  d(ifefi{{l  -f-  a)^),  on  aura  donc  en 
intégrant: 

Pour  trouver  C^  q[ui  peut  être  une  fonction  de  x^  nous  ferons  a 
On  aura  donc: 

yaP  (1  +  a)«  =  fdx .  x^'  (1  — x)     ,  et  par  conséquent, 


oo. 


.)«+/» 


Si  Ton  fait  a  ==î  -il^L.  et  par  suite  v  =  *'^'"  ,  on    trouvera 


/ 


g. s 
<fa .  o^'  (1  +  c)*^' 


a  +  « 


*-*(i  -  V/,^%  y"'  (1  -yf 


=  ar^  (1  -  ^r^(—rdx .  x'^;  (1—  ;rf  +y^'  ^  .  x"-'  (1  -  :rf  ) . 
En  substituant  cette  valeur,  on  obtient 

C—r  ^^  •  ^""^  (1  —  ^)  =   '^f '^ftf  '  ®*  P^**  conséquent 

r(a  +  p>  ^   ^   Vô      (x+ar+/»  /«^o  (*  +  «)*+^'' 

Si  p.  ex,  a  +  /î=^l,  en  aura 


ic 


sin  (aTc) 


(1 + «)« 


.«- 


tf      /**  «fr .  j°-'  (1  -  s)-"    i  s"         r 

'       t/o  jr  +  o  (1- sf-^  ^  * 


•  Ai.o-«(l  +  a) 


a.i 


jT  +  a 


Si  de  plus  c»  =  X,  on  obtient 


,  =  K(a  +  <^)/;  („.w(.-,.)  + 1^(^-^/:  („..A....)- 


ce  qui  est  jaste,  car 

y*« dx 


V'(x-jr«)        v^(a+o») 
<i8  2 


.arc.tangJ/"(-£±^),  . 

et  arctang  (2)  +  are.  tang  ( — )  =  "*"• 

m.     Soit  y  =p  e*^x^'  (1  —  ar/'  «ir,  où  «  >  0,  /î  >  0. 
En  différentiant  par  rapport  à  a  ob  obtient: 


13 
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da         «/  o 
da*       J  0  ^         ' 

Lorsqa'  on  différentic  la  fonction  r  =  ^  •  or    (1  —  xf  par  rapport  à  a:  on 
obtient: 

dr=iae^x^^  {i-xy  dx — {a'^^-\'€i).e^x^{\.-x)*dx-\-as^^x^^{l-xf~^dx^ 
donc  en  intégrant  depuis  :r  =  0,  jusqu'  à  or  =  1,  et  substituant  pour  les  inté- 
grales leurs  valeur  en  y,  -^  et  — -|-  : 

i/a*     '     V    a     ^^      /      da  ^^    a      ^ 

On  satisfait  aussi  à  cette  équation  en  faisant 

€'  X      (1  —  ar)  •  «te 

a  étant  positif.     Or  on  a  /i  =  -î^i^ — |-  l^donc  e^= .     Donc  récj[uation 

(0)  donne: 

^^      da         ^      da  ^^  ^<^-fi 

Si  dans  l'expression  de  y^  on  met  X'\~l  à  la  place  de  x,  on  trouve 

y^  =  e    1     e*  X     (1  -f-  ^)  •    àxy 
-^  =  —  e^f^e^x^'"  (1  -|-:i;)"  i&r,  ^ 

ou  bien  en  mettant  ici  -^  à  la  place  àe  x\ 

a  '' 

y^:=ze' a    •      I    e-x     (a+ar).   air, 
-^  =  —  6'  a  '    I     e-x    (a  +  a:),  dx. 

Substituant  ces  valeurs  de  y^  -J^  de  même  que  celles  de  y,  -^-,  multi- 
pliant par  e*  a'H-/^,  et  faisant  a  =  0,  on  trouvera  : 

C  =  /     é^  dx  .X  '^^  I    dx  .  :f'^^  (1  — ar)   ', 
c'  est-à-dire 

c=  r(a+/î) .  -f(^  =  r(«)  .r(/î). 

On  aura  donc 

r(«) .  rifi)  —fl  c""  «for .  /-'  iX^xpfy^  dx  .  aA^  (a+  ;r)" 
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^  .  rfa: .  4?    (1  —  x)  '     I     e*  dx  .x      («-|-  ^)  • 
Lorsq[ae  /?  =  1  —  a,  on  a 

t/  0  M-*/  i/  o  jr  +  a        \      '      jr  / 

IV.     Soit 

y^=^l  ""^  •    ^    <toj  ou  a  >  0. 
En  différentiuit  on  aura  « 

aa  t/  0  da^         «/  o 

Or  rf(««r*V)  =  dx .  c*V*";r«-'(a4-  or —  2x% 

donc  en  intégrant  depuis  ;r=0,  jusqu'à  ar=oo,   substituant  les  valeurs  des 

intégrales  en  y,  ^  et  ^-|'  et  divisant  par  —  2  on  aura  : 

Cette  équation  conserve  la  même  fonne  lorsqu'on  remplace  a  par  —  a,  donc 

y=yj=/    ^?-^  a:r«7*  ctr 
est  de  même  une  intégrale  particulière   de  cette  équation,    p  étant  =  —  la, 

on  a  6"-^=  C.e^y  et  par  conséquent, 


a* 


Si,  pour  trouver  la  quantité  constante  C,  on  fait  a==0,  on  trouvera: 

,,=/;,rîV-.'A,=ir(J), 

donc  en  substituant: 
et  par  suite 
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ir(î«).r(|)-.^=y7."^&.xvy7.-"rf,.;^ 


X 

7 


-f- #    e  •    ax.x  ,  #    e  •     ax.x 
Si  Ton  met  aj/^ — 1  à  la  place  de  «r,  on  obtient  la  formule  suivante: 

+ /^ctr . 6"* (sin  aar) •  a:"".'  Jdx.e    (8inaar).:r^ 

Note.  Les  quantitës  constantes  (exposants),  qui  se  trouvent  dans  les  intégrales  de  ce 
mémoire,  doivent  avoir  de  telles  valeurs  que  les  intégrales  ne  deviennent  pas 
infinies.    Gcs  valeurs  sonji  facOes  à  trouver. 


XI 


Sur  les  fonctions  qui  satisfont  à  Inéquation 


L 


éqaation 


est  satisfaite  lorsque 


car  cela  donne 


(px  +  qnfrrzip  {xfy  +yfx), 

• 

fyszz^y  et  yar  =  tp;r  =  log  x\ 


logâr  +  log^  =  Iog^; 
de  même  lorsque 

fy  =  V^(l  —  y*)  et  ç>a:  =  -^or  =  arc  sin  ar, 
ce  qui  donne 

arc  sin  a?  +  arc  sin  y  =  arc  sin  (a?  V^(l  — y*)  +  yY{^  — ^)- 
n  serait  possible  qu'on   pourrait   encore   satisfaire   à  la  même  équation 
d'autres  manières.     C'est  ce  que  nous  allons  examiner. 
Soit  pour. abréger 

l'équation  de  condition  devient 

1)  ç)a?  -f-  ç)y  =  ypr. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  or  et  à  y,  on  aura  en  faisant 
usage  de  la  notation  de  Lagrange: 

q^^x  =  v'r  (A.)  et  ç)'y  =  i/;'r  (-^)  • 
De  ces  équations  on  tire  en  éliminant  la  fonction  tf;'r^ 

Or  l'expression  de  r  donne 
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v'y  -  (fy  +  y  M  =  v'*  •  (/"*  +  ^fy)- 

«Dant  à  la  quantité  variable  y  la  valeur  particulière  séro, 
irce  que  x  et  y  sout  des  quantités  Indépendantes  entre 
ir  abréger, 

la  forme, 

aa  —  (p'x  (fx  -|-  a'x)  =  0, 
rant  y  au  lieu  de  x^ 

oa  —  f'y  (fy -\-  a'y)  =  0. 

«s  donnent, 

aa,          .      ,                aa. 
(p'x  =  — ;—  et  œ'v  =  — —  ; 


f/  fs  +  a 


e  la  fonction  fx  est  déterminée  par  fx.  Il  s*  agit  donc 
fx.  En  substituant  dans  l'équation  (5)  les  expressioDB 
et  (p'^t  et  réduisaut,  on  trouvera: 

=f'^)  (fy  +  y  M =(fy-\-  <^'y)  if'  -f-  ^fy) 

iloppant 

r/»^:  +  a'xyfx—fxfy — a'y  fx  —  xfyfjf — a'xyfy = 0, 

ryfy--a'i/fy)~yiafx—fxfx—a>xfx)=0, 

9)  ~ i^fy-fyfy  —  «'y/'y)-  -^  (a'fx—fxfx-a'xfx)=o. 

Les  quantités  :r  et  y  étant  indépendantes  entre  elles,  cette  équation  ne 
peut  avoir  lieu  à  moins  qu'on  n'ait 

~  Wy  —fyfy—<^'yfy)  =  ~  {a'fx  —  fxfx  —  a'xfx)  =  Const 

y  * 

Soit  donc 

10)  ^{a'fx—fxf'x—a'xf'x)  =  m, 
et  on  aura: 

H)  fx  {fx  +  a'x)  +  {mx  —  a'fx)  =  0. 

Par  cette  équation  la  fonction  fx  est  déterminée.  On  peut  l'intégrer  en  faisant 


105 

car  alors  on  a  px ..Ax^asizàx^ xdz^ 
à*éik  ÏQu  tire  en  Mbstitoanl^ 

(zdx  4-  xdz)  (xz  +  a^x)  +  {mx-^a^xz)dx  =  0, 
ce  qlii  donne  en  divisant  par  ar, 

(zdx  +  xdz)Xz  +  «')  +  {m — a^z)dx  =  0, 

ou     .  (z(z -f- a*)  +  »» — a'z)  ifcr -f- arife  (z+ ^0  =  0^ 

on  bien  (jz^  -f"  ^)  ^  4"  ^^  (^+^0  =  0^ 

on  en  divisant  par    a?  (jz^  -|~  ^)^ 

*  «•  +  »•    * 

donc  en  intégrant. 

Soit  m  =  ^—n\  on  anra 

donc  en  sobstitoant  et  ajoutant  une  constante  c^ 

loge— loga:==Jlog(2*  — »«)+^  log  ^^, 

OU 


%+n  * 


et  de  la 


l.g^  =  I.gf(^-n-)'.(^)=} 


Mais  on  avait  fx-=.xz\  donc  z  =3  -^ ,  et  par  suite  en  substituant, ' 


c   ^  ((A)' - «'*')*      //x -«xW 

OU  bien 

c  =  {fx  —  nx)     ^"  (/ar+nar)      *?  , 
OU  en  élevant  à  la  Sn"*^  puissance, 

12)  e^  ==  {fx—nxf^:  {fx^nxf-'^ 

or  =  0  donne  c  =  a,  à  cause  de  /O  =  «. 
Voila  r  équation  de  laquelle  dépend  la  fonction  fx.     Elle  n'  est  pas  en  gé- 
néral résoluble,  parce  que  n  et  a'  sont  deux  quantités  indéterminées,  qui  peuvent 

14 
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même  être  imaginaires.  L'éqaatioB  (18)  contient  la  forme  la  pins  générale  de 
la  fonction  fx^  et  on  peut  démontrer  qu'elle  satisfiiit  à  Téquatioa  de  eonditton 
donnée  dans  toute  sa  généralité.  En  effet  la  fonction  /Sr  tatia&it  à  Téqnalion 
(11),  et  on  voit  par  la  forme  de  F  équation  (9)  qu'elle  satùafiiit  aussi  à  cette 
équation.  Or  l'équation  (6)  est  l'équation  (9)  sous  une  forme  diff<^ente»  Donc 
la  fonction  fx  satisfait  aussi  à  l'équation  (6).  De  T équation  (6)  on  tire  l'équa- 
tion (3)  en  faisant  92*0:=  7-^^-7-    ^  l' équation  (3)  éome  en  faisant  xfy-\' 

71  jX  T'    '  7*  î 

En  intégrant  cette  équation  différentielle  partielle  par  les  règles  connues 
on  trouvera: 

T=iF{^x+^y)y 
et  de  là  çijr-|-9?y  =  ipr, 

ou  9>^+9y  =  ^(^y+y/*^)> 

ce  qui  est  l'équation  de  condition  donnée. 

Il  reste  encore  à  trouver  la  fonction  t^.     Pour  cet  effet  soit  y  =  0,  on 
aura  en  remarquant  que  fQ=za^ 

•  9)0?  =  1^  {ax)  —  ç)0, 

ou  en   mettant  —  au  lieu  de  Xy 


V^=9^(-^)  +  90. 


On  trouve  donc,  en  résumant,  que  les  formes  les  plus  générales  des  fonc- 
tions, satisfaisant  à  l'équation  de  condition, 

sont  les  suivantes  : 

/ds 

OÙ  fx  dépend  de  l'équation 

a'«  =i{fx  —  wx)»+«'  {fx  +  Tixfr 
Soit  par  exemple 


»=r  a 


f T 


on  aura 


ï» 
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azszfx  —  ^; 
donc  fxzsza'\'  ^; 

et  par  suite  ffx^szaaj =aalog(a-^ar)-|-A9 

ou  iJra:=:2A:4-<wlog(a*+^)* 

L'éfBaticMii  de  conditioii  détient  donc 

*+€ittiog(a+Jf)+A+«alog(cH-y)==2*+€laiog(a»+ar(a4-i^^ 
ce  qni  a  effectivement  Hen»  car  les  deux  membres  de  cette  éqoation  se  rédui- 
sent à 

La  fonction  tpx  est  trouvée  ci-dessus  en  forme  d'une  intégrale.  On  peut  aussi 
trouver  une  forme  finie  pour  cette  fonction  par  des  logarittmies  en  supposant 
la  fonction  fx  connue.     Savoir  soit 

fx-\-nx'=iv     et  fx — nxz=zt^ 
l'équation  (12)  donne 

donc  t^^'  =  a«n .  «;«'-», 

et  de  là  t=z  a'^v^^  ' 

Or  fx=:^v-\-t)     et   Ma?=J(î>— <), 

donc  /à?  =  ij»+a»+«'^«'-^»[' 


2ii       a'-n 


et 

d*oii  l'on  tire  en  différentiant 


0;=  J-î?_J-..a"t«'t;«'+" 
211  tn 


9n       >2ii 


»^  3    1  a' — >I         n+a'   a'+n  t    » 


2n         2ii(a'+n) 

On  trouve  de  même 


2D       a'-tL 


A+«'^=(i+è)^+G-é)«"'^^'^' 


M_         an   X 


oa  bien  /ô; +  «'*  =  („  + a') {i^-^|l|^  «'^V  '^},,, 


donc  «^'      —     /fa     ; 

/j  +  a'j:         (»+a')t» 
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ce  qui  donne  en  intégrant, 


/^    ds 
fs  +  a\ 


l^logw  =  ^; 


OÙ  c  est  une  constante  arbitraire.     En  mettant  donc  peur  v  sa  valeur  fx'\-  ftXy 
on  anra 

13)  ipx  =  ^jq^  ïog  {cnx  +  £/x). 

Dans  les  denx  cas,  a'  =  oo,  et  n  =  €,  la  fonction  fx  prend  one  valeur 
partièttlière.     Pour  la  trouver,  il  faut  recourir  à  F  équation  différentielle  (il). 

Soit  d'abord  »  =  0, 
r équation  (il)  donne,  à  cause  de  m  =  —  n*: 

fxifx  +  tt'ar)  —  a/or  =  Q. 

Soit  fx'=zzxy 

ds   i%{%-^a')  d%  ft'd% 


on  trouvera 
et  en  intégrant 


«a  s  a*    ' 


a'      .__  t._./..._v         a' 


log  lî»  +  log  a?  =  —  log  :r  H ,  ou  log(r'jr2)  =  -— , 

ou^  pmsque  z=zi— 

log  (^/îr)  =  -— - ,  ou  a'ar  =  fx  log  (c/o^. 
Pour  :r  =  0^onaO  =  a  log  c'a,  donc  c'a  =  1  et  c*  =  — , 
donc     14)  a'd:  =  /irlog(^)> 


ou  ,^^(iLy. 

Cette   équation  détermine  donc  la  fonction  fx  dans  le  cas  ou  9»=:0. 
L'équation  (13)  donne  dans  ce  cas: 

<pa:  =  ^log(cA)  =  -^logc«  +  -f-l^(4-)î 
en  vertu  de  (14)  on  a         log  (— )  =  -^r-; 

donc       15)  (fxz=i  -?^  log  ca  +  — - —  - 


De  plus 

16)  V'ar=(pO  +  9)(-^)=?^Iogca  + 


as 


^(t) 


.   J 
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L'éfution  de  condition  déviait  donc: 

i!£L  loir  «t -4- ^?5^  _i_ -^  loff  ca -J- ^51- —  ^"  \ofrff-\-  "(.'-fV+Sf') 

c'est-à-dire  on  aura 

17)  ,f{là±3^)^f^fy. 

Pour  ezamiiier  cette  éqnation  nons  mettrons  an  lien  de  ;r  et  de  y  leurs 
valeurs  de  l'équation  (14)  saroir  î^  log  C^^—)  et  -^  iog  \~~)  ;  ce  qui  dôme  : 


en  faisant  poor  abréger 


19) 


r. 


Il  soit  de  la: 

2  log  a -1^  log -=^  =  log  (f:r  ^y). 

Or  en  verta  de  l'équation  (14)  on  a  log-^  =  ^y 

Ot  JT 

donc  en  substituant 

20)  2log«  +  -^  =  Iog(/âr/y). 

Mais  puisque  fT=z^LJLË^  (18),  on  a  en  vertu  de  (19) — - — =  r, 

donc     -^  =  log  (=^^),  et  par  conséquent:  2loga+Iog(^!^)=Iog  {fx  fy), 

ce  qui  a,  comme  on  voit  aisément^  effectivement  lieu. 
Soit  ensuite  a'  =  cx). 

En  mettant  dans  ce  cas  l'équation  (11)  sous  la  forme: 
il  est  clair  qu'on  doit  avoir  xfx  —  fx-r^Oy  lorsque  m  est  fini*    Il  faut  donc  que 

Ps.dx  ds  /. 

^^— r =  ,  OU  fx^=iCX. 

Si  î»  =  —  pa^ 

on  a  xfx — px  —  fx=:0^ 
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Soit 

A- 

=  07^, 

on  aura 

X  {xdz  -|-  ^^)  — 

•  {p  +  ^^)  rfi  =  O3 

ou 

xdzz 

—  pdx\ 

donc 

z  —  p  log  ex  = 

fs 

=  £ — ,  et  par  suite 

s 
fx:=ipx\0^CX. 

Pour  trouver  ijp^r,  on  substituera  la  valeur  de  la  fonction  fx  dans  T  équa- 
tion (3),  et  l'on  aura  à  cause  de  fx'=:p\o%cx-\'p: 
V'»  {py  '«g  ^  Hh  yp  ïog  ex  +  /ly)  —  fp'x  {px  log  car  -f  079  log  ry  +  /»ar)  =r:  0  ; 
donc  en  divisant  par    p  (log  f^xy  -|-  1) 

yy'y  —  ^y'o?  =  0, 
donc  x(p'x=ik  et  dq>xz=s , 

et  de  là  q)X=zk  log  mx. 

L'équation  de  condition  donnée  deviendra  donc: 

k  log  mx  +  k  log  »ty  =  ip  (xpy  log  cy  +  VP^  '^g  ^'*^)> 
ou  A  log  ni?xy  =  tp  (/i;ry  log  c*;ry), 

ou  en  faisant  pxy  log  6'*;ry  ==  r  et  any  =  t?, 

i^T  ==  k  log  m*ï>. 
Par  le  même  procédé,  qui  a  donné  ci-dessus  les  fonctions  «pii  satisfont  à 

l'équation, 

ipx  +  ffy=z'^(xfy  +  yfx\ 

on  peut  trouver  les  fonctions  inconnues  dans  toute  autre  équation  à  deux  quan- 

* 

tités  variables.  En  eifet,  on  peut  par  des  diiférentiations  successives  par  rap- 
port  aux  deux  quantités  variables  trouver  autant  d' équations  qui  sont  nécessaires, 
pour  éliminer  des  fonctions  quelconques,  de  sorte  qu'  on  parviendra  à  une  équa- 
tion  qui  ne  contient  qu'une  seule  de  ces  fonctions,  et  qui  sera  en  général  une 
équation  différentielle  d'un  certain  ordre.  On  peut  donc  en  général  trouver 
chacune  de  ces  fonctions  par  une  seule  équation.  Il  suit  de  là  qa'une  telle 
équation  n'est  que  très  rarement  possible.  Car,  comme  la  forme  d'une  fonction 
quelconque  contenue  dans  l'équation  de  condition  donnée,  en  vertu  de  1* équa- 
tion même,  doit  être  indépendante  des  formes  des  autres  fonctions,  il  est  évident 
qu'en  général  on  ne  peut  considérer  aucune  de  ces  fonctions  comme  donnée. 
Ainsi  par  exemple  l'équation  ci-dessus  ne  pourrait  plus  être  satisfaite,  si  la 
fonction  fx  eût  eu  une  forme  différente  de  celle  qu'on  vient  de  trouver. 


ï  • 


.  '        I» 


X. 


•;   .  ■) 


Note  sur  le  mémoire  No.  4  du  second  tome  du  joutnal  de  M.  CreUcy  ayant 
pour  titre  ^'remarques  sur  les  séries  infinies  et  leur  convergence/^ 
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\9n  trouve  pag.  34  dans  ce  mémoire  le  théorème  suivant  pour  reconnaître  si 

une  série  est  convergente  ou  divergente: 

Si  l'on  trouve  que  dans  une  série  infinie  le  produit  du  ti""^  terme  ou  du 

n**  des  groupes  de  termes  qui  conservent  le  même  signe,  par  n^  est  zéro  pour 

^=oo,  on  peut  regarder  cette  seule  circonstance  comme  une  marque^  que  la 

"série  est  convergente;  et  réciproquement,  la  série  ne  peut  pas  être  conver- 

^gente  si  le  produit  «.«n  n'est  pas  nul  pour  w  =  co." 

La  dernière  partie  de  ce  théorème  est  très  juste,  mais   la  première  ne 

semble  pas  l'étreu     Par  exemple  la  série 

1.1.1  1 


21og2 

est  divergente  quoique  na^ 


+ 


31og3 

1 
logn 


*^  41og4  '  nlogyi 

soit  zéro  pour  n=oo.     En  effet  les  loga- 


rithmes hyperboliques  dont  il  est  question  sont  toujours  moindre  que  leurs 
nombres  moins  1,  c' est-^-dire,  on  a  toujours  log(l-f-a:)<a;.  Si  ;i;>l  cela 
est  évident     Si  or  <i  on  a 

donc  aussi  dans  ce  dernier  cas  log(l  +  :r)<ar,  puisque  ^ — ^x^  ^ — ^x  sont 
tous  positifs.     En  faisant  x=i — ,  cela  donne 

.  1 


logfl+i) 


—  ou  bien  log  — ^ 
n  ^    n 


n 


ou 


log  (l  4- «X 1- -j- log  »  <  (l  +  ^jî— )  log  n 


donc 


log  log  (1  +  »)  <  log  log  »  H- log  (l  +  ^jî— ) 


•Vj 


•   « 

I    > 
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is  puisque  log(l+ar)<a?,  on  a  logTl-l — = ^)<— î »  donc  en  vertu  de 

l'expressioQ  précédente, 

loglog(l+«)<ïoglog»+  -^jï^- 
En  faisant  successivement  7»=2,  3,  4^ . . .  on  trouve 

Ioglog8<loglog2  H- yi^, 

loglog4<IogIog3  +  j^r^ 

loglog5<Ioglog4  +  -j^rp 


loglog(l+n)<loglogn  +  -j^j— , 
donc,  en  prenant  la  somme. 

Mais  loglog(l-f-n)=oo  pour  n=oo,  donc  la  somme  de  la  série  proposée 

11               1                     1 
■=1 — =r  +  ir; — =-  +  t^ — r  •  •  •  H ; ©st  lafiDlment  grande  et  par  consé- 

2log2  ^  SlogS  ^  41og4  •     nlogfi  ®  *^ 

quent  cette  série  est  divergente.     Le  théorème  énoncé  dans  l'endroit  cité  est 
donc  en  défaut  dans  ce  cas. 

En  général  on  pent  démontrer  qu'il  est  impossible  de  trouver  une  fonction 
(pn  telle,  qu'une  série  quelconque  ir^-j-  ^iH"  ^'h  ^t  "  •  -  4*  ^n9  ^^^^  nous  sup- 
posons tous  les  termes  positifs,  soit  convergente,  si  (pn.a^^  est  zéro  pour  n=:oo 
et  divergente  dans  le  cas  contraire.  Cest  ce  qu'on  peut  faire  voir  à  l'aide 
du  théorème  suivant 

Si  la  série  «o+  ^i+  ^a  •  •  •  "h  ^n  •  •  •  ®st  divergente,  la  suivante 


-+-^ h ^ + 


«0     ■     «o+«i     '     «o+«i+«a  '     «o  +  «i  •••  +  «n-l   * 

le  sera  aussi.     En  effet,  en  remarquant  que  les  quantités  a^,  a^,  a^, ...  sont 
positives,  on  a  en  vertu  du  théorème  log(l4-^)<^9  démontré  ci-dessus, 

•ogK+^i  +  o»  •  •  •  +  «n)  —  log(ao+«i  +  ««  •  •  •  «m) 
c'  est-à-dire 

logf  1  + )  < 

\  fifo+^l+^«'"  +  ^D-l  ^  ^0  +  ^l+^2"*"*"^n-l 

donc,  en  faisant  successivement  n^l,  2,  3, ...: 
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113 


ÏOgK+«i)  — l<>g«o<?i 


«0 


îo»  («0+ «1 + «.) — l«g  («0 + «i)< -r^z- 


a. 


fln  +  ûi  +  fl, 


ÏOg(«o+«l---  +  ^n)  — log(«o+«i— +«i»-i)<  " 


«o+«i---  +  «n-i 

et  en  prenant  la  somme, 

On 


logK+«i— +««)— logao<  —H rr-  •  •  •  + 


ûo         «o+^'i.  <»o+^i-'*  +  ^n-i 

Mais  si  la  série  ^Tq-I"^!"!"^  •*  «H"^!!  ^^^  divergente,  sa  somme  est  infinie  et 
le  logarithme  de  cette  somme  Test  également;   donc  la  somme  de  la  série 


«1     I  ««  I  ^n 


^  H ? .H = est  aussi  infiniment  grande,  et  cette  série  est 

par  conséquent  divergente,  si  la  série  «o+^'^i+^e'  •  -  +  ^0-1  l'est.  Cela  posé, 
supposons  que  q)n  soit  une  fonction  de  n  telle,  que  la  série  «0+^1+^2- ••4"^o"- 
isoit  convergente  ou  divergente  selon  que  (pn.Uj^  est  zéro  ou  non  pour  n=oo. 
Alors  la  série 

JL4.A  +  J   4.JL       4.i 

çl  ^^  92     "^  ©3     "^  ç4  "  *  ^^  91» 

sera  divergente  et  la  série 

_J_  +  ___JL__+ l 

'^^  V"^"*""^"^  "^  '  •  •  9(«-l)/ 
convergente;  car  dans  la  première  on  a  aQ^n^l  et  dans  la  seconde  ^^9)^=0 

pour  n=cx).      Or  selon  le  théorème  établi  plus  haut,   la  seconde  série  est 

nécessairement  divergente,  en  même  temps  que  la  première;  donc  une  fonction 

q)n  telle  qu'on  Fa  supposée  n'existe  pas.     En  faisaht  q)n^=:^ny  les. deux  séries 

en  question  deviendront 


1+1+i+ï  •••  +  —  ••• 


et 


L4._l_4._JL_         I  1 


qui  par  conséquent  sont  divergentes  toutes  deux. 

IS 


XI 


Mémoire  sur  une  classe  particulière  J^  équations  résolubles  algébriquement. 


Ml  est  vrai  que  les  équations  algébriques  ne  sont  pas  résolubles  généralement; 
mais  il  y  en  a  une  classe  particulière  de  tous  les  degrés  dont  la  résolution  al- 
gébrique est  possible.  Telles  sont  p.  ex.  les  équations  de  la  forme  a^ — 1=0. 
La  résolution  de  ces  équations  est  fondée  sur  certaines  relations  qui  existent 
entre  les  racines.  «Tai  essayé  à  généraliser  cette  remarque  en  supposant 
que  deux  racines  d'une  équation  donnée  soient  tellement  liées  entre  elles, 
qu'on  puisse  exprimer  rationnellement  l'une  par  l'autre,  et  j'ai  trouvé,  qu'une 
telle  équation  peut  toujours  être  résolue  à  l'aide  d'un  certain  nombre  d'équa- 
tions moins  élevées.  Il  y  a  même  des  cas  où  l'on  peut  résoudre  algébrique- 
ment r  équation  donnée  elle  même.  Cela  arrive  p.  ex.  toutes  les  fois  que,  l'équa- 
tion  donnée  étant  irréductible,  son  degré  est  un  nombre  premier.  La  même  chose 
a  lieu  encore  si  toutes  les  racines  d'une  équation  peuvent  être  exprimées  par 

x^  Oxy  b^x^  ti^x^ . . .  B^^x^  ou  0^x:=.x, 
Ox  étant  une  fonction  rationnelle  de  Xj  et  6^x,  6'ar, . . .  des  fonctions  de  la  même 
forme  de  Ox^  prise  deux  fois,  trois  fois,  etc. . . . 

L' équation =  0,  si  tï  est  un  nombre  premier,  est  dans  ce  cas  ;  car 

s  —  1 

en  désignant  par  a  une  racine  primitive  pour  le  module  n,  on  peut,  comme  on 
sait,  exprimer 4es  n  —  1  racines  par: 

c'est-à-dire  en  faisant  x^=z.Qxj  par: 

Xy  Ox,  (jl^Xy  b^x, 6""-*ar,  où  G^'^x  =  x. 

La  même  propriété  convient  à  une  certaine  classe  d'équations  qu'oflfre   la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

En  général  je  suis  parvenu  à  démontrer  le  théorème  suivant  : 
"Si  les  racines  d'une  équation  d'un  degré  quelconque  sont  liées  entre-elles  de 
sorte,  que  toutes  ces  racines  peuvent  être  exprimées  rationnellement  au  moyen 
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de  r  ane  d' elles,  qae  nous  désignerons  par  x  ;  si  de  plus,  en  désignant  par  dx^ 
O^x  denx  autres  quelconques  des  racines  en  question^  on  a 

ré^tion  dont  il  s'agit  sera  toujours  résoluble  algébriquement  De  même  si 
Ton  suppose  l'équation  irréductible  et  son  degré  exprimé  par 

«1  •  «g   ....  «^  5 

OÙ  a^,  a^y....ato  sont  des  nombres  premiers  différents,  on  pourra  réduire  la 
résolution  de  cette  équation  à  celle  de  v^  équations  du  degré  a^,  de  v^  équa- 
tions du  degré  a,  de  v^  équations  du  degré  a,  etc." 

Après  avoir  présenté    généralement   cette    théorie,  je    l'appliquerai   aux 
fonctions  circulaires  et  elliptiques. 


«    • 


§.  1. 

Nous  allons  d'abord  considérer  le  cas  où  l'on  suppose  que  deux  racines 
d' une  équation  irréductible  *)  soient  liées  tellement  entre-elles,  que  l' une  puisse 
être  exprimée  rationnellement  par  l'autre. 

Soit 

1)  (pj?  =  0 

une  équation  du  degré  /i,  et  x*  et  x^  les  deux  racines  qui  sont  liées  entre-elles 
par  l'équation 

2)  jr'  =  eari, 

où  Ox  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quantités  connues.     La  quan- 
tité x*  étant  une  des  racines  de  l'équation,  on  aura  (p(x')^=iO  et  en  vertu  de  (2). 

5)  (p{ex^)  =  0. 

Je  dis  maintenant  que  cette  équation  aura  encore  lieu,  si  au  lieu  de  x^  on 
met  une  autre  racine  quelconque  de  l'équation  proposée.  On  aura  effective- 
ment le  théorème  suivant**). 


*)  Une  équation  çx  =  0,  dont  les  coeffîciens  sont  des  fonctions  rationneUes  d'un  èertain 
nombre  de  quantités  connues  a,b,c,...  s'appelle  irréductible,  lorsqu'U  est  impossible 
d'exprimer  ses  racines  par  une  équation  moins  élerée,  dont  les  coefflciens  soient  éga- 
lement des  fonctions  rationnelles  de  a,  b,  c, . . . 

'^*)  Ce  tbéorème  se  démontrera  aisément  comme  il  suit: 

Quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle /r,  on  peut  toujours  faire /r= -r^,  oiiAfetiV 

sont  des  fonctions  entières  de  x,  qui  n'ont  pas  de  facteur  commun;  mais  une  fonction 
entière  de  s  peut  toujours  être  mise  sous  la  forme  P+Q.çx,  où  P  et   Q  sont   des 

15* 
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Théorème  I.  "Si  une  des  racines  d'une  équation  irréductible  9)0? =0  satis- 
fait à  une  autre  équation  fx=:Oy  où  fx  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
des  quantités  connues  qu'on  suppose  contenues  dans  q>x;  cette  dernière  équa- 
tion se  trouvera  encore  satisfaite  en  mettant  au  lieu  de  x  '  une  racine,  quelconque 
de  l'équation  90: =0;  mais  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  est  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x,  donc  on  aura 

4)  (p(ex)=:Oj     si  (px=zO, 

c'est-à-dire,  si  x  est  une  racine  de  l'équation  ç)ar=0,  la  quantité  6x  le  sera 
également. 

Maintenant,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  0x^  est  une  racine  de  l'équation 
(px=iO,  donc  Odx^  le  sera  aussi;  également  OdOx^,  etc.  le  seront  encore  en 
répétant  l'opération  désignée  par  6  un  nombre  quelconque  de  fois. 

Soit  pour  abréger 

eexi=6^x^;  ee^x^=ie*x^;  e0^x^=e^x^  etc. 

on  aura  la  série 

5)  oTi,  Ox^y   6'^x^y   6^^i9    d^x^j... 

et  toutes  ces  quantités  seront  des  racines  de  l'équation  (px=0,  La  série  (S) 
aura  une  infinité  de  termes,  mais  l'équation  q)X=zO  n'ayant  qu'un  nombre  fini 
de  racines  différentes,  il  faut  que  plusieurs  quantités  de  la  série  (5)  soient 
égales  entre-elles. 

Supposons  donc  p.  ex 

OU  bien 

6)  «"(«"arj  — ô°ari  =  0, 
en  observant  que  6"+";Pj  ==  O^O^x^. 

Le  premier  membre  de  l' équation  (6)  est  une  fonction  rationnelle  de  d^x^  ; 
or  cette  quantité  est  une  racine  de  l'équation  (px=iOy  donc  en  vertu  du  théo- 
rème énoncé  plus  haut,  on  pourra  mettre  x^  au  lieu  de  O^Xy     Cela  donne 


fonctions -entières,  telles,  que  le  degré  de  P  soit  moindre  que  celai  de  la  fonction  çjt. 
Donc,  en  faisant  M=P+Q.çx,  on  anra/r= '^'  .  Cela  posé,  soit  s^  la  ra- 
cine de  9f=:0,  qui  satisfait  en  même  temps  à  /r^O;  s^  sera  également  une  racine 
de  l'équation  P=0.  Or  si  P  n'est  pas  zéro  pour  une  Taleur  quelconque  de  x, 
cette  équation  donnera  x,  comme  racine  d'une  équation  d'un  degré  moindre  que  celui 

de  9jr=:0;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse;  donc  P=i=0  et  par  suite /rsçx-^,  d'où 
l'on  Toit  que  fx  sera  égal  à  zéro  en  même  tems  que  çx  q.  e.  d. 
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7)  Q^œ^  =  x^y 

où  ron  peut  supposer  que  n  ait  la  plus  petite  valeur  qui  existe,  en  sorte  que 
toutes  les  quantités 

8)  x^j  dx^y  fl^o?!, . .  •  d^'^x^ 
soient  différentes  entre-elles. 

L'équation  (7)  donnera 

d^''x^=i6^x^,   c'est-à-dire:  ff''^x^=i^x^. 

Cette  formule  fait  voir  qu'à  partir  du  terme  O^^x^j  les  termes  de  la  suite 
(8)  se  reproduiront  dans  le  même  ordre.  Les  n  quantités  (8)  seront  donc  les 
seules  de  la  série  (5)  différentes  entre-elles. 

Cela  posé,  si  fC>ny  soit  x^  une  autre  racine  de  l'équation  proposée,  qui 
n'est  pas  contenue  dans  la  suite  (8),  il  suit  du  théorème  L,  que  toutes  les 
quantités 

seront  également  des  racines  de  l'équation  proposée.  Or  je  dis  que  cette  suite 
ne  contiendra  que  n  quantités  différentes  entre-elles  et  des  quantités  (8).  En 
effet,  ayant  6^x^ — ^i=0,  on  aura  en  vertu  du  théorème  I:  0^x^=zx^  et  par 
suite: 

e'^^x^=z6^x^. 

Donc  les  seules  quantités  de'  la  série  (9)  qui  pourront  être  différentes  entre- 
elles,  seront  les  n  premières 

Or  celles-ci  seront  néccessairement  différentes  entre-elles  et  des  quantités  (8). 
En  effet,  si  l'on  avait 

ff^x^ = e^x^, 

oh  m  et  p  sont  moindre  que  n^  il  en  résulterait  d^x^^  =  ff'x^ ,  ce  qui  est  im- 
possible, car  tontes  les  quantités  (8)  sont  différentes  entre-elles.  Si  au  con- 
traire on  avait: 

0  x^  =  Cr  x^ , 

il  en  résulterait 

donc 

c'est-à-dire  la  racine  x^  serait  contenue  dans  la  série  (8),  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 
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Le  nombre  des  racines  contenues  dans  (8)  et  (iO)  est  2n,  donc  fi  sera  on 
égal  à  2»,  ou  plus  grand  que  ce  nombre. 

Soit  dans  le  dernier  cas  x^  une  racine  différente  des  racines  (8)  et  (10), 
on  aura  une  nouvelle  série  de  racines 

et  on  démontrera  précisément  de  la  même  manière,  que  les  n  premières  de  ces 
racines  sont  différentes  entre-elles  et  des  racines  (8)  et  (10). 

En  continuant  ce  procédé  jusqu'à  ce  que  toutes  les  racines  de  l'équation 
q>x:=0  soient  épuisées,  on  verra  que  les  fi  racines  de  cette  équation  seront 
divisées  en  plusieurs  groupes,  composés  de  n  termes;  donc  fi  sera  divisible 
par  »,  et  en  nommant  m  le  nombre  des  groupes,  on  aura: 
H)  fi:=zm.n. 

Les  racines  elles  mêmes  seront: 


Si  m=  1,  on  aura  n=zfi^  et  les  fi  racines  de  l'équation  9)1:  =  0  seront  ex- 
primées par 

13)  a:,,  e^tj  <9X>  •  •  •  •  Of^'^^v 

Dans  ce  cas  comme  on  verra  dans  la  suite,  l'équation  90:  =  0  est  résoluble 
algébriquement  Mais  la  même  chose  n'aura  pas  toujours  lieu  lorsque  m  est 
plus  grand  que  l'unité.  On  pourra  seulement  réduire  la  résolution  de  l'équa- 
tion (px=zO  à  celle  d'une  équation  du  n}^^^  degré,  dont  les  coefficiens  dépen- 
dront d'une  équation  du  m*^"'^  degré;  c'est  ce  que  nous  allons  démontrer  dans 
le  paragraphe  suivant 

§.  2. 
Considérons   un   quelconque   des   groupes   (12),    p.   ex.   le   premier,    et 
faisons 

14)  i       (^  —  ^1)  {^—ex^{x  —  d^^j) .  '. .  ix—ff^'x,) 

^     (=  x^+A'^.x'^^  +  A'l  .x^-^  . . .  +A<^''^\  a;+^(»>  =  0, 
les  racines  de  cette  équation  seront 

•ir  j ,  t/X^ ,   Cf  X'^ ,....(/     x^ 

et  les  coefficiens  A\j  A[^....A^^^  seront  des  fonctions  rationnelles  et  symé- 


119 

triques  de  ces  quantités.  Nous  verrons  qu'on  peut  faire  dépendre  le  développe- 
ment de  ces  coefficiens  de  la  résolution  d'une  seule  équation  du  degré  m. 

Pour  le  montrer,  considérons  en  général  une  fonction  quelconque  ration- 
nelle et  symétrique  de  or^,  0x^j  6*^i, .. .  (?°"*^i,  et  soit 
15)  y,  =f{^x,  Ox^,  e^x^, . . .  Ô"-*^^ 

cette  fonction. 

En  mettant  au  lieu  de  x^  successivement  x^^  ^i»  •  •  •  ^m»  1^  fonction  y^ 
prendra  différentes  valeurs,  que  nous  désignerons  par  y^»  y^»  ys»  •  *  -ym*  ^^'^ 
posé,  si  l'on  forme  une  équation  du  degré  mi 

16)   y™+/^iy"-'+/'i»y""*  +  ---+;^m-iy+;^m=o, 

dont  les  racines  sont  y^,  y„  y^y-ym>  j^  dis  que  les  coefficiens  de  cette 
équation  pourront  être  exprimés  rationnellement  par  les  quantités  connues,  qu'on 
suppose  données  par  l'équation  proposée. 

Les  quantités  Ox^^  d^x^^ . . .  Q^'^x^  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x^^ 
la  fonction  y^  le  sera  également    Soit 

nous  aurons  aussi 

ya=  Fx^^  ys  =  ^-^s;  •  •  •  ym  =  ^^m* 

Mettant  dans  (15)  successivement  dx^y  O^x^y  0^x^y...0^^x^  au  lieu  de 
x^y  et  remarquant  que  0^x^  =  x^;  0^+^x^=zOx^;  0^'^^x^:=i0^x^,  etc.  il  est 
clair  que  la  fonction  y^  ne  changera  pas  de  valeur;  on  aura  donc 

y,  =  Fx^  =  F{0x^)  =  Fiff^x,)  = . . .  =  FiO'^^x^) 
et  également 

.y.=  Fx^  =  F{ex^  =  F(œx^  =...  =  Fiff^^x^y 


.  y„=  Fx^=  F{dxJ=  F{e'x^)=^ . . .  =  F(ff-^x^). 
Elevant  chaque  membre  de  ces  équations  à  la  r^^°^®  puissance,  on  en  tire: 


y;  =  1 .  [{FxJ'  +  {FOxJ'  +  . . .  +  (W-Xr], 
En  ajoutant  ces  dernières  équations  on  aura  la  valeur  de 
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exprimée  en  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion 4pa:  =  O9  savoir  : 

Le  second  membre  de  cette  équation  peut  être  exprimé  rationnellement 
par  les  coe£Ficiens  de  tpx  et  dXy  c'est-à-dire  par  des  quantités  connues.  Donc 
en  faisant 

20)  r,  =  y-,+y-,  +  y-,  +  ...  +  y;, 

on  aura  la  valeur  de  r^,  pour  une  valeur  quelconque  entière  de  v.  Or  con- 
naissant r^,  ^2>**-^m9  o^  ^^  pourra  tirer  rationnellement  la  valeur  de  toute 
fonction  symétrique  des  quantités  y^»  y^?  •  •  •ym-  ^^  pourra  donc  trouver  de 
cette  manière  tous  les  coefficiens  de  l'équation  (16)  et  par  conséquent  déter- 
miner toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  x^ ,  Ox^ ,  6^x^ , . . .  6^^x^  à 
l'aide  d'une  équation  du  m^^™*  degré.  Donc  on  aura  de  cette  manière  les  coef- 
ficiens de  l'équation  (14),  dont  la  résolution  donnera  ensuite  la  valeur  de  x^  etc. 

On  voit  par  là  qu'on  peut  ramener  la  résolution  de  l'équation  q>x=zOj 
qui  est  du  degré  iJL=zm.n^  à  celle  d'un  certain  nombre  d'équations  du  degré 
m  et  n.  Il  suffit  même,  comme  nous  allons  voir,  de  résoudre  une  seule  équa- 
tion du  degré  m  et  m  équations  du  degré  n. 

Soit  if;a7^  un  quelconque  des  coefficiens  A^,  A[^...A^^^  et  faisons 

21)  *v=y^i/^^i+y^t^ar^+y^V^,+  .-.+y;;.Va:„. 

Puisque  y\>'^x^  est  une  fonction  symétrique  des  quantités  or^,  Ox^^*..Q^^x^^ 
on  aura,  en  remarquant  que  6":r^  =  a?^;  ô°+^ar^=^arj  etc. 

y\ypx^  =i{Fxy'.  y^x^  =  {FOx^y.  tpOx^  = . . .  (Fô'^-^a: J»'.  ^O'^'^x^ , 
donc: 

y\rpx^=—.[{Fx^Y.\px^+  (F0a:J^ i/;ô:Pi -f  . . . (FO'^'^x^r^pe'^^x^]. 

On  trouvera  de  semblables  expressions  pour  y^'^'^a'  ya'V^»>"-y^*V^m> 
en  mettant  a:,,  a:,, . . .  ^r^  à  la  place  de  x^.  En  substituant  ces  valeurs,  on 
voit  que  t^  deviendra  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les 
racines  de  T  équation  <pic=0.     En  effet  on  aura 

22)  fy  =  —  SiFx)" .  ^x . 

Donc  on  peut  exprimer  ty  rationnellement  par  des  quantités  connues. 

Cela  posé,  en  faisant  y  =  0,  1,  2,  3,  ...m — 1,  la  formule  (21)  donnera: 


/ 

/ 


i 

j 
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Oo  tirera  aisément  de  ces  équations,  linéaires  par  rapport  à  'ffx^f  Vx  , 
. . .  ■^x^f  les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonctions  rationnelles  de  y^y  y^^  y,, 

•  •  •  y»  • 

En  efiet,  en  faisant 

^)  (y— yj  (y— yj)  •  •  •  (y—ym) 

=y-*+^-.y-^+fl.-,y— + . . .  +R^  •y+««. 

on  aura 

Les  quantités  A^,  R^y  . .  .  R^^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  y  , 
yt>  y4)  •  •  •  ym>  iiii^s  on  peut  les  exprimer  par  y^  seul  En  effet,  en  multipliant 
085)  par  y — y^,  on  aura: 

(y— yi)  iy—y^  •  •  •  (y—y«) =y''+/»iy""'+/»ay""'+  •  •  • +/»-iy+i»« 
=y"+  («-.-y,)y'"'+  («m-.-yifi,^y-'+  •  •  • 

d'où  Ton  tirera,  en  comparant  les  puissances  égales  de  y: 

I  ^m-»= y  1^?»-,+ p« = yî  +  p,y  1 + p*. 
2S)      <i?«-^=yi^C«+;»i=y;H-Piyî+/».yi+;'.. 


^o  =  yT"^ + />,y:-' + /'«yr"'  +  •  •  •  +  /»m-i  • 

En  substituant  ces  valeurs,  l'expression  de  '\px^  diviendra  une  fonction 
rationnelle  de  y^  et  de  quantités  connues,  et  on  voit  qu'il  est  toujours  possible 
de  trouver  ^x    de  cette  sorte,  sous  condition  que  le  dénominateur 

/?o+«,y,+«.yî  + . . .  +  Rr^yr^+yr' 

ne  soit  pas  zéro.     Or  on  peat  donner  à  la  fonction  y^  une  infinité  de  formes 
qpi  rendront  impossible  cette  équation,  p.  ex.  en  faisant 

26)      y^  =  {u—x;)  (oL  —  ex,)  {a—b^x;)  . .  .  (a—d^-^x^), 
OÙ  a  est  indéterminé,  le  dénominateur  dont  il  s'agit  ne  peut  pas  s'évanouir. 
En  effet  ce  dénominateur  étant  la  même  chose  que 

iVi—y^  iyi—yù  •  •  •  {y,—ym)> 
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1^2 

on  aurait 

s'il  était  nul,  c'est-à-dire 

(a — x^  (a—d^i)  ..•(«— 6'"'^^i) = (a — a^k)  (a — d^ô  •  •  •  («  —  <?""^^k)> 
ce  qui  est  impossible,  car  toutes  les  racines  x^,  ©ar^,  ^^^ ,  -  • .  Ô°"*^|  sont 
différentes  de  celle-ci:  x^^  dx^y  ô^x^y  •  d^^Xf^* 

Les  coefficiens  A'^,  A\^  ...A^^^  peuvent  donc  s'exprimer  rationnellement 
par  une  même  fonction  y^,  dont  l'expression  dépend  d'une  équation  du  degré  m. 

Les  racines  de  l'équation  (14)  sont 

*    ,     t/X»  9     f/  X-  ••••(/      X-  • 

En  remplaçant  dans  les  coefliciens  A'^^  A[  etc.  y^  par  y^j  ^s'-'-^m»  ^^ 
obtiendra  m — 1  autres  équations,  dont  les  racines  seront  respectivement: 

^jj>     C/^a>   •  •  •   V      ^j|j 


7%^arèm6  II.  L'équation  proposée  (px=zO  peut  donc  être  décomposée 
en  un  nombre  de  m  équations  du  degré  n,  dont  les  coefficiens  sont  respective- 
ment des  fonctions  rationnelles  d'une  même  racine  d'une  seule  équation  du 
degré  m. 

Cette  dernière  équation  n'est  pas  généralement  résoluble  algébriquement 
quand  elle  passe  le  quatrième  degré,  mais  l'équation  (14)  et  les  autres  sem- 
blables le  sont  toujours  en  supposant  connus  les  coefliciens  A'^y  A[  etc.,  comme 
nous  le  verrons  dans  le  paragraphe  suivant 

§.  5. 
Dans  le  paragraphe  précédent  nous  avons  considéré  le  cas  où  m  est  plus 

grand  que  l'unité.     Maintenant  nous  allons  nous  occuper  du  cas  où  m=l. 
Dans  ce  cas  on  aura  ii=^ny  et  les  racines  de  l'équation  90: =0  seront 

27)  x^,   dx^y   <?X^--<?^"'^iî 

or  je  dis  que  toute  équation  dont  les  racines  peuvent  être  exprimées  de  cette 
sorte  est  résoluble  algébriquement. 

Soit  a  une  racine  quelconque  de  l'équation  af*  — 1=0,  et  faisons 

28)  if'ar=(a:+  «^ar-f-a«ô*ar-f  a»ô»a;+  . . .  4-a.«-*Ô^-^a:>", 


J2S 

%px  sera  une  fonction  rationnelle  de  x.      Or  cette  fonction  peut  s'exprimer 
rationnellement  par  les  coefficiens  de  q>x  et  0^- 

En  mettant  0^^  au  lieu  de  or,  on  aura  f 

%fO^X=l  I 

maintenant  on  a  j 

fif*x=^x,  0f"^^x=0x, . . .  0f''^^^x=zd'^^^f  f 

donc: 

Or  a^=l,  donc: 


donc, 


on  voit  que 


aiu(A<-«)  étant=l, 


^0^x=z^x. 
En  faisant  »t=0,  1,  2,  S, . . .  ^  —  1,  et  ajoutant  ensuite,  on  trouvera: 

29)      ipx=i  —  (\px+  y^Ox+^pO^x  +  . . .  +  ^0é^^x). 

%px  sera  donc  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines  de 
l'éqpiation  qp^rzzzû,  et  par  conséquent  on  pourra  l'exprimer  rationnellement  en 
quantités  connues. 

Soit  \px=Vj  on  tire  de  l'équation  (28): 

30)  V  t?=ar+aÔ:r  +  a*d«a?+  . .  •  +  a^-^ô^-^;p. 
Cela  posé,  désignons  les  fi  racines  de  T  équation 

«A* — 1=0 
par 

31)  1,  «j.  Cf.,  a,,...a^_^ 
et  les  valeurs  correspondantes  de  v  par 

52)  t?o,   v^,   v^y  t^,,  .  .  .  «?^-i, 

l'équation  (30)  donnera,   en  mettant  à  la  place  de   a  successivement  1,  a^. 


*^a>  ^3>  •  •  •  ^/u-i" 
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Yv^   =  x-{-       Bx-\-       Ô*a:  +  . . .  +  ft^'ar, 

« 

En  ajoutant  ces  équations  on  aura: 

34)    x  =  ^\--A+\rv^+%^+%^+...+\'v^:\, 

OÙ  — A  exprime  la  quantité    rationnelle  yv^^. 

On  connaît  par  là  la  racine  x.  Généralement  on  trouve  la  racine  ff^x  en 
multipliant  la  première  des  équations  (33)  par  \y  la  seconde  par  a^»,  la  troi- 
sième par  a-™  etc.,  et  ajoutant;  il  viendra  alors: 

55)     d-^x=^[—A  +  a';^.l/v^  +  a^.\^v^+...  +  a^ 

En  donnant  à  m  les  valeurs  0,  1,  2, . . .  /t — 1»  on  aura  la  valeur  de  toutes  les 
racines  de  l'équation. 

L'expression  précédente   des  racines  contient   généralement  un  nombre 

/x — 1  de  radicaux  différents,  de  la  forme  yv.  Elle  aura  donc  un  nombre  /i/^ 
de  valeurs,  tandis  que  la  racine  de  l'équation  (px=0  n'en  a  que  fi.  Mais  on 
peut  donner  à  l'expression  des  racines  une  autre  forme,  qui  n'est  pas  exposée 

à  cette  difficulté.  En  effet,  lorsque  la  valeur  de  yv^  est  fixée,  celle  des  autres 
radicaux  la  sera  également,  comme  nous  allons  le  voir.. 

Quel  que  soit  le  nombre  ^,  premier  ou  non,  on  peut  toujours  trouver  une 
racine  a  de  l'équation  «/" — 1=0,  telle  que  les  racines 

puissent  être  représentées  par 

36)  a,   a%   et',  .  .  .  «<"-*. 

Cela  posé  on  aura 

.      )  ^^k  =  ^  +  a»^.  to  +  a^O^x  +  . . .  +  a^f^'^K  ef'-'Xy 
d'où  l'on  tire: 


38)  I 


12Ô 

fA  fl 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  de  x^  qui  ne 
changera  pas  de  valeur  en  mettant  au  lieu  de  x  une  autre  racine  quelconque 
O^Xj  comme  on  le  verra  aisément,  en  faisant  cette  substitution  et  ayant  égard 
à  l'équation  d^a?=d^ar.  En  désignant  donc  la  fonction  dont  il  s'agit  par 
^iXj  on  aura: 

fl  fX 

yVy^.(yvy^^'=z  il)X=^6x=:ll)0^X  =  . . .  =  t^fl/*-»jr, 

et  de  là: 

fJL.  fJl  -  •  . 

59)     yv^.{Vv^)f^^=z  ±  [^x-^^Ox-^^pe^x  +  . . .  +  ^Oé^-^x]. 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  sjrmétrique 
des  racines,  donc  on  peut  l'exprimer  en  quantités  connues.  En  la  désignant 
par  a^^  on  aura: 

et  de  là: 

A  l'aide  de  cette  formule  l'expression  de  la  racine  x  deviendra: 

Cette  expression  de  x  n'a  que  fi  valeurs  différentes,  qu'on  obtiendra  en  mettant 

au  lieu  de  yv^  les  fi  valeurs: 

^  .  fl  fl  fit  fl 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  précédemment  pour  la  résolution  de 
l'équation  (px=:0  s'accorde  au  fond  avec  celle,  dont  Mr.  Gauss  a  fait  usage 
dans  ses  ''Disquisitiones  aritkmeticae  pag.  64S  et  seqf*  pour  résoudre  une 
certaine  classe  d'équations,  auxquelles  il  était  parvenu  dans  ses  recherches  sur 
l'équation  ar" — 1=0.  Ces  équations  ont  la  même  propriété  que  notre  équa- 
tion 9)07=0;  savoir  que>  toutes  ses  racines  peuvent  être  représentées  sous  la 
forme  : 

Xj    OXy    6*ar, . . .  d.^""*a:, 
6x  étant  une  fonction  rationnelle. 
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En  vertu  de  ce  qui  précède  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  suivant: 
Théorème  III.      Si  les  racines  d'une   équation  algébrique   peuvent  être 
représentées  par: 

où  0^^  =^x  et  Ox  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  quantités  con- 
nues, cette  équation  sera  toujours  résoluble  algébriquement 

Ou  en  tire  le  suivant,  comme  corollaire: 

Théorème  TV.  Si  deux  racines  d'une  équation  irréductible^  dont  le  de- 
gré est  un  nombre  premier ^  sont  dans  un  tel  rapport,  qu'on  puisse  exprimer 
l'une  roHonneUement  par  l'autre,  cette  équation  sera  résoluble  algébriquement 

En  «ffet  cela  suit  immédiatement  de  l'équation  (11) 

où  l'on  doit  avoir  m=l,  si  fA  est  un  nombre  premier,  et  pat  conséquent  les 
racines  s'expriment  par  ar,  0;r,  ^ar, . .  •  O^^^x. 

Dans  le  cas,  où  toutes  les  quantités  connues  de  g>x  et  0^  sont  réelles, 
les  racines  de  l'équation  (px  =  0  jouiront  d'une  propriété  remarquable,  que 
nous  allons  démontrer. 

Par  ce  qui  précède  on  voit  que  a^^,^  peut  être  exprimée  rationnellement 
par  les  coefficiens  de  (px  et  Qx,  et  par  a.  Si  donc  ces  coefficiens  sont  réels» 
a^i  doit  avoir  la  forme 

où  V^-**-!  n'entre  qu'à  cause  de  la  quantité  a,  qui  en  général  est  imaginaire, 
et  qui  généralement  peut  avoir  la  valeur 

a  =  cos^  +  |/"— l.sin^. 

jx  ix 

En  changeant  donc  dans  a  le  signe  de  y — 1  et  désignant  par  a'^.^  la 
valeur  correspondente  de  a^^,  on  aura 

Or  suivant  (40)  il  est  évident,  que  a'^-i=«^-.i,  donc  6=0  et 

Donc  a^.i  a  toujours  une  valeur  réelle.  On  démontrera  de  la  même 
manière  que 

tJj  =  C-f-rf]/" — 1    et    V^^^=:l€ — d]/^ — 1, 

où  €  et  d  sont  réels. 
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Donc: 


De  là  on  tire 

44)  v^:=zc+Y—iy(a^—e'), 

et  par  suite  y^{aH- — c^)z=zd\  d'où  l'on  voit  que  |^(a^-— c*)  a  toujours  une 
valeur  réelle. 

Cela  posé,  on  peut  faire 

45)  c^Çy^Qf  cos  J,     l/'(a^— c*)=(l/p)/*sîn*, 
ou  ç  est  une  quantité  positive. 

On  eu  tire 

e'  e8t-à<-dire 

46)  ah:=iiff'; 

par  conséquent  ç  sera  égal  a  la  valeur  unrnérique  de  a.     D'aillemfti  on  voit 
que  a  est  toujours  positif,  si  /i  est  un  nombre  impair. 
Connaissant  q  et  ây  on  aura 

V,  =  (Vçy*.  (cos  â^  Y^  1 .  sin  S) 
et  par  suite 

En  substituant  cette  valeur  de  yv-^  dans   l'expression  de  x  (42),  elle 
prendra  la  forme: 

47)  :.=i[-^+|/ç.(co8i±^+K-l-sini±^) 

-|-  etc.  J 

où  p,  ^j  /^  q^  jP,  g  etc.,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  cos — ,   sin — 

et  des  coeffiçiens  de  (fx  et  dx.     On  trouvera  toutes  les  racines,  en  donnant  à 
m  les  valeurs  0,  1,  2,  3,  ...  /u — 1. 

L'expression  précédente  de  x  fait  voir: 


' 
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Théorème  V.     que  pour  résoudre  l'équation. 9);r=0,  il  suffit: 

1)  de  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  en  fi  parties  égales, 

2)  de  diviser  un  angle  (^,«  qu'on  peut  construire  ensuite,  en  fi  parties  égales, 

3)  d'extraire  la  racine  carrée  d'une  seule  quantité  ç. 

Ce  théorème  n'est  que  l'extension  d'un  théorème  semblable,  que  Mr. 
Gauss  donne  sans  démonstration  dans  l'ouvrage  cité  plus  haut  pag.  651. 

Il  y  a  encore  à  remarquer  que  les  racines  de  l'équation  90: =0  sont  on 
toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires.  En  effet  si  une  racine  x  est  réelle,  les 
autres  le  sont  également,  comme  les  expressions 

Oar,   6*ar,  .  .  .  0^-^;r, 
qui  ne  contiennent  que  des  quantités  réelles,  le  font  voir.     Si  au  contraire  x 
est  imaginaire,  les  autres  racines  le  sont  aussi,  car  si  p.  ex.  6^x  était  réelle, 
0f^-^{6^x)'=z  df^x^=iXy  le  serait  également,  contre  l'hypothèse.    Dans  le  pre- 
mier cas  a  sera  positif  et  dans  le  second  négatif. 

Si  (i  est  un  nombre  impair,  toutes  les  racines  seront  réelles. 

La  méthode  que  nous  avons  donné  dans  ce  paragraphe,  pour  résoudre 
l'équation  g):r=0,  est  appliquable  dans  tous  les  cas,  le  nombre  fi  étant  premier 
ou  non;  mais  si  fi  est  un  nombre  composé,  il  existe  encore  une  autre  méthode 
qui  offre  quelques  simplifications  et  que  nous  allons  exposer  en  peu  de  mots. 

é 

Soit  /u=:»t.n,  les  racines 

ar,  <?a?,  Ô*ar,  .  .  .  et^-^x 
pourront  être  groupées  de  la  manière  suivante: 

x^        ô^ar,       Ô*»a:,  .  .  .  d<'»-*^"ar, 

ex,   e^+%  ô«'»+iar,  .  .  .  ec»-»)"^-»^», 


ff"-^x,    Ô*"-»a?,    fl"'»-*^?,  .  .  .  O'^^x. 
£n  faisant  pour  abréger: 

48)  ff^x  =  e^x, 

49)  x=x^,  fla:=ar„   d*ar=ar,,  .  .  .  6"'"*a;=x„, 
on  peut  écrire  les  racines  comme  il  suit: 

fi')  X,,   6,x^,   eix.y   .  .  .  e«-»ar„ 

(  ,    '•;, „_v 

kM)    X^j    ^r^vBL'i    ^l'^'m»    •    •    •    Vj     ^ai, 


1 
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Donc  en  verta  de  ce  qn'on  a  vu  dans  le  §.  2  on  peut  décomposer  Téqiia- 
tion  9);r=±=0,  qui  est  du  degré  m.n^  en  m  équations  du  degré  n^  dont  les  coef- 
ficiens  dépendront  d'une  équation  du  degré  m.  Les  racines  de  ces  m  équations 
seront  respectivement  les  racines  i\  £',...  mK 

Si  n  est  un  autre  nombre  composé  m^.n^y  on  peut  décomposer  de  la 
même  manière  chacune  des  équations  du  degré  n^  en  m^  équations  du  degré  n^, 
dont  les  coefficiens  dépendront  d'une  équation  du  degré  m^.  Si  n^  est  encore 
on  nombre  composé,  on  peut  continuer  la  décomposition  de  la  même  manière. 

Théorème  VI.    En  général,  si  l'on  suppose 

la  résolution  de  l'équation  proposée  q>X'==.0  sera  ramenée  à  celle  de  n  équations 
des  degrés: 

m^y  w^,  m^j . .  .m^. 

11  suffit  même  de  connaître  une  seule  racine  de  ces  équations,  car  si  on 
connaît  une  racine  de  l'équation  proposée,  on  aura  toutes  les  autres  racines, 
exprimées  en  fonctions  rationnelles  de  celle-ci. 

La  méthode  précédente  est  au  fond  la  même  que  celle,  que  Mr.  Gauss 
donne  pour  la  réduction  de  l'équation  à  deux  termes  xf^ — 1=0. 

Pour  faire  voir  plus  clairement  la  décomposition  précédente  de  l'équation 
9)jr=0  en  d'autres  de  degrés  moins  élevés,  supposons  p.  ex.  ^=30=5.3.2. 

Dans  ce  cas  les  racines  seront: 

D'abord  nous  formerons  une  équation  du  6^^™^  degré,  dont  les  racines 
seront: 

X,  b^x,  e^^or,  B^%  e^x,  fS^x. 
Soit  jB=0  cette  équation,  on  peut  déterminer  ses  coefficiens,  rationnellement, 
par  une  même  quantité  y,  qui  sera  la  racine  d'une  équation  du  cinquième  de- 
gré: JP=0. 

Le  degré  de  l'équation  R=iO  étant  lui  même  un  nombre  composé^  nous 
formerons  une  équation  du  3'^™®  degré:  A^  =  0,  dont  les  racines  seront: 

X,  û^^'x,  û^^'x, 
et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  rationnelles  de  y,   et  d'une  même 
quantité  z,  qui  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  P^=:0,  dans  laquelle 
les  coefficiens  sont  exprimés  rationnellement  par  y. 

17 


S4)  i/A  =  mj.m^.m^ 
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Voici  le  tableau  des  opérations: 

^  +  /y-^+Ay  =  o> 

On  peut  aussi  commencer  par  une  équation  du  2^^°^^  degré  en  x^  ou  bien 
par  une  é^tion  du  5'^"^^  degré. 

Reprenons  l'équation  générale  q>x=0. 
En  supposant  ^•=.m.n^  on  peut  fair^ 

ou  y  est  déterminé  par  une  équation  du  rrù^^^  degré: 

55)  y"+^.y™-^+...  =  0, 

dont  tous  les  coefficiens  sont  exprimés  rationnellement  en  quantités  connues. 
Cela,  posé,  soient: 

9iij  .tn^.Tiig  • .  •  Tn^a    et  ja  =  m^ .  n^j 

plusieurs  manières  de  décomposer  le  nombre  ju  en  deux  facteurs,  on  pourra 
décomposer  l'équation  proposée  (px=0  en  deux  autres  des  o  manières  sui- 
vantes : 

ÎF^{x,y^=Oj  dont  les  racines  seront  or,  6"»^,  6*"ia:, . . .  d^"r*)"*iar 
et  les  coefficiens  des  fonctions  rationnelles  d'une  quantité  y^  racine 
d'une  équation  f^y^=:0^  du  degré  m^. 

iF^(;r,yJ=0,  dont  les  racines  seront  ar,  ô"»;r,  fi*">ar,  • . .  ô^°«-*)"a: 
et  les  coefficiens  des  fonctions  rationnelles  d'une  même  quantité  y,, 
racine  d'une  équation  f^y^=iOy  du  degré  m^. 

ÎjP„(ar,  y„)=:0,  dont  les  racines  seront  x^  d"«ar,  ô*""»^, .  • .  ©(»ûi-*>»«ar 
et  les  coefficiens  des  fonctions  rationnelles  d'une  même  quantité  y<^ 
racine  d'une  équation  /*(^ycii=0,  du  degré  m^o. 
Supposons  maintenant  que  m^,  m^y...ma,  pris  deux  à  deux,  soient  pre- 
miers entre  eux,  je  dis  qu'on  pourra  exprimer  la  valeur  de  x  rationnellement 
par  les  quantités  y^,  y,,  y,»  •  •  •  yen-  En  effet,  si  m^,  m,, . . .  mi»  sont  premiers 
entre  eux,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  racine,  qui  satisfera  à  la  fois  à 
toutes  les  équations 

savoir  la  racine  -x.     Donc,  suivant  un  théorème  connu,  on  peut  exprimer  x 


■ 
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rationnellement  par  les  coefficiens  de  ces  éqnations  et  conséquenunent  par  les 
quantités  y^^y^j^-ym^ 

Voila  donc  ramenée  la  résolution  de  l'équation  proposée  à  celle  de  oo 
équations:  f^y^^=zO\  f^y ^=^0;  ....  ftoya>=^ Oy  qui  sont  respectivement  des 
degrés:  m^,  m^,  ....  nifof  et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  rationnelles 
des  coefficiens  de  q>x  et  6x. 

Si  l'on  veut  que  les  équations 

soient  les  moins  élevées  possibles,  il  faut  choisir  m^ ,  m^ ,  «  • .  m»  tels,  que  ces 
nombres  soient  des  puissances  de  nombres  premiers.  P.  ex  si  l'équation  pro- 
posée (px:=^0  est  du  degré: 

57)  iU  =  é^.e;-...éI:^ 

où  fj,  e^9...euk  sont  des  nombres  premiers  différents,  on  aura 

58)  m^  =  «;[>;    w^  =  êj*; . . .  1»^,  =  e^^. 

L'équation  proposée  étant  résoluble  algébriquement,  les  équations  (56)  le 
seront  aussi;  car  les  racines  de  ces  équations  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  s.     On  peut  aisément  les  résoudre  de  la  manière  suivante. 

La  quantité  y  est  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines  de 
l'équation  (52),  c'est-à-dire  de: 

59)  ^,  fl^or,  6*»a?, . . .  ©^■-*)";r. 
Soit 

60)  y=Fx=f{Xy  ff^x,  6*™ar, . . .  «("-*)»ar), 
les  racines  de  l'équation  (55)  seront 

61)  Fx,  F(ex)  ;  F{b*x)  ;...  F(Ô"-^ar)  ; 

or  je  dis  que  Ton  peut  exprimer  ces  racines  de  la  manière  suivante: 

62)  y,  iy,  /.«y,  .  •  •  i'-'^y, 

où  Jiy  est  une  fonction  rationnelle  de  y  et  de  quantités  connues. 

On  aura 

65)         F{ex)=zf[9xy  eÇO'^x),  e(Ô*«a?),...«(ô(»-*>'»a?)], 
donc  F{Ox)  sera,  autant  que  Fx,  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des 
racines  or,  9^Xj . . .  O^'^^y^Xy  donc  on  peut,  par  le  procédé,  trouvé  (24)  exprimer 
^(Ox)  rationnellement  par  ipx.     Soit  donc 

^Ox  =  Xtfx  =  Ay , 
on  aura,  en  remplaçant  (en  vertu  du  1.  théorème)  x  par  Ox"^  6^ar, . . .  Ô^'^x: 

17* 
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c.  q.  f.  d* 

Maintenant  les  racines  de  l'équation  (53)  pouvant  être  représentées  par 

on  peat  résoudre  algébriquement  cette  éffuation  de  la  même  manière  que  l'équa- 
tion  q)x  =  0.     (Voyez  le  théorème  IDi). 

Si  m  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  =:=  6^,  on  peut  encore  déter- 
miner y  à  l'aide  de  v  équations  du  degré  €.     (Voyez  le  théorème  VI). 

Si  dans  le  théorème  III,  l'on  suppose,  que  fi  soit  une  puissance  de  2,  on 
àura^  comme  corollaire,  le  théorème  suivant 

Théorème  VIT.  Si  les  racines  d'une  éijuatiou  du  degré  2^  peuvent  être 
représentées  par  ' 

X,  Ox^  6*;r,  .  .  .  b^^'^x,     où   6**";r=;r, 
cette  équation  pourra  être  résolue  à  l'aide  de  l'extraction  de  to  racines  quarrées. 

Ce  théorème,    appliqué   à  l'équation —  =  0,    où  1+2**   est  un 

nombre  premier,  donne  le  théorème  de  Mr.  Gauss  pour  le  cercle. 

§.4. 

Des  équations  dont  toutes  les  racines  peuvent  être  exprimées  rationnellement 

par  l'une  d'entre  elles. 

Nous  avons  vu  précédemment  (théorème  III)  qu'une  équation  de  degré 
quelconque,  dont  les  racines  peuvent  être  exprimées  par 

Xy  dx,  ô^x,  .  .  .  ft"~*a; 
est  toujours  résoluble  algébriquement. 

Dans  ce  cas  toutes  les  racines  sont  exprimées  rationnellement  par  Tune 
d'entre  elles;  mais  une  équation,  dont  les  racines  ont  cette  propriété,  n'est  pas 
toujours  résoluble  algébriquement;  néanmoins,  hors  le  cas  considéré  précédem- 
ment, il  y  a  encore  un  autre,  dans  lequel  cela  a  lieu.  On  aura  le  théorème 
suivant: 

Théorème  VIII.  Soit  x^=0  une  équation  algébrique  quelconque,  dont 
toutes  les  racines  peuvent  être  exprimées  rationnellement  par  l'une  d'entre 
elles,  que  nou6  désignerons  par  x.       Soient  Ox  et  O^x  deux  autres  racines 


183 

quelconques,  F éqiiation   proposée  sera  résoluble   algébriquement,    si  Ton  a 

La  démonstration  de  ce  théorème  peut  être  réduite  sur  le  champ  à  la 
théorie  exposée  §.  %  comme  nous  allons  le  voir. 

Si  l'on  connaît  la  racine  Xy  on  en  aura  en  même  temps  toutes  les  autres; 
il  suffit  donc  de  chercher  la  valeur  de  x. 

Si  r  équation 

64)  «*  =  0 
n'est  pas  irréductible,  soit 

65)  çar=0 

r  équation  la  moins  élevée,  à  laquelle  puisse  satisfaire  la  racine  x,  les  coeffi- 
ciens  de  cette  équation  ne  contenant  que  des  quantités  connues.  Dans  ce  cas 
les  racines  de  l'équation  fpx-O  se  trouveront  parmi  celles  de  l'équation  x^=0 
(voyez  le  premier  théorème),  et  par  conséquent  elles  pourront  s'exprimer  ration- 
nellement par  l'une  d'entre  elles. 

.  Cela  posé  soit  dx  une  racine  différente  de  x,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu 
dans  le  premier  paragraphe,^  les  racines  de  l'équation  (pxz=:0  pourront  être  en* 
primées  comme  il  suit: 

Xy  OXy  (f^Xy  .       .       .       6^^X  y 

Xm  y  UXm  y  U    Xf  y  •        •        •        (/  *^1   9 


*^nr-i9  "'^m-19  ^  ^m-i>   •    •    •    "      ^m-iî 

et  en  formant  l'équation 

66)     ^"+^'.0?"-*+ ^•ar»-»+ J*';i?»-»+ . . .  -f  ^("-^)a;+ J<»)==:0, 
dont  les  racines  sont  Xy  OXy  ^Xy . . .  6""*ar,  les  coefficiens  A  y  A  y . . .  A^^^  pour* 
ront  être  exprimées  rationnellement  par  une  même  quantité  y,  qui  sera  racine 
d'une  équation  irréductible"^): 

67)     y"+iPiy™*'+ /'2y™"*+  •  -  • + p^iy + Pm=  o, 

dont  les  coefficiens  sont  des  quantités  connues  (voyez  §.  2). 


'^)  On  démontrera  «isément,  que  cette  équation  ne  pourra  être  réductible.  Soit  JS=:0 
l'équation  irréductible  en  y^  et  v  son  degré.  En  éliminant  y,  on  aura  une  équation 
en  X  du  degré  nv;   donc  nv^  |i.    Mais  on  a 


donc 

ce  qui  est  impossible,  car  y  est  moindre  que  m. 


v^m, 
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La  déterminatioii  de  x  peut  s' effectuer  à  V  aide  des  deux  équations  (66) 
et  (67).  La  première  de  ces  équations  est  résoluble  algébriquement,  en 
supposant  les  coefficiens  connus,  c'est-à-dire  la  quantité  y  (voyez  le  théorème 
ni).     Quant  à  l'équation  en  y,  nous  allons  démontrer  que  ses  racines  ont  fa 

» 

même  propriété  que  celles  de  l'équation  proposée  9)âr=0,  savoir  d'être  expri- 
mables rationnellement  par  l'une  d'entre  elles. 

La  quantité  y  est  (voy.  15)  une  certaine  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines  or,  0ar,  0*x^ . . .  0^^^-     En  faisant: 

y  =zf{x,  dx,  ^Xy 6"~'a:), 

les  autres  racines  de  l'équation  (67)  seront: 

68)      <     yi  =  A^i.  <?^i>  ^^xy  •  •  •  d""*^i)5 


Maintenant,  dans  le  cas  en  question  ^^ , . . .  x^^^^^  seront  des  fonctions  rationnel- 
les de  la  racine  x.     Faisons  en- conséquence 

X^  ^^^  UlXj    X^ Og^Xy    •    •    •   ^m-l  ""—  Crm— 1^> 

les  racines  de  l'équation  (67)  auront  la  forme: 

y^=f(e,x,  eOjx,  m^x, . . .  e^^Otx). 

Suivant  l'hypothèse  les  fonctions  0  et  Oi  ont  la  propriété  que: 

OdiX  =  010X, 
équation  qnii,  en  vertu  du  théorème  I,  aara  lien  en  sobstitoant  à  la  place  de  x 
une  antre  racine  quelconque  de  l'équation  9);r=s:0.     On  en  tire  successivement 


L'expression  de  y^  deviendra  par  la: 

y^  =  fiO^x,  dydx,  did'x, ....  ©,^-»a?), 
et  on  voit  que  y^y  comme  y,  est  une  fonction  ratiotmeUe  et  symétrique  des 
racines 

Donc  en  vertu  du  théorème  II  on  peut  exprimer  y^  rationnellement  par  y  et 
des  quantités  connues.  Le  même  raisonnement  s'appliquera  à  toute  autre 
racine  de  l'équation  (67).  Soient  maintenant  Py,  A^y  deux  racines  quelcon- 
ques, je  dis  qu'on  aura 


13Ô 

En  effet  ayant  p.  ex. 

si 

on  aara,  en  mettant  0^  an  lieu  de  ^r: 


ou 


donc 


et  également 

donc,  puisque       Oxd^=^0%dxXj 

XX^y  =  X^Xy. 

Les  racines  de  l'équation  (67)  auront  donc  précisément  la  même  propriété 
que  celles  de  l'équation  q)x:=0. 

Cela  posé,  on  peut  appliquer  à  l'équation  (67)  le  même  procédé,  qu'à 
r  équation  q>x=zO;  c'est-à-dire,  la  détermination  de  y  peut  s'effectuer  à  l'aide 
de  deux  équations,  dont  l'une  sera  résoluble  algébriquement  et  l'autre  aura  la 
propriété  de  l'équation  q>xz=zO. 

Donc  le  même  procédé  peut  encore  être  appliqué  à  cette  dernière  équation. 
En  continuant,  il  est  clair  que  la  détermination  de  x  pourra  s'effectuer  à  l'aide 
d'un  certain  nombre  d'équations,  qui  seront  toutes  résolubles  algébriquement 
Donc  enfin  l'équation  (px=zO  sera  résoluble  à  l'aide  d'opérations  algébriques» 
en  supposant  connues  les  quantités  qui  avec  x  composent  les  fonctions: 

(pXy    OXy    OiXy    ôyT,  .  •  ,  Om-i^* 

n  est  clair  que  le  degré  de  chacune  des  équations  auxquelles  se  réduit  la 
détermination  de  x,  sera  un  facteur  de  /i  qui  marque  le  degré  de  l'équation 
(px:=zO;  et: 

Théorème  IX.  Si  l'on  désigne  les  degrés  de  ces  équations  respective- 
ment par 

on  aura: 
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En  rapprochant  ce  qoi  précède  de  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  §.  3,  on 
aura  le  théorème  suivant: 

Théorème  X.  Supposant  le  degré  fi  de  l'équation  q^x^zzO  décomposé 
comme  il  suit: 

69)  i^=«r<*<'- ••*«% 

on  Cj,  9^^  ^89  •  •  •  ^a  sont  des  nombres  premiers,  la  détermination  de  x  pourra 
s'effectuer  à  l'aide  de  la  résolution  de  v^  équations  du  degré  f^,  de  v^  équa- 
tions du  degré  e^^  etc.,  et  toutes  ces  équations  seront  résolubles  algébriquement 
Dans  le  cas  où  /i=i2^y  on  peut  trouver  la  valeur  de  a:  à  l'aide  de  l'ex- 
traction de  ^  racines  carrées. 

§.  5. 

AppUcattùn  aus  fonctionê  circulaires. 

En  désignant  par  a  la  quantité  — ,  on  sait  qu  on  peut  trouver  une  équa- 

4 

tion  algébrique  du  degré  /i,  dont  les  racines  seront  les  ^i  quantités: 

coso,  cosSo,  cos3<;^  .  •  .  cos//a, 
et  dont  les  coeffîciens  seront  des  nombres  rationnels.     Cette  équation  sera 

70)  ;g^  — ;^^.a:^-«  +  ^V.  ^^'^^^  .xf*'^...=0. 

Nons  allons  voir  que  cette  équation  a  la  même  forme  que  F  équation  xx-r^zQ 
considérée .  dans  le  paragraphe  précédent 

Soit  eosa=:^,  on  aura  d'après  une  formule  connue,  quel  que  soit  a: 

71)  cos  ma -=^6  (cos  a) , 

où  6  désigne  une  fonction  entière.  Donc  cos  ma,  qui  exprime  une  racine  quel- 
conque de  l'équation  (70),  sera  une  fonction  rationnelle  de  la  racine  x.  Soit 
6jX  une  autre  racine,  je  dis  qu'on  aura 

ee^x:=id^ex. 

En  çffet,  soit.  Q^xz=::^Qo^m%  la  formule  (71)  donnera,  en  mettant  m^a  au  lieu  de  a: 

cos(mm'a)  =  6(cosw'a)  =  00  ^x. 
Da  la  même  manière  on  aura 

QQ^{m^ma)  =  0^{cosma)  :=  O^Oxy 
donc  : 

O0j^xz=zO^Ox. 
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Donc  suivaiit  ce  qu'on  a  va  dans  le  paragraphe  précédent, 

X  ou  cosa=:cos 

.    1^     - 

pourra  être  déterminé  algébriquement     Cela  est  connu.' 

Supposons  maintenant  que  /i  soit  un  nombre  premier  ==2n4-l9  les  raci- 
nes de  l'équation  (70)  seront: 

cos  ^  ^^   ,   cos  ^r-Ar-,  .  .  .  cos  ^r-^"  >  cos2;r 

La  dernière  racine  cosStf  est  égale  à  l'unité  donc  l'équation  (70)  est  divisible 
par  X — 1.    Les  autres  racines  seront  toujours  égales  entre-elles  par  couples, 

car  on  a  cos.; — ^=cos  ^  "t,,  ~^'  ^  >  donc  on  peut  trouver  une  équation  dont 
les  racines  seront, 

72)  co8-?ÎL^,  cos  ,^,  . . .  cos-??^  . 

Cette  équation  sera: 

73)  a^'\-j^x^^—^{n—  l)a?*-*  — 1(»—  2)ar*-» 

Cela  posé,  soit 

2;c 
COS  ~ — ï-  =  a:  =  cosa, 

on  aura  d'après  ce  qui  précède: 

2mTC  A 

COS  -- — --=Oar  =  cos  ma, 

2n+l 

L'équation  (73)  sera  donc  satisfaite  par  les  racines 

74)  X,  O^r,  0*0:,  e"ar, . . . 

On  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a: 

6(cos  a)  =  cos  ma. 
De  la  on  tire  successivement: 

6*  (cos  a)  =  6  (cos  ma)  =  cos  m*a, 

» 

e'  (cos  a)  =  0  (cosm'ûr)  =  cos  m'^r, 


6*"(cos  a)  =  O(cosm""'^ûr) = cosm/^o. 

Les  racines  (74)  deviendront  donc 

7S)         cos  a,  cos  ma,  cosm^o,  cosm'o, . . .  cosm^o, . . . 

Cela  posé,  si  m  est  une  racine  primitive  pour  le  module  Zn-^l  (voyez 

Gauss  Disquis.  arithm.  pag.  53),  je  dis  que  toutes  les  racines  .    , 

18 
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76)  cosa,  cosmo,  go8i^%  . . .  ewne^^a 

seront  différentes  entre  elles.     En  effet  si  Ton  avait 

cos  m/*a  =  cos  aw^'o, 
où  fi  et  V  sont  moindres  que  w,  on  en  tirerait: 

où  A  est  entier.     Cela  donne  en  remettant  pour  a  sa  valeur     *^    . 

'^  2ii+l  * 

et  par  conséquent 

m^(f'^)  —  1 
serait  divisible  par  2w+l,  ce  qui  est  impossible,  car  2(jii—v)  est  moindre  que 
in,  et  nous  avons  supposé  que  m  est  une  racine  primitive. 
On  aura  encore: 

cos  m^a  =  cos  a, 
car  m*»— l=(m*— l)(m"+l)  est  divisible  par  2»+l;  donc: 

et  par  suite  : 

cos?n''a=:  cos(-[:a-{~^*^^)  =  cos  a. 

De  là  on  voit  que  les  n  racines  de  l'équation  (75.)  pourront  s'exprimer 
par  (76.);  c'est-à-dire  par: 

ar,  Ôo:,  0*^,  ^^x, . . .  ô"-*:r,  où  ô*ar  =  x. 
Donc,  en  vertu  du  théorème  (III),  cette  équation  sera  résoluble  algébriquement 

En  faisant  n=im^.m^. . .  m^^  on  peut  diviser  la  circonférence  entière  du 
cercle  en  2w  +  1  parties  égalés,  à  l'aide  de  eo  équations  des  degrés  jw^,  m^  m^ 
...  ma,.  Si  les  nombres  wi^,  m,, . . .  m»  sont  premiers  entre  eux,  les  coeificiens 
de  ces  équations  seront  des  mombres  rationnels. 

En  supposant  n  =  2%  on  aura  le  théorème  connu  sur  les  polygones  régu- 
liers, qui  peuvent  être  construits  géométriquement. 

En  vertu  du  théorème  V.  on  voit  que  pour  diviser  la  circonférence  entière 
du  cercle  en  2n-f- 1  parties  égales,  il  suffit 

1)  de  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  en  2»  parties  égales, 

2)  de  diviser  un  arc,  qu'on  peut  construire  ensuite,  en  2  »  parties  égales, 
5)  et  d'extraire  la  racine  carrée  d'une  seule  quantité  ç. 

M.  Gauss  a  énoncé  ce  théorème  dans  ses  Disquis.^  et  il  ajoute  que  la 
quantité  dont  il  faut  extraire  la  racine,  sera  égale  à  2w-f- 1.  C'est  ce  qu'on 
peut  démontrer  aisément  comme  il  suit 
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On  a  vu  (40,  38,  46)  que  ç  est  la  valeur  numériqae  de  la  «[aantité 

oiia=:co8-: f-l/' — l.sin— .     En  substituant  poor  x.  Oor, ...leurs  râleurs 

cos  Oj  cos  fnOj  cos  »i%  ...  on  aura  : 

-|-  ç  =(cos  a  +  a  cos  ma  +  a*  ^s  mV  -|-  . . .  +  «*"*.  cos m^^^a) 
X  (cos  a  +a*"*cos»ia+a*-*cosw*a-f-  ...  +  «•  cos  m^^a). 
En  développant  et  mettant  ±  (»  sous  la  forme 

±  P  =  'o  +  ^i»  +  *•«*+  •  •  •  +  '«^i-a*"S 
on  trouvera  facilement. 

tf^  =  cos  a.cosm^a  +  cos »ia. cos mA*+*a  -|- . . .  -j-  cos «•^^"A'a . cos m*"*a 

+  cosm"~A<a.cosa  +  cosm'^i"+*a.cosma+  . . .  +  cosm*"*tf  .cosmi""*a. 

Maintenant  on  a 

cosm'^a.GosmAH^ii  =  ^cos(»i^'*^a  +  m"  a)  -|-  ^cos{mf*'^a  —  m^a)j 

donc: 

t^  =^(cos(iwA«+l)a-|-cos(wi^+l)ma+cos(î«^+l)m*a4-  •  •  •  +  cos(»i^4"l)^""*^) 
+  ^  (cos(»i^ — l)a+cos(mA' — l)ma-|-cos(m^ — l)i»*a+ . . . + co^mf* — i^tri^^ay 

Si  Ton  fait  (»i^4"  *)  ®  =  ^'>  ('^ —  1)  tf=«*î  on  aura 

f^=^(cosa'  +  O(cosa')  +  6*(cosa')  +  •  •  •  +  6"'^(cosa')) 
+  i  (coso»  +  e(cos  «•)  +  e'(cos  a*)  4-  •  •  •  +  O*"*(cos  o^)). 

Cela  posé,  il  y  a  deux  cas,  savoir:  fi  est  différent  de  zéro  ou  non. 
Dans  le  premier  cas  il  est  clair  que  cos  a'  et  cos  tf  sont  des  racines  de 
l'équation  (73),  donc  cos  a'  =  ô^ar,  cos  a*  =  ^^x.     En  substituant,  il  viendra,  en 
remarquant  que  6'*^  =  :r: 

f^  =  ^  (6^0?  +  0^+*^  +  •  •  •  +  0""'^  +  ar  +  ex  +  . . .  +  O'-^ar) 
+  i(e':p  +  e*+*a:  +  . . .  +  e-^ar  +  a:  +  e:p  +  . . .  +  0«-'ar), 
donc 

^^  =  a;  +  60?  -j-  6^^  +  •  •  •  +  6"^*^, 
c'est-à-dire  ^^  est  égal  à  la  somme  des  racines;  par  suite  en  vertu  de  l'équa- 
tion (73): 

Dans  le  cas  où  /t  =  0,  la  valeur  de  ^^  deviendra: 

<o  =  y  (cos 2a  -f-  eos2ma  +  •  •  •  +  cos  £m*"*flf)  -f-  i-^; 
6r  cos  2  a  est  une  racine  dé  l'équation  (73),  donc  en  faisant 

cos  2a  =  0*':r, 

18* 
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on  aura 

cos  2a  -j-  cos  2ma  +  •  •  •  +  ^^  inC^^a 
=  ^^x  +  0*^+*^  +  •  •  •  +  V^^x  -h  ar  +  ear  + . . .  4-  ^^'^x 
par  conséquent: 


7 


71 


1 


En  vertu  de  ces  valeurs  de  t^  et  ^^,  la  valeur  de  ±  (»  deviendra. 


iP 


?2 


^  —  ^.  (a  +  a*  -|-  a*  -|-  . . .  -j-  a*^*), 


mais 


donc 


a  -{-«*  +  a'  H"  •••  4"  ^""*  =  —  1» 


1 


et  puisque  ç  est  essentiellement  positif, 

Cette  valeur  de  ç  donne 

l/-e=i.K(2n+l),- 
donc  la  racine  carrée  qu'il  y  a  à  extraire  est  celle  du  pombre  Sn-f*!?  comme 
le  dit  M.  Gauss  *). 

Christiania,  29.  Mars  1828. 


*)  L^auieur  donnera  dans  une  autre  occasion  des  applications  aux  fonctions  elliptiques. 

(Note  de  Mr.  CreUe.) 
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xn. 


Recherches  sur  les  fonctions   elliptiques. 


JLPepnis  longtemps  les  fonctions  logarithmiques,  et  les  fonctions  exponentielles 
et  circnlaires  ont  été  les  seules  fonctions  transcendantes,  qui  ont  attiré  Tatten- 
tion  des  géomètres.  Ce  n'est  que  dans  les  derniers  temps,  qu'on  a  commencé 
à  en  considérer  quelques  autres.  Parmi  celles-ci  il  faut  distinguer  les  fonctions, 
nommées  elliptiques,  tant  pour  leur  belles  propriétés  analytiques,  que  pour  leur 
application  dans  les  diverses  branches  des  mathématiques.  La  première  idée 
de  ces  fonctions  à  été  donnée  par  l'immortel  Euler^  en  démontrant,  que  l'équa- 
tion séparée 

i\         ^ I ^ _0 

est  intégrable  algébriquement     Après  Euler,  Lagrange  y   a  ajouté  quelque 

chose,   en  donnant   son  élégante   théorie   de  la   transformation   de  l'intégrale 
R.ds 


J  \ 


^  -vx,      «  ax-,  j  OU  R  est  une  fonction  rationnelle  de  x.     Mais  le  pre- 

mier  et,  si  je  ne  me  trompe,  le  seul,  qui  ait  approfondi  la  nature  de  ces  fonc- 
tions, est  M.  Legendre^  qui,  d'abord  dans  un  mémoire  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques, et  ensuite  dans  ses  excellents  exercices  de  mathématiques,  a  développé 
nombre  de  propriétés  élégantes  de  ces  fonctions,  et  a  montré  leur  application. 
Depuis  la  publication  de  cet  ouvrage,  rien  n'a  été  ajouté  à  la  théorie  de  M.  Le- 
gendre.  Je  crois  qu'on  ne  verra  pas  ici  sans  plaisir  des  recherches  ultérieures 
sur  ces  fonctions. 

En  général   on  comprend  sous  la  dénomination  de   fonctions  elliptiques, 

toute  fonction,  comprise  dans  l'intégrale 

Rds 


Â 


OÙ  R  est  une  fonction  rationnelle  et  à,  /?,  Yy  ^,  «  sont  des  quantités  constantes 
et  réelles.  M.  Legendre  a  démontré,  que  par  des  substitutions  convenables  on 
peut  toujours  ramener  cette  intégrale  à  la  forme 
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J  /(a+*5r«+qf*)  ' 

OÙ  P  est  une  fonction  rationnelle  de  y^.     Par  les  rédactions  convenables,  cette 
intégrale  peut  être  ensuite  ramenée  à  la  forme 

/A^By"^  dy 


et  celle-ci  a: 

*^+ Ain^  0  dO 


J  i 


C+2>8Îii»  e     /(l— c»  gin*  e)  ' 
où  c  est  réel,  et  moindre  que  l'unité. 

De  là  suit,  que  toute  fonction  elliptique  peut  être  réduite  à  l'une  des  trois 
formes  : 

auxquelles  M.  Legendre  donne  les  noms  de  fonctions  elliptiques  de  la  pre- 
mière, seconde  et  troisième  espèce.  Ce  sont  ces  trois  fonctions,  que  M.  Le- 
gendre a  considérées,'  surtout  la  première,  qui  a  les  propriétés  les  plus  remar- 
quables et  les  plus  simjiles. 

Je  me  propose,  dans  ce  mémoire,  de  considérer  la  fonction  inverse,  c'est-a- 
dire  la  fonction  tpa,  déterminée  par  les  équations 

8in6  =  g)(a)  =  :r* 
La  dernière  équation  donne 

rfe.K(l  —  sin  ^e)  =zd.(pa=z  dx, 
donc 

y*  ds 

M.  Legendre  suppose  c^  positif  mais  j'ai  remarqué,  que  les  formules  devien- 
nent plus  simples,  en  supposant  c^  négatif,  =  —  e^.     De  même  j'écris  pour 
'  plus  de  symétrie  1 — c^x^  au  lieu  de  1 — a?^     En  sorte  que  la  fonction  q>a=^x 
sera  donnée  par  l'équation 

>•  ds 

0  v^[(l— c«jr*)(l+e*x2)]* 

OU  bien 

ç)'a  =  1/'((1  —  c  V«)  (1  +  «  V«)) 

Pour  abréger,  j'introduis  deux  autres  fonctions  de  a,  savoir: 

fa  =  V{i—c^(p^a);  Fa  =  ]/(l  +  e\^a). 
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Plusieurs  propriétés  de  ces  fanctions  se  déduisent  immédiatement  des 
propriétés  connaes  de  la  fonction  elliptique  de  la  première  espèce,  mais  d'au- 
tres sont  plus  cachées.  Par  ex.  on  démontre,  que  les  équations  q)a  =  0, 
/a  =  0,  Fa=zO  ont  un  nombre  infini  de  racines,  qu'on  peut  trouver  toutes. 
Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  est,  qu'on  peut  exprimer  rationnelle- 
ment (p{ma\  f{ma)^  F{ma)  {m  étant  un  nombre  entier)  en  (pa^  fa^  Fa.  Aussi 
rien  n'est  plus  facile,  que  de  trouver  (p{ma)y  f(p^^)  F{ma)y  lorsqu'on  connaît 
(pa^  /a,  Fa  ;  mais  le  problème  inverse,  savoir  de  déterminer  q>ay  fa^  Fa  en 
qp(nia),  /][ma),  Fipia)  est  plus  difficile,  parcequ'il  dépend  d'une  équation  d'un 
degré  plus  élevé  (savoir  du  degré  m*). 

La  solution  de  cette  équation  est  l'objet  principal  de  ce  mémoire.  D'abord 
on  fera  voir,  comment  on  peut  trouver  toutes  les  racines,  au  moyen  des  fonc- 
tions 9),  fj  F.     On  traitera  ensuite  de  la  solution  algébrique  de  l'équation  en 

question,  et  on  parviendra  à  ce  résultat  remarquable,  que  ç  (—j  ;  f(~)  ;  ^(—j 

peuvent  être  exprimés  en  q>a,  fa^  Fa^  au  moyen  d'une  fonction,  qui,  par  rapport 
à  a,  ne  contient  d'autres  irrationnalités  que  des  radicauk.  Cela  produit  une 
classe  très  générale  d'équations,  qui  sont  résolubles  algébriquement  II  est  à 
remarquer,  que  les  expressions  des  racines  contiennent  des  quantités^  constan- 
tes, qui,  en  général,  ne  sont  pas  exprimables  par  des  quantités  algébriques.  Ces 
quantités  constantes  dépendent  d'une  équation  du  degré  m*  —  1.  On  fera  voir 
comment,  au  moyen  de  fonctions  algébriques,  on  peut  en  ramener  la  solution  à 
celle  d'une  équation  du  degré  m-\-  1.  On  donnera  plusieurs  expressions  des 
fonctions  ç)(2/î  +  1)^;  /l2n  +  l)a;  iF\2w+l)a  en  fonctions  de  (pa,  fa^  Fa.  On 
en  déduira  ensuite  les  valeurs  de  (pa,  fa^  Fa  en  fonctions  de  a.  On  démon- 
trera, que  ces  fonctions  peuvent  être  décomposées  en  un  nombre  infini  de  fac- 
teurs, et  même  en  une  infenité  de  fractions  partielles. 

§.1. 

PrapHéte9  fondamentales  deê  fonetione  9a;  /a;  Fol. 


En  supposant,  que  q>a'=ix  (1),  on  aura  en  vertu  de  ce  qui  précède 

2)  ^^=^J^—————————. 


' 
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Par  là  on  voit»  que  a,  considéré  comme  fonction  de  Xy  est  positif  depuis  :r=:0, 
josqn'à  a:  =  — .     En  faisant  donc 


c 


^  f=/ 


G 


0      •[(!— c«jr«)(l+e«jr«)] 

il  est  évident,  que  tpa .  et  positif  et  va  en  augmentant  depuis  te  =  0  jusqu'à 
a==-~»  et  qu'on  aura 

4)  y(o)=o,9,(|.)=l. 

Parceque  a  change  de  signe,  lorsqu'on  écrit  —  :r  à  la  place  de  x\  if  en  est  de 
méine  de  la  fonction  q>a  par  rapport  à  a,  et  par  conséquent  on  aura  l'équation 

5)  ç)( — a)  =  —  ç)(a). 

En  mettant  dans  (ï)  xi  wl  lieu  de  x  (où  i^  pour  abréger,  représente  la  quantité 
imaginaire  V^ — 1)  et  désignant  la  valeur  de  a  par  /?i,  il  viendra 

6)  ;ri  =  cp(/îf)  et  5  =  f — ^. 

/9  est  réel  et  positif  depuis  x=iO  jusqu'à  â?  =  — ,  donc  en  faisant 


'>      1=/ 


e 


0   v^ca— ««««)(! +€»«»)]  * 

X  sera  positif  depuis  fi=  zéro  jusqu'à  /Jr=  ^,  c'est-à-dire,  la  fonctioii -r  7  (/9t) 

sera  positive  entre  les  mêmes  limites.     En  faisant  /9=a  et  y  =:î^,  on  a 

_/•' ^^ 

donc  on  voit,  qu'en  supposant  c  au  lieu  de  ^  et  e  au  lieu  de  ^, 

î^^  se  changera  en  tpa. 

Et  parceque  fa  t=  V^(l  —  ^*V*a), 

Fa  =  1/(1  +  6*ç)*a), 

on  voit,  que  par  le  changemant  de  c  en  c  et  c  en  r,  f{ai)  et  F{ai)  rentreront 
respectivement  en  Fa  et  fa.  Enfin  les  équations  (3)  et  (7)  font  voir,  que  par 
la  même  transformation,  o  et  g  rentreront  respectivement  en  o  et  to. 

Suivant   (7)  on  aura  x  =  —  pour  /î  ==  ^ ,   donc  en  vertu  de  l'équation 
a?£==ç)(^i),  il  viendra 

8)  »(|^)='4- 
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En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  aura  les  valeurs  de  tpa  pour  toute  valeur 

réelle  de  a,  comprise  entre  —  ^  et  -j*  v  '  ^^  P^^'*  toute  valeur  imaginaire 

de  la  forme  fii  Ae  cette  quantité,  si  fi  est  une  quantité  contenue  entre  les  lind- 

tes tt   ^^  H"  -7  *     ^  s'agit  maintenant  de  trouver  la  valeur  de  cette  fonction 

pour  une  valeur  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  de  la  variable.  Pour  y  par- 
venir, nous  allons  d'abord  établir  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions 
9>,  f  et  F. 

Parce  qu'on  a 

f^a  =  1  —  c*ç)*a, 
F^a  =  1  +  c*ç)*a, 
on  aura,  en  différentiant: 

fa.f'a  =  —  c^a.ç'a. 
Fa .  F'a  =  é^gxx  •  tp'a. 
Or  d'après  (2)  on  a 

ç)'a  =  y((i—c\*a)  (1  +  e\^a))  =  fa.Fa, 

donc,  en  substituant  cette  valeur  de  q>'a  dans  les  deux  équations  précédentes, 
on  trouvera,  que  les  fonctions  tpa,  fa^  Fa  sont  liées  entre  elles  par  les  équations 

!ç)'a  '=ifa.Fa^ 
f'a=z  —  c\a.Fay 
^F'a=:e\a.fa. 

Cela  posé,  je  dis,  qu'en  désignant  par  a  et  /?  deux  indéterminées,  on  aura 

10)  \  A«+/5)= i^,.,.V«9^ft ' 

^\^+P) l+e«cVa-9^P 

Ces  formules  peuvent  être  déduites  sur  le  champ  des  propriétés  connues 
des  fonctions  elliptiques  ;  mais  on  peut  aussi  les  vérifier  aisément  de  la  manière 
suivante. 

En  désignant  par  r  le  second  membre  de  la  première  des  équations  (10), 

on  aura,  en  différentiant  par  rapport  à  a  : 

19 


' 
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(çtt  ./p ,  jyp  4-  9P  ■/«  ■  Fol)  .  jg^c^çg .  9*p  >  ç'g 

Eo  substituant  pour  g)'^,  f'a^  F'a  leurs  valeurs  données  par  les  équations  (9), 
il  viendra 

Vrfa/        l+e«c«9»a,.9*{l  (l+e*c«9*a.9«p)* 

9ft.9P.(l+g>c«9«tt9^p)(— c>J'«tt+eVa)— >»*<?*9tt9p.9*P>/»«.J^« 
"•  (l+e«c»9«a9«P)» 

d'où,  en  substituant  pour  f^a  et  F*a leurs  valeurs:  1 — c*g>*a,  ,  14*^*V%ct 
en  réduisant,  on  tire 

/  dr\_^  (1— g^cg9«a.9«p)[(e«~c*)9«>9P+A'/P'Jtt>/P]— »g^g*9«*9P(9*«+9*P) 
Vrfa/  (l+e«c«9*a.9«P)a 

Maintenant  »  et  /?  entrent  symétriquement  dans  l'expr^sion  de  r;  donc  on 
aura  la  valeur  de  v-^^  ^^  permutant  a  et  /?  dans  la  valeur  de  (-^}*  Or  par 

cela  l'expression  de  (-^J  ne  cbange  pas  de  valeur,  donc  on  aura  \-^A  =  (^ J- 

Cette  équation  aux  différentielles  partielles  fait  voir  que  r  est  fonctiott 
de  fi^+i^î  ^^^^  ^^  ^^^ 

La  forme  de  la  fonction  tf;  se  trouvera,  en  donnant  a  ^  une  valeur  particulière» 
En  supposant  par  ex.  /?  =  0,  et  remarquant  que  9(0)  =  0,  /*(0)=:1,  jP(0)=1» 
les  deux  valeurs  de  r  deviendront  ^ 

r  =  9)(a)  et  r  =  i/'(a), 
donc 

tp(a)  =  ç)(a), 

et  de  là 

r  =  i/;(a+/î)=9?(a+/î). 
La  première  des  formules  (10)  a  donc  lieu  effectivement 

De  la  même  manière  on  vérifiera  les  deux  autres  formules. 
Des  formules  (10)  on  peut  déduire  une  foule  d'autres.     Je  vais  rappor- 
ter quelques-unes  des  plus  remarquables.   Pour  abréger  je  fais. 
11)  l+c*é?Va.g)V=fi 
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En  changeant  d'drord  le  signe  de  Pi  on  obtiendra 

y(«-f-/?)--y(«-/?)='^^-S-^. 


12) 


jR 


En  formant  le  prodait  de  9>(a+/S)  et  9>(a — ^  on  trouvera 

il»  ' 

OQ,  en  sabstitaaut  les  valears  de  /^Vj  ^*A  /^*^>  ^*«  ^^  9 fi  ^*  9^«- 

(y«g— 9«p)(l+e«g»yaa.y«P)  , 

•r  *  =  1  +  e*c*qi*a.^^fi,  donc 

13)  y(«+/g).y(«-/g)='P'V'^- 

On  trouvera  de  même 

1— c«9*a— c«9«g— c'e*9'a.y*P  __  /*tt./*P— <;«(c«+e«)y«a.y«p 

|'\«+P)  •  ^X« — P)= 5 5 




4. 


En  faisant  dans  les  formules  (10)  /ï=d:-2'*  '^^^^~¥*^  ^  rrami^fiant 
qae  /*(±y)  =  0,    lî" (±  ^ i)  =  0,  on  aura 


19 


;   I 
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9s 


15) 


K'±i) 


F-- 
2 

Fol 


"j 


.(«±f')=±.^»-.f;^(«±^')=T-;|;-^^ 


on  bien: 


16) 


ifii  ' 


De  là  on  tire  sur  le  champ: 

»  (|.j+.)=,(|i-„)i  f(|(+«)=- /■(£«_); 


18)      ,(.±  »)..p(.  +  |<)=±li/-(<.±^>«=i/(^|.*)/<=i. 


En  faisant  a  =  -^  et  ^  i,  on  trouve  de  là 


Kï+t')=*'  ''(ï+ï')=i>''(ï+î') 


1 

IF' 


Ensuite  les  équations  (17),  en  y  mettant  dans  les  trois  premières  a-f-  "v  ^^  ^^^ 
de  a,  et  dans  les  trois  dernières  a-\-^i  au  lien  de  a,  donnent  les  suivantes 


'«)  it 


\ 
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ç)(a4-(i})  =  — ç,a;  /(«  +  «»)  =  —  A;  ^a+w)  =        ^a; 
.)-i3i)  =  — ç)o;  /(a4-oi)==       /"«;  /T(a+0i)  =  —  Fa; 
et  en  mettant  a  -[-  co  et  a  -f*  csi  au  lieu  de  a  : 

iç)(2a)+a)==  (pa;   ç)(2cîi-|-«)=  9^«;  ç(û)+o^"f"«)==9^; 
A2«)+a)=/'«;    /(2oi+«)=/a; 
^2» + a)  =  F«  ;  /1(2ot  +  a)  =  Fa. 
Ces  équations  font  voir  qne  les  fonctions  9a,  /a,  Fa  sont  des  fonctions  p^ri- 
odiques.     On  en  déduira  sans  peine  les  suivantes,  où  m  et  n  sont  deux  nom- 
bres entiers  positifs  ou  négatifs: 

iç)((»ï-4-«)o>+(»t — »)ai-|-o)=ç»a  ;  q){iijn-{-n)ia-\-{jn — «-|-I)eji4"«)=  -^V«  ; 
/(2»t«)+wai-|-«)=/«;       /((2m-j-l)o)+wat+a)=— /«; 
^«ia)-i-2Mot-fo)=+Fa;  i!l[m<»+(2»+l)at-4-a)=— F«. 
Ces  formules  peuvent  aussi  s'écrire  comme  il  snit:- 

i(p{rn(o  +  nai  ±  «)  ==  ±  ( — !)"+"•  ç»a> 
/Kwio)  -f-  «a»-±  a)  =  (—!)-./«, 
/T[ma»  -}-  nat±  a)  =  (— l)".Fa. 
On  peut  remarquer  comme  cas  particuliers: 

iy(»l©±a)=±(— l)".g)a;  9)(Mtw±a)=±( — l)».ç>a; 
/|;ma)±«)=(— l)-/a;        /i;noi±a)=/«; 

5. 

Les  formules  qu'on  vient  d'établir,  font  voir  qu'on  aura  les  valeurs  des 
fonctions  ça,  fay  Fa  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  la  vari- 
able, lorsqu'on  les  connaît  pour  les  valeurs  réelles  de  cette  quantité,  comprises 

entre  -^  et  —  -^  et  pour  les  valeurs  imaginaires  de  la  forme  §iy  où  §  est  corn- 
pris  entre  -^  et  —  -?• . 

r  2  2 

En  effet,  supposons  qu'on  demande  la  valeur  des  fonctions  ^pC^^  +  Z^i)» 
/(a-f*/^^)»  ^(^  +  /^09  ^^  a  et  /?  sont  des  quantités  réelles  quelconques.  En 
mettant  dans  les  formules  (10)  /?i  à  la  place  de  /?,  il  est  clair,  qu'on  aura  les 
trois  fonctions  dont  il  s'agit,  exprimées  par  les  fonctions  9»,  /a,  Fa^  q>{fii)9 
f{P^9  f\Pi)-  U  ne  reste  donc,  qu'à  déterminer  ces  dernières.  Or,  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  a  et  ^,  on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  entiers 
fn  et  ^,  tels  que  az=:m  .f»-^a%  fi  =zna:^fi\  ^^  ^'  ^^*  ^°^  quantité  comprise 


lôO 

entre  0  et  -{-  —  ^  et  fi'  entre  0  et-j-  — .    Donc  on  aura,  en  vertu  des  équa- 
tions  (22%  en  substituant  les  valeurs  précédentes  àe  a  et  fi: 

q>(a)  =  g>(mœ  ±  «')  =  i  ( — 1)*  V^'> 
f{a)  =  f{mw  ±  «0  =  (— ir./a', 
F(a)  =iF\mm  ±  a')  =  Fa', 
ipifii)  =(p{msi  ±fi'tl=±{—ir'q>m> 
flfii)  =  f{7mi  ±fi'i)=m% 
FXfii)  =F{fnsi±fi'i)=(—i)\  fXfi't). 

Donc  les  fonctions  9a,  /a,  Fa,  ^(^i),  /|[/?f)9  F(fi%)  seront  exprimées  comme  on 

vient  de  le  dire,  et  par  suite  aussi  les  fonctions  9(a-f-/?09  fi^'^fi^^  ^^+/^0* 

Nous  avons  vu  précédemment,  que  q)a  est  réel  depuis  a  =  —  -^  jusqu'à 

a  =  +  -^ ,  et  que  ^V    est  réel  depuis  a  =  —  ^  jusqu'à  a  =  +  ■?-. 

2  t  2  2 

Donc  en  vertu  des  équations  (22)  il  est  clair: 

1)  que  q>{a)  et  ^\  ^  sont  réels  pour  toute  valeur  réelle  de  a;   9>a  est 

compris  entre et  H ,  et  *iî!l  entre et  -| ; 

C  C  '   t  6      .  è 

2)  que  q}{a)  s'évanouit  pour  a  =  mco,  et  ^\'  pour  a  =  mo,  m  étant  un 

nombre  entier  positif  ou  négatif;  mais  ip(a)  n'est  pas  nul  pour  aucune  autre 
valeur  réelle  de  a. 

En   remarquant,  que  /'a=r|/^(l— i?*ç)*a).  Fa  =  |/"(l+6*ç*a),  il  suit  de 
ce  que  nous  venons  de  dire  : 

1)  que  les  fonctions  fla)y  FXa)^  /(<«{) ,  F\ai)  sont  réelles  pour  toute  va- 
leur de  a; 

2)  que  /(a)  est  compris  entre  les  limites  —  1  et  -|-  1  et  F(a)  entre  les 

litmites  -f-  1  et  -{-  |/(l  4*  "-rj^  ensorte  que  Fa  est  positif  pour  toute  valeur 
réelle  de  a; 

3)  que  f[at)  est  positif  et  compris  entre  les  limites  -^i  etyCl-^-  ^j 

,et  FXcci)  entre  les  limites  —  1  et  -f-  1  pour  toute  valeur  réelle  de  a; 

4)  que  f{a)  s'évanouit  pour  a=(m-f-^)o0  et  F^ia)  pour  a=(ffi-|-i^)o; 
mais  pour  nulle  autre  valeur  de  a. 


loi 

On  remarqaera  ce  qui  sait,  comme  corrollaires  qu'on  tire  des  foramles  (22): 

1)  Soit  a=0.   '  Dans   ce  cas,  en  remarquant  que  7(0)  =  0,  f(p)=zi, 
F{0)  ±=  1,  on  aura 

/(m«)  4.  nai)  =  (— 1)- 
F(mù)  -{-  7mi)  =  V —  1)* 

2)  Soit  a  =  —-  En  vertu  des  équations  : 


c 


on  aura 


ç,((m+i)«,4-»oi)  =  (—  1)-^ .  i 
24)  {  /((»t4-i)w+nat)  =  0, 


^(«t+ï)  eoH-woi)  =  (—  !)••  -. 


e 


3)  SoU  a  =  -—  t.     En  vertu  des  équations 


»(•î')=T•''(ï')=■^.'■(ï')=». 


on  aura 


25)  i/(m«»+(»-Hi)oO=(-l)''x. 

F(mc»  +  (»-f  ï)a»)  =  0. 
A)  Soit  a=  -^ — h-v"**     ^'^  vertu  des  équations  ci-dessus  on  aura 

i9(<»»+  i)  «  +  («+ i)a«)  =  i, 
/(('»+i)«>H-(»+iM)  =  i, 

•  6. 

Les  équations  (23),  (24)^  (25)  font  voir  que  la  fonction  (p(a)  s'évanouit 
toutes  les  fois  que  a  est  de  la  forme  a==mo>-f-7^J;  que  fa  s'évanouit  toutes 
les  fois  que  a  est  de  la  forme  a=(m-f-^)œ4-'M»'  et  que  Fa  s'évanouit  toutes 
les  fois  que  a  est  de  la  forme  a=iiio)-f-(n-f-^)o^'«  Or  je  dis  que  pour  toute 
autre  valeur  de  a,  les  fonctions  çxir,  /W,  Fa  auront  nécessairement  une  valeur 
différente  de  zéro. 
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Supposons  en  effet  qu'on  ait 

a  et  fi  étant  des  quantités  réelles.     En  vertu  de  la  première  des  formules  (lO), 

cette  équation  peut  s'écrire  comme  il  suit: 

9a./(pi).JP'(pt)+9(ftt)./ft.J'tt  _Q 
l  +  e«c«9aa.ç«(Pi) 

Maintenant  les  quantités  (pa,  f{pi)y  F{fit)  sont  réelles  et  q>{fi%)  est  de  la 
forme  i..^  où  ^  est  réel;  donc  cette  équation  ne  peut  pas  subsister  à  moins 
qu'on  n'ait  séparément: 

Ces  équations  ne  peuvent  être  satisfaites,  que  de  deux  manières,  savoir,  en  faisant 

(jp(a)  =  0,  ç(/ît)  =  0, 

ou 

Les  deux  premières  équations  donnent  a  =  mca  ;  p  =  nzi. 
Les  deux  dernières,  en  remarquant  que  Fa  et  /\fii)  ne  peuvent  jamais  s'é- 
vanouir, donnent 

d'où 

Mais  pour  ces  valeurs  de  a  et  /?  la  valeur  de  (pio^-^-fii)  deviendra  infinie;  donc 

les  seules  valeur  de  a  et  /?  sont  az=m(o  et  /9=nG,  et  par  conséquent  tontes 

les  racines  de  l'équation 

q){x)  =  0, 
peuvent  être  représentées  par 

27)  X  =  moa  +  nzsi. 

De  la  même  manière  on  trouvera,  que  toutes  les  racines  de  l'équation 

peuvent  être  représentées  par 

28)  a:  =  (m+^)a)+wtrf,  # 
et  celles  de  l'équation 

jF\a?)=:0, 
par 

29)  or  =  WO)  +  (»+y)  W' 

7. 
Les  formules  (26)  font  voir  qu'on  satisfait  aux  trois  équations 

•      (iP(:r)  =  ^,/(^)  =  ^,  F(x)=z^, 
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en.  donnant  à  x  vne  des  valenrs  de  la  forme 

50)  a:  =  (m + J)a» +(»-J4)oi 

Or  on  pent  démontrer  que  les  équations  en  question  n'ont  pas   d'antres 
racines. 

En  effet,  ayant 
o)(«)  =  -i. — î -,/*(;p)=i..  -_J^ ,F{x\=^— î , 

les  éqaatioiis  en  question  entraîneront  celles-ci: 

mais  en  verta  de  ce  qu'on  vient  de  voir  dans  le  numéro  précédent,  ces  équa- 
tions .donnent  respectivement  : 

c'est-à-dire,  on  aura  pour  les  trois  équations: 
c  q.  f.  d. 

a 

Ayant  trouvé  comme  ci-dessus  tontes  les  racines  des  équations 

je  vais  maintenant  chercher  les  racines  des  équations  plus  générales. 

ç)(:r)  =  9)fl,  f{x)=zfa,  F{x)  =  Fa, 
où  a  est  une  quantité  quelconque  réelle  où  imaginaire. 

Considérons  d'abord  l'équation 

ip{x)  — ^  ça  =  0. 
En  faisant  dans  la  seconde  des  formules  (12) 

s+a        o s— a  , 

on  trouvera 


fpx  —  (pa 


l  +  .'c..ç.(^).9«(^) 


-  =0. 
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Cette  éqaation  ne  peut  subsister  qae  dans  l'im  des  cinq  cas  suivants 

1.  si  9>r:^^^:=0,  d'oà  x  =  a-(-2»to)-f-2ncfi, 

2.  si  /■(-^)  =  0,  d'où  or  =  —  a  +  (2m  +  l)o)  +  2iasi, 

5.     siF(^)  = 

4.  siv(f=^)  = 

5.  si<p(£±^)  = 


0,  d'où  a: 


a  +  2m©  +  (2ii-|-  l)i3Î, 


J,  d'où  x=ia-^{2m^i)m-\-{2n^l)xsh 


=  ^5  d'où  a?  =  —  a-f-(2m-f-l)o> -f~(^*f~  1)^' 
La  résolution  de  ces  cinq  équations  est  contenue  dans  les  formules  (27),  (28), 

(29). 

Des  valeurs  trouvées  de  x  il  faut  rejeter  celles,  que  donne  la  formule 

x=z  —  a  +  (2m+l)o)  +  (2w4-l)o^ 
car  une  telle  valeur  de  x  donne  en  verti^  de  (22): 

(pX  =  —  ç^o, 
tandis  qu'on  doit  avoir  (pxz=i(pa]  mais  les  autres  valeurs  de  Xy  exprimées  par 
les  quatre  premières  formules,  peuvent  être  admises.     Elles  sont,  comme  on 
voit,  contenues  dans  la  seule  formule: 

51)  X  =  ( —  l)*^".  a  +  mto  +  wui. 

Telle  est  donc  l'expression  générale  de  toutes  les  racines  de  l'équation 

(pX  =:  ça. 

De  la  même  manière  <m  trouvera,  que  toutes  le  racines  de  l'équation 

fx=fa 
sont  représentées  par. la  formule 

32)  a7  =  ±a-)-2^<^  4*^^^ 

et  toutes  celles  de  l'équation 


par  la  formule 
53) 


Fx=Fa, 


§.  n. 


Formulée  qui  donnent  les  valeurs  de  9(na),  /(na),  F{na)  exprimées  en  fonctions  ratùm- 
^  nelles  de  ça,  fa.  Fol. 

9. 

Reprenons  les  formules  (12).     En  faisant  dans  la  l^  5''  et  5*  a  =  n/?, 
il  viendra: 


lÔÔ 


<p{n+  1)/J  =  — 9)(n  —  l)/î  + 


R 


34)         \f{n  +  i)(f=-f{n-l)fi+^ 

I  » 

où  fi=  1  +c*e».9)"(»/î).çi*/î. 

Ces  formules  donnent  la  valeor  de  9>(^  +  l)/'  en  9(71 — 1)/9  et  ^(tï/S)  ;  celle 
de  /'(w+  l)/î  en  /"(n—  l)/î  et  f{np),  et  celle  de  F{n+  l)fi  en  F(»—  l)/î  et  F(nfi). 
Donc  ei^  faisant  successivement  n  =  1,  2,  3 . .  ,  on  trouvera  successivement 
les  valeurs  des  fonctions: 

9)(2/î),  9(3/5),  ç»(4/î)...9)(»i8), 

F(2/?),  F(3/5),  F(4/î)...F(n/î), 
exprimées  en  fonctions  rationnelles  des  trois  quantités 

9^;  ni  Ffi. 

En  faisant  p.  ex.  n=:  1,  on  aora. 


55)  //'(2^)==:_l  + 


V*P 


l+«»e«9*P  ' 

Les  fonctions  9)(n/?),  /(n/?),  F(np)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ç)/?, 

p 
//^)  ^/^>  on  peut  toujours  les  réduire  à  la  forme  -^-,  où  P  et  Q  sont  des  fono- 

tiens  entières  de  9/f,  ffi,  Ffi.     De  même  il  est  clair,  que  le  dénominateur  Q 
aura  la  même  valeur  pour  les  trois  fonctions  que  l'on  considère.     Soit  donc 

35')         ,,(«/?)  =  :^,  /•(«/?)=  ^ ,  i^„/S)=  -^, 
on  aura  également 

»("  -  W = -fe-'  ''<»-  «''=  ^'  '''•  -  "" = ^- 

En  substituant  ces  valeufs,  la  première  des  formules  (34)  deviendra: 

p^.      p.-  ,    ^f^-^^'-t 

_       r 


«.+.  «.-.  i+c«cVP-r 


«•- 


ao 


* 
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En  égalant  les  nnmérateors  et  les  '  dénominateurs  de  ces  deux  fractions, 
on  anra 

57)  Q^,  =      Q^AQ'n+  é"c*9.V./».). 
La  seconde  et  la  troisième  des  équations  (34)  donneront  de  la  même  manière: 

En  faisant  dans  ces  quatre  formules  n=l,  2,  3 . . .,  et  remarquant^  qu'on  anra: 

P'o^l,  P'r^ffi,    P'o=U  P'i  =  F^> 

on  trouvera  successivement  les   fonctions  entières   Q^    Pm    ^m  P'n»   pour 
toutes  les  valeurs  Ae  n. 

Soient  pour  abréger: 

40)  <jp/9  =  ar, //9  =  y,   F/Î  =  z  et 

41)  /2.  =  j^,  +  6»£^^/»„ 

les  formules  précédentes  donneront: 

En  posant,  n  =  1,  2,  on  aura  : 

72,  =  !9»i  +  e»c»d^i»,  =  1  +  e«c«j^, 

45)    {P^=—PJl,+2yzP,.Q,.Q,=  2xyZy 

/",==  — P'o/2,  +  2yP', .  (p,.  (po  =  — 1  —  e'*''^  +  2/, 

P,  =  —  P,R^-h  2i,zP^Q^Q,  =  _  ariî,  +  4y  Va; .  Ç. 
44)  {      =:r(4yV  Ç,-/2J, 


167 

En  continuant  de  cette  sorte,  et  w  remarquant  que  y*  =  1  —  c^3^^  a^ 
-f-  e^^^  on  verra  aisément,  que  les  quantité»: 

«»>    >  — r~"j  -««•»>  — z. — >  ■*   ^««u 


sont  des  fonctions  entières  des  trois  quantités  x^y  y^y  z*  et  par  conséquent 
aussi  de  l'une  de  ces  quantités  quelconque  pour  une  valeur  entière  quelconque 
de  TU 

Cela  fait  voir  que  les  expressions  de  (p{nfi)y  f{nfi\  ^^)  seront  de  la 
forme  suivante: 

45)     lf{2n^  =  T,,  f{in-\-i)§=f^.T', 

où  T  etc.  représentent  des  fonctions  rationnelles  des  ^piantités  (^^S  (//^)*>  Ç^§)*' 

§.   m. 

Résolution  des  équations 

V    10. 

Suivant  ce  qu'on  a  vu,  les  fonctions  q>(n(i)y  f{nfi),  F(np)  s'expriment  ra- 
tionnellement en  Xj  y  y  z.  Le  réciproque  n'a  pas  lieu,  car  les  équations  X^^O 
sont  en  général  d'un  degré  très  élevé.  Elles  ont  par  cette  raison  un  certain 
nombre  de  racines.  Nous  allons  voir,  comment  on  peut  aisément  exprimer 
toutes  ces  racines  au  moyen  des  fonctions  9,  fy  P. 

A.     Considérons  d'abord  l'équation  9)(n/î)  =  -^,  ou  Qn-q>{jiP)^=^Pn9  ot 

chercbons  toutes  les  valeurs  de  :r. 

n  faut  distinguer  deux  cas,  selon  que  n  est  pair  ou  impair  : 
.  1)  Si  n  est  un  nombre  pair. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  précédent  (4S),  on  aura  dans 
ce  cas 

(p{2n^)  =  V'C^*)  •  ^  •  y  •  ^> 
c'est-à-dire,  en  vertu  des  formulés 

y  =  K(l  -  c^x%  2  =  K(l  +  e^x% 
<p{2n^)  =  xn^{x^).y(il^c^x^Hl  +  e^x^)). 
Donc  l'équation  en  x  deviendra, 

<p«(2»/î)  =  x\^{x^)y.  (1  —  €^x^)  (1  +  e^x^). 
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En  désignant  le  second  membre  par  0(;r*),wn  aora 

ç)*(2m|S)  ==  0(a?'). 
<ffi  étant  une  des  valenrs  de  x^  on  anra 

46)  q>\in§)  =  0(g)*/î), 

«  

éqaation  qiii  a  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /?.     Pour  trouver  les  autres 

valeurs  de  Xy  soit  a;=zfpa  une  racine  quelconque,  on  doit  avoir 

ç*(2n/î)  =  0(9)*a). 
Or,  en  mettant  dans  (46)  a  au  lieu  de  /?,  il  viendra 

9)*(2»a)  =  0(g)*a),  donc: 

47)  ç*(2»/î)  =  9)*(2iia), 
équation  qui  revient  à  ces  deux-ci: 

q>{2na)  =  (p(2nfi)  et  g>(2»a)  =  —  ç(2»/S). 
La  première  donne  en  vertu  de  (31) 

2»a  =  2»/î.( — 1)*+^*  +  m©  +  A'oi, 
où  m  et  /t  sont  deux  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  zéro 
y  compris. 

La  seconde   donne  les  mêmes  valeurs  de  2»a,   mais  de  signe  contraire, 
comme  il  est  aisé  de  voir,  en  l'écrivant  comme  suit: 

q){ —  2na)  =  (p{Znfi). 
Toute  valeur  de  2na,  qui  satisfait  à  l'équation  (47),  peut  donc  être  représentée  par 

2na  =  ±  (2w/? .  (—  1)"^^"  -f  m©  +  fi&i). 
De  là  on  tire  la  valeur  de  a,  en  divisant  par  27t,  savoir: 

« = ±  ((- 1)"^"-/?  + -£- "H- è  o») 

Ayant  la  valeur  de  a,  on  aura 

48)  9)a=±g)((-l)-^^./î+^«>  +  ^i5i)  =  ar. 

Donc  toutes  les  valeurs  de  x  sont  contenues  dans  cette  expression,  et  on  les 
trouvera,  en  donnant  aux  nombres  m  et  fi  toutes  les  valeurs  entières  depuis 
— oo  jusqu'à  +  c».  Or  pour  avoir  toutes  celles  qui  sont  différentes  entre 
elles,  il  suffit  de  donner  k  m  et  fi  des  valeurs  entières  moindres  que  Zti.  En 
effet,  quels  que  soient  ces  nombres,  on  peut  toujours  les  supposer  réduits  à  la 
forme: 

où  Ar,  k'  sont  des  nombres  entiers,  et  m',  /i',  des  nombres  entiers  moindres  que 
in.     En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  a;,  elle  deviendra: 


1 


:«> 
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or  en  vertu  de  (22)  cette  expression  se  réduit  à 

49)         a:  =  ±9({—l)-^^fi+^^+^m). 

Cette  valeur  de  x  est  de  la  même  forme  qae  la  précédente  (48),  m  et  fi  seule- 
ment sont  remplacés  par  m'  et  fi\  qui»  tous  les  deux,  sont  positifs  et  moindres 
que  291  ;  donc  on  obtiendra  toutes  les  valeurs  différentes  de  or,  en  donnant  seu- 
lement À  m  et  ^  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  Zn  excL  Toutes 
ces  valeurs  sont  nécessairement  différentes  entre  elles.  En  effet,  supposons  par 
ex.  qu'on  ait 

±  9  ((-!)-'+'♦' /î+^«  +  ^o<) 

il  s'en  suivrait,  d'après  (31): 

k  et  k'  étant  des  entiers. 
Cette  équation  donne: 

Les  deux  premières  équations  ne  peuvent  pas  subsister  à  moins  que  /r*  ==  1, 
A:=l,  fA'=z2n — /u,  »t'=2» — m,  et  alors  la  dernière  deviendra: 

(—  1)*-^^*  =  _  (_  !)«+/*, 

d'où  l'on  tire: 

(—!)•-+•/*=:— 1, 

résultat  absurde. 

Donc  toutes  les  valeurs  de  Xy  contenues  dans  la  formule  (48)  sont  diffé- 
rentes entre  elles,  si  m  et  ^  sont  positifs  et  moindres  que  2n. 

Le  nombre  total  des  valeurs  de  x  est,  comme  il  est  aisé  de  voir,  égal  à 
2(2w)*=8»*;  or  l'équation  ç?*(2w/S)=e(ar')  ne  peut  pas  avoir  des  racines  égales, 

car  dans  ce  cas  on  aurait  — '  J*^  ^  =  0,  ce  qui  donnerait  pour  x  une  valeur  in- 
dépendante de  /?.  Donc  le  degré  de  l'équation  q>^{2nfi)=ih{x^)  est  égal  au 
nombre  des  racines,  c'est-à-dire  à  Sn^.     Si  par  ex.  n=l,  on  aura  l'équation 

OU  bien  (1  +  e^c^x^)^ .  q>\i§) = ^x\i  —  c*a:^)(l  +  e^x% 
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et  d'après  la  formule  (48)  les  racines  de  cette  éfiation^  an  nombre  de  huit, 
seront: 

^)  Si  n  est  un  nombre  impair  =  2n  -|-  1« 

Dans  ce  cas      '"^^  est,  comme  nous  Favons  vu^  une  fonction  rationnelle 
de  Xy  et  par  conséquent  l'équation  en  x  sera: 
50)  y(2n+l)/î=-§^. 

Précisément  comme  dans  le  cas  précédent^  on  trouvera,  que  toutes  les  ra- 
cines de  cette  équation  peuvent  être  représentées  par 

OÙ  il  faut  donner  k  m  et  fi  toutes  les  valeurs  entières  depuis  —  n  jusqu'à  4-  ^ 
incl.  Donc  le  nombre  des  racines  différentes  est  (2it  -f- 1)^-  C'est  aussi  le  de« 
gré  de  l'équation  en  question.     On  peut  aussi  exprimer  les  racines  par 

Si  par  ex.  n=l,  on  aura  une  équatiOB  da  degré  3* =9. 
La  fomnile  (51)  donne  pour  x  les  9  valeurs  suivantes: 

»(/î); 

K-^  +  t)' 
H^  +  t-fO' 
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B.     CkiBSidérons  mainteiHuit  l'égoatiott 

52)  A»/?)=-^ 

et  cherchons  les  valeurs  de  y^  qui  satisfont  à  cette  équation.      La  fonction 
-^  étante  comme  on  a  vu  plus  hant,  rationnelle  en  y:  l'équation  en  y,  en  faisant 

^  =  Vf{y)»  sera 

Une  des  racines  de  cette  éqaation  est  y=/}?>  don<^  quelle  qae  soit  la  valeur  de  /?: 

55)  /(»/S)  =  ^(/}î); 

Pour  tronver  les  antres  valeurs  de  y^  soit  a  une  nouvelle  inconnue,  telle  que 
y^=zfa^  on  aura 

or,  en  vertu  de  (SS)  le  second  membre  est  égal  à  /(na),  '  donc  pour  déterminer 
a,  on  aura  ^éq^ation 

f{na)  =  f{n^). 
En  vertu  de  (32)  cette  équation  donne  pour  expression  générale  de  na: 

m  et  lA  étant  deux  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  zéro  y  compris. 
De  là  on  tire 

ar=.  +  §A »-J — ^m 

-^       •      n  n 

et  par  conséquent: 

Cest  la  valeur  générale  de  y.  Maintenant  pour  avoir  les  valeurs  différentes 
de  yj  je  dis,  qu'il  suffit  de  prendre  p  avec  le  signe  -j-  ®t  ^^  donner  à  m  et  /i 
toutes  les  valeurs  entières,  moindres  que  n.  En  effe(^  comme  on  a  f^-^c^) 
r=/*( — a),  on  aura  d'abord: 

Donc  on  peut  toujours  dans  l'expression  de  y  prendre  §  avec  le  signe  ^. 
Ainsi  toutes  les  valeurs  de  y  sont  contenues  dans  l'expression 

54)  y  =  /'(|î+^«,4.±.0f). 

Maintenant  quels  que  soient  les  nombres  m  et  /u,  on  peut  toujours  supposer, 

21 


V 


162 
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OÙ  k^  ky  m\  p}  sont  des  nombres  entiers»  les  deux  derniers  étant  ea  même  temps 
positifs  et  moindres  que  n. 
En  substituant  il  viendra 

Or,  en  vertu  de  (22)  le  second  membre  de  cette  équation  est  égal  à 

quantité  de  la  même  forme  que  le  second  membre  de  (54)  ;  seulement  nC  et  /i' 
sont  positifs  et  moindres  que  n.     Donc  etc. 

En  donnant  à  m  et  /i  toutes  les  valeurs  possibles,  moindres  que  n,  on 
trouvera  un  nombre  n*  de  valeurs  de  y.  Or,  en  général  toutes  ces  quantités 
sont  différentes  entre  elles.     En  effet,  supposons  par  ex. 

on  aura  en  vertu  de  (32),  en  désignant  par  A:,  hf  deux  nombres  entiers: 

Puisque  §  peut  avoir  une  valeur  irrationnelle  quelconque,  il  est  clair  que  cette 
éifuation  i^e  peut  pas  subsister  à  moins  qu'on  ne  préfère  dans  le  second  membre 
le  signe  supérieur.     Alors  il  viendra 

fi  n  nu 

d'où  l'on  tire  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires: 

équations  absurdes,  en  remarquant  que  les  nombres  m,  m\  /i,  et  /i'  sont  tous 
positifti  et  inférieurs  à  n.     Donc  en  général  l'équation 

f{np)  =  t^(y) 
a  un  nombre  n^  de  racines  différentes  entre  elles  et  non  pas  un  plus  grand  nombre. 
Or  généralement  toutes  les  racines  de  cette  équation   sont  différentes   entre 
elles.     En  effet,  si  deux  d'entre  elles  étaient  égales,  on  aurait  à  la  fois  : 

f{n§)  =  xp(2f)  et  0  =  tp^y), 
et  cela  est  impossible,  si  l'on  remarque  que  les  coefficiens  de  y  dans  tp(y)  ne 
contiennent  pas  /?.     Donc  généralement  l'équation  (52)  est  nécessairement  du 
degré  »*. 

C.   L'équation 

56)  Finfi)^!^, 
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étant  traitée  absolument  de  la  même  manière  par  rapport  à  Zj  qne  TéqiiatiiHi 
/(n/9)=— !L  l'a  été  par  rapport  à  y,  donne  pour  expression  générale  des  va- 

leurs  de  z: 

57)  z=F(^  +  ^«,+^ot), 

oh  m  et  fjL  sont  entiers,  positifs  et  moindres  que  n.  Le  nombre  des  vdenrs 
de  z  est  »%  et  elles  sont  en  général  toutes  différentes  entre  elles. 

Donc  généralement  Técpiation  (S6)  est  du  degré  n^. 

n. 

Nous  avons  trouvé  ci*dessus  toutes  les  racines  des  équations 

racines,  qui  sont  exprimées  par  les  formules  (48),  (Ki),  (S4),  57).  Toutes  ces 
racines  sont  dijBérentes  entre  elles,  excepté  les  cas  de  valeurs  particolières  de 
/?;  mais  pour  ces  valeurs,  les  racines  différentes  sont  contenues  dans  les  mê- 
mes formules.  —  Dans  ce  dernier  cas  un  certain  nombre  des  valeurs  des  quan- 
tités or,  ^,  z  seront  égales;  mais  il  est  clair  que  toutes  les  valeurs  égales  ou 
inégales  seront  néanmoins  les  racines  des  équations  dont  il  s'agit  Cela  se 
fait  voir  en  faisant  converger  /?  vers  une  valeur  particulière,  qui  donne  pour 
Xy  ou  y,  ou  z  des  valeurs  égales. 

En  faisant  dans  la  formule  (48)  fi  z=z^y  on  aura  Téquation 

58)     v'«=^S^»  dont  les  racines  sont  x=^±(p((—i)^^^+^o)^  ^  ai); 
et  où  m  et  ^  ont  toutes  les  valeurs  entières  et  .positives  moindres  que  2n. 

a.  P 

En  faisant  de  même  dans  la  formule  (50)^9  =  .-—-*,  on  aftra  yars  -~!±.^, 
dont  les  racines  sont 

m  et  fi  ayant  pour  valeurs  tous  les  nombres  entiers  depuis  — n  jusqu'à  -f-i?. 
Enfin  en  faisant  dans  (52),  (56)  fi  =  ^,   on   aura  l'équation 

fa  =  -^  dont  les  racines  sont 

SI* 
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«t  l'équation 
Fa  =  -r^  dont  les  racines  sont 

où  m  et  ^  sont  renfennés  entre  les  limites  0  et  n~—i  incL    Si  »  est  impair 
^2»-f~l>  on  pent  aussi  supposer  . 

v=z(—iy^.f(— — I — î!L_w4.-JL_  o<\ 
if     ^     *•'  •  '  Vin+l  ~  In+l      '   în+l     /* 

•  « 

^        ^        \2fH-l    *     2fi+l       *    i«+l    */ 

m  et  ^  ayant  toutes  les  valeurs  entières  de  —  n  k  -{-n. 

Dans  toutes  ces  éq[uations  la  q[uantité  a  peut  avoir  une  valeur  quelconque. 

Comme  cas  particuliers  on  doit  remarquer  les  suivants: 

I)  En  faisant  dans  (58)  et  (59)  0=0,  on  aura  les  équations 

P*,^  =2  0,  dont  les  racines  sont  j:  =  ^^  Ç  ("^^ ^""4^  ^) 
^^v    y  (les  limites  de  m  et  >  étant  0  et  2» —  1), 

]P«,^.i=0,  dont  les  racines  sont  x=i(p(^    co-f- "sÈr ^ v 

(les  limites  de  m  et  /i  étant  — n  et  -|-»). 
SE)  En  faisant  dans  (60)  a  =  -^  et  dans  (61)  ax=  ^t,  et  remarquant 

que  /(7}===^>-^('7  0===0,  on  obtiendra  les  deux  équations  : 

65)  P'n  —  0,  dont  les  racines  sont  yr=  f  ((2m  ^.  i)  ^+  i  crf)  j  Ces  «mites 

64)  /^,=: 0,  dont  les  racines  sont  z  =  p(^ a>  +  (2^  +  *)  ~)\  ^^?   ^^ 

3)  En  faisant  dans  (58)  a  =  ^  -f*  ^  h   et  eu  remarquant,   que 
V  \Y '^^  y  ^^  i^  ^^  ^^^^  l'équation 

dont  les  racines  seront: 

x  =  ±v((m+ï(-l)-H^^)^4-(/*H-i(-l)-+'').^> 

Les  valeurs  de  x  doivent  être  égales  par  couples,  et  l'on  verra  aisément 
que  les  valeurs  inégales  peuvent  être  représentées  par 

65)  a:  =  <p({m+^)^  +  0*+l)^y 
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en  donnant  km  et  /$  toutes  les  valeurs  entières  depuis  0  à  £ii  —  1.    ' Donc  ce 
sont  les  racines  de  l'équation 

Qtn  =  0,  par  rapport  à  x. 

En  faisant  de  même,  dans  (59)  a  =  ^  -|-  ^  «^  on  aura  TéquatiOn 

dont  les  racines  seront: 

X  =  (-l)-+^.v((m  +  i)^  4-V+3t)^), 

66)       {y  =  (-  D-  •f((n.  +  i)^  +  (M+i)^) . 

:=  (-1).  .F((m  +  i)^ +(^+i>^> 

m  et  f*  ayant  pour  valeurs  tons  les  Bombres  entiers  de  —  n  k-^-n. 

Parmi  les  valeurs  de  XftftZ,  il  faut  remarquer  celle»  qni  répond  à  m=», 
ftz=zn.     Alors  on  a 

y=:(-l)-./'(|^4-|0  =  *' 

z=(-l)-.^|-+^*)  =  *. 

Ces  valeurs  infinies  font  voir  que  l'équation  Q^n+i  =  0  est  d'un  degré  mo- 
indre d'pne  unité  que  celui  des  équations  dont  elle  sort  En  écartant  ces  va- 
leurs,  les  restantes,  au  nombre  de  (2n-^l)* —  1,  seront  les  racines  de  l'équa- 
tion  |p,^j  =  0. 

§.  IV. 

RéÊokiiionMlgéMpfe  den  équatUmê 
^•4-1  Q>«+i  ^•+> 

12. 

Nous  avons  vu  dans  le  $•  précédent,  comment  on  peut  exprimer  aisément 
les  racines  des  équations  en  question  au  moyen  des  fonctions  %  fy  F.  Nous 
allons  maintenant  en  déduire  la  résolution  de  ces  mêmes  équations,  ou  la  de- 

termination  des  fonctions  9  {—h  fy^\  ^v    )'  ^^  fonctions  de  ç)(r,  /a.  Fa. 
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Conne  an  « 

OD  peut  supposer  qne  n  est  hb  nombre  premier.     D'abord  nous  considérerons 
le  cas  où  »  =  2,  et  ensuite  celui  où  n  est  un  nombre  impair. 

A.     Expressions  des  fanctwns  tp  (^p  ^\TJ^  ^\^J  ' 

15. 
Les  valeurs  de  9  (y),  /rfyj  ^\y)  V^^^^^^  ^*^^  trowées  très  facile- 
ment  de  la  manière  suivante.     En  supposant  dans  les  formules  (35)  ^  =  —^ 
et  faisant 

il  viendra: 

on  bien,  en  substituant  les  valeurs  de  2^  et  i*  en  a;*: 

j.,  V         1— lc«jp«— c»«««*      -V  \        l+»e»x«— «•«•** 

f^"^  — ÏSiiiiï '  ^"^= Û^é^éh^ 

Ces  équations  donnent 


d'où  ^Ç^  =  c^.x»,  -t^  =  c*^» 

et  de  là,  en  remarquant  que  y'  =  1  —  c*a:",  z*  =  1  +  c'a:», 

De  ces  équations  on  tire,  en  extrayant  la  racine  carrée,  et  remplaçant 
Xy  y,  z  par  leurs  valeurs  9  (-?-) ,  /"(y)»  ^(y)  • 

Telles   sont  les  formes  les  plus  simples  qu'on  peut  donner  aux  valeurs  des 
fonctions  9 (-y)»  fÇ^j*  ^vT/*     ^  ^®*'®  manière  on  peut  exprimer  algé- 


t 

/ 


briqaement  ^(y)»  At)>  ■'^('i')  *"  ^"»  ^'     ^®  "*  ™*'''®  manière  ç»  (-2. V 
/•(—),  i^(4-)  s'exprimeront  enY(|-),  ^(y).  et  ainsi  de  suite.     Donc  en 

général  les  fonctions  vT^-)»  f\^r)^  i^r-^)peuvent  être  exprimées  au  moyen 
d'extractions  de  racines  carrées,  en  fonctions  des  trois  q[aantités  ^a,  fa^  Fa. 

« 

Pour  appliquer  les  formules  trouvées  ci-dessus  pour  la  hissectUm  à  un 
exemple,  supposons  «  =  — . 

Alors  on  aura  A-^)  =  0>    ^\y)^^         ^      ^  ^^'^^  ^"^  substituant: 

»(T)=Tyj..-ivU.-)}=T-  1/(|V(*M-«V-1> 


ou  bien 

. 1 •[!?•(«*  +  ««)  — C«] 


v/[c«+c/(e«+c»)]  ec 


^(T)=/0+>)=l/Wf)]- 

B.    Expressions  des  fonctions  (p  Ç^^J,  /•(_^^,  i?(_^^,   en   fonctions 

tdgébrùfues  des  quantités  tpOf  fa.  Fa. 

14. 

Pour  trouver  les  valeurs  de  9>(^y^),  /C^^)»  -'^(^y)  *"  ^"' ^*' ^"' 
il  faut  résoudre  les  équations 

ç,a  =  ^«H-»^  ^„  __.  ^«M-'^  p„_  Z!îitL, 

^•+1  QbM-i  ^«+1 

qui  toutes  sont  du  degré  (2n-)-l)**     Nous  allons  voir,  qu'il  est  toujours  pos- 
sible, d'effectuer  algébriquement  cette  résolution. 
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Soient 


68)  ,^  =  2?^(^  +  ^) 

et 

69) -f"  =  I,»' •».(/»  + ^>  W=  1^"  •».("- M). 

OÙ  0  est  une  racine  imaginaire  queloon^e  de  l'équation  0^^^ — 1=0.     Cela 
posé,  je  dis  qne  les  deux  quantités 

^pfi.%lï  et  in^li)^^  +  {%fi)^\ 
pourront  être  exprimées  rationnellement  en  (p{in^i)fi. 
D'abord  en  écrivant  q)^  comme  suit: 

on  voit   que  q)^fi  peut  s'exprimer  rationnellement  en  q)p.     Soit   donc  (Pifi  = 
%{(fP)y  on  a  de  même: 

OU  bien,  en  faisant  q)P  =  x: 

et  en  substituant  pour  ffi  et  Ffi  leurs  valeurs  V^(l  —  e*a:*)  et  K(l  +  c*^)  : 

or,  2  désignant  une  fonction  rationnelle,  le  second  membre  de  cette  équation 
peut  se  mettre  sous  là  forme 

où  B^  et  R*f^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 
Donc  on  a 

En  substituant  dans  les  expressions  de  "^fi  et  ^^/9,  il -viendra: 
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Maintenant  jB^  et  A'^  étant  des  fonctions  rationnelles  de  or,  les  quantités 

27  O^.A^et  J7  O^.A'^  le  sont  également      En  élevant  donc  i/;/9  et  rp^fi  klû 

(2»  4"  1)*^*  puissance,  les  deux  quantités  (V'/S)*^*  et  (V/i/?)*"+^  pourront  se 
teiettre  bous  la  forme  : 

<  et  ^  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  En  prenant  la  somme  des  valeurs 
de  (V'/?)'"+*  et  (i^i/S)*"+S  on  aura 

Donc  la  quantité  (V'/*)*"^  +  (Vi/*)'*^*  P®^*  être  exprimée  rationnellémeilt 
en  X.  Il  en  est  de  même  du  produit  yffi.'^ifiy  comme  on  voit  par  les  équa- 
tions (70). 

Donc  on  peut  faire 

X(x)  et  X^(x)  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Maintenant  ces  fonc- 
tions ont  la  propriété,  de  ne  pas  changer  de  valeur,  lorsqu'on  met  à  la  place  de 
X  une  autre  racine  quelconque  de  l'équation 

Considérons  d'abord  la  fonction  ^x).  En  remettant  la  valeur  de  ;r=9^/7, 
on  aura 

d'où  l'on  tire,  en  mettant  /?+  -^^4-^^  au  lieu  de  /î: 
Cela  posé,  en  remarquant  que 

-n  -n  1 

on  aura,  en  faisant  dans  l'expression  de  g)^/?,  /$  =  /S  -j-  -^—f  - 

22 
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donc 

En  mettant  dans  l'expression  de  ip/î,  /î  -}-  '*'°''  +  '***    ao  lien  dç  /?,  on 
troovera 

or  en  verta  de  (73)  on  a 
donc 

En  vertu  de  (72)  on  à 

donc,  en  reiSarquant  que  O**"^"**  =  o/«-»-i-*'  et 
il  viendra 

De  la  même  manière  ou  trouvera  aussi 
Ces  deux  équations  donneront 

W" + îî^^)r'+ h  (/< + îî^^)r = (f «-■ + c^-. 
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En  verta  de  ces  équations  on  obtiendra,  en  mettent  dans  les  valenre  de  l^tpfi) 
et  A.(v/Î),  /?  +^^g^ah  lien  de  /9, 

^'H/'H ^  1  ^J  exprime  une  racine  quelconque  de  l'équation 

Donc  comme  nous  avons  dit^  les  fonctions  X(x)  et  X^{x)  auront  les  mêmes 
valeurs,   quelle  que  soit  la  racine  qu^on  met  à  la  place  de  x. 
Soient  donc  x^^  x^j  x^.. . x^^  ces  racines,  on  aura 

Or  le  second  membre  de  ces  équations  est  une  fonction  ratianmlle  et  sjfmé" 

p 
trique  des  racines  de  réqua/;ion  9)(2n4-l)/*=  -s^>  ^^^^  K^)  ®*  ^i(^)  P^'*'" 

ront  s'exprimer  rationnellement  en  9)(2n-f-l)/^»     En  faisant 

X{x)  =  B,  XJ^x)  =  %A, 
les  équations  ^71)  donneront 

d'où  Ton  tire 

15. 

Ayant  trouvé  la  valeur  de  if;/?,  on  en  déduira  facilement  celle  de  q>yP. 

En  effet,  en  prenant  pour  0  successivement  toutes  les  racines  imaginaires 
de  l'équation  9"^^ —  1  =:  0,  et  désignant  les  valeurs  correspondantes  de  A  et 
B  par  ^,,  J3^,  ^„  B^  etc.,  on  obtiendra: 

22* 


Dé  même  on  connaft  la  somme  des  racines  : 

qui  est  égale  à  (2/1 -(- 1)7(2^4' 1)/^»  comme  nous  le  verrons  dans  la  snite. 
En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  après  avoir  multipié  la  première 
par  e  ■*,  la  seconde  par  e^^  la  troisième  par  O/' ...  et  la  (2?i)'*"'  par  0-*^^,  il 
viendra: 

1   ^ 

or  la  somme 

se  rédnit  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  Ar,  excepté  pour  k  =  /i.  Dans  ce 
cas  elle  devient  égale  à  2n-(-l.  Donc  le  premier  membre  de  l'équation  précé- 
dente  devient 

donc,  en  Substituant  et  divisant  par  (Sn-f-l)?  on  à: 
Pour  A=0,  on  a: 

«     /Sn+i  2n+i 

77)  ç,,/î=<]p(2»-|-l)/î+  ^(  KC^.+KC^Î  -5Î-+I)) + K(^.4.KM*-/?^'H-i))+.. 

16. 

Ayant  ainsi  trouvé  la  valeur  de  qi^^f  il  s'agit  d'en  tirer  celle  de  gifi.     Or 
cela  peut  se  faire  aisément  comme  suit: 
Soit 

78)  *W»  =  5.^-»((î  +  -^)i  fw»  =  5.«--»(/»-^); 

—H  —H 

on  a 


/ 
/ 

t 
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De  là  suit  qu'on  peat  faire 

où  r  et  s  sont  des  fonctions  rationnelles  de  wS. 
De  là  on  tire 

m 

xivfi)  ^t  Xi  (vfi)  étant  deux  fonctions  rationnelles  de  q>fi. 

Cela  poséy  je  dis  que  xivfi)  ^t  Xiiv^  pourront  s'exprimer  rationnellement 
en  9>i/?. 

On  a  vu  que 

■    ('«'••■*-(ëa)'*> 

En  faisant  q>fi  =  âr,  on  aura  une  équation  en  a;  du  degré  (in-^i).     Une  racine 
de  cette  équation  est  ;r  =  9/?;  or,  en  mettant  fi  -)-  ^ — ^  au .  lieu  de  fi^  q>^fi  ne 

change  pas  de  valeur,  donc  xr=  q)  (fir^  ^^)  ^^^  ^^^  racine,  quel  que  soit 
le  nombre  entier  k.     Or,  en  donnant  à  k  toutes  les  valeurs  entières  de  —  n 

/î-f-  9 — ï)  pr^wdra  2»+l  valeurs  différentes,  donc  ces  2»+l 
quantités  seront  précisément  les  Zn-\'i  racines  de  l'équation  en  x. 

Cela  posé,  en  mettant  fi  -|-  ^ — ^  au  lieu  de  fi  dans  l'expression  de  ^^, 
jl  viendra  en  vertu  de  (72)  : 


donc  en  ayant  attention,  qae  O'H^-'sse»-*-»-*  et  9  (/3  -f-  *(»— »  ,  ^)  ^\ 
=  ,,  (^  +  .?^t^),  il  en  résultera 
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De  même  on  aura 

On  voit  en  vertu  de  ces  relations,  qae  les  empâtions  qoi  donnent  les  valeurs 
des  fonctions  x{<P^  et  Xiivl^,  conduisent  à  ces  deux  égalités: 


De  là  on  tire 


Or,  ces  valeurs  de  xiv^  et  Xii9^)  sont  des  fonctions  rationnelles  et  sy- 
métriques de  toutes  les  racines  de  l'équation  (80).  Donc  èues  peuvent  être 
exprimées  rationnellement  par  les  coefBciens  de  la  même  équation,  c'est-à-dire 
rationnellement  en  <p^fi. 

Soit  xi9fi)  =  D,  xiiv^  =  2C, 

les  équations  (79)  donneront 


3n4-i 


;      .  VWÎ=K(C+K(C»  — iD»H-i)), 

d'où,  en  remettant  la  valeur  deVai^: 

De  là  on  tire,  en  mettant  0^  au  lieu  de  0,  et  désignant  les  valeurs  correspon- 
dantes Ae  C  et  D  par  C^  et  Df,: 

^/Vh + v{q.  -  />r^))  =  sj^-*-<P  (fi + ^y 

En  y  Joignant  l'équation 

on  en  tirera  facilement 

En  supposant  A:  =  0,  il  viendra: 


17Ô 

Cette  équation  donne  tp^  en  fonctUm  algébrique  de  y^,  or  précédemmeirt 
nous  avons  trouvé  qi^  en  fonction  algébrique  de  ç'(2»+J)/y.    Donc  en  mettant 

^^  au  lieu  de  /?,  on  aura  g>  (j;^)  en  fionction  algébrique  de  ya. 

Par  une  analyse  toute  semblable    on  trouvera  f( ^— .^  en  fa   et 

17. 

Les  valeurs,  que  nous  venons  de  trouver  des  quantités  tp^i^  et  g)/î,  la  pre- 
mière en  ç(2w-f-l)/î  et  la  seconde  en  (p^,  contiennent  chacune  la  somme  de 
in  radicaux  différentes  du  (2m  '-\- 1)*"»  degré.  Il  en  résultera  pour  <pp,  <fjP,..rai 
nombre  {iM-\-iy*  de  valeurs,  tandisqne  chacune  de  ces  quantités  est  la  racine 
d'une  équation  du  (2»+  !)*■•  degré.  Or  on  peut  donner  aux  expressions  de 
g>/î  et  <p^  une  telle  forme,  que  le  nond>re  des  valeurs  de  ces  quantités  soit 
précisément  égal  k  in-^-i. 

Pour  cela  soit 

O  =  cos -??L.+isin    ** 


on  peut  faire 

$1=0,  o,=o*,  e,=«»...o«,=o»-, 

Soieftt  de  même 

t»,(«=|^»»<..,.(^_^), 

on  aura  en  vertu  de  (74) 

Soit  maintenant 

(«(»»P)*-*"-»  "^  \j»ï  (P)»-i«-i TCvrPh 


86) 
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jP(qp/?)  et  Q((p fi)  seront    des   fonctions   rationnelles  de  (pfii  or^   en  mettant 
/?-f.  .>*^+>t>'g^  {|^  li^n  de  ^^  il  est  clair  en  verta  des  formules  précédentt^s, 

qae  P  et  Q  ne  changent  pas  de  valeurs;  donc  on  anra 

or,  le  second  membre  étant  une  fonction  symétrique  et  rationnelle  des  racines 
de  l'équation  q)(Sn  -^  l)fi  =  ^\  P{v^  pourra  s'exprimer  rationnellement  en 

^Zn-\-ï)fi.     Il  en  est  de  même  de  Q{tpfi).    Comudssant  ees  deux  ^piantttés, 
les  équations  (86)  donneront 

or 

(,;,^,5)«-+i=^^  _  K(^; _5«M-l), 

donc 

Donc  on  aura 

ou  Fk  et  Hk  sont  des  fonctions  rationnelles   de  (p{pi-{-i)fi.     En ' remplaçant 
A^  et  B^^&i  A  et  B  et  substituant  les  valeurs  de  ^^(/?)  et  {rp^fi)\  il  viendra: 


ilÊm+1 


V(A,+V{Al-Bl-^^))=z(A+V{A^-B^'))^\Fk+H,^^^ 
donc  la  valeur  àe  (p^p  deviendra: 

87)     9.,iî  =  9.(2»  +  l)^+  -^.  ((A+ViA^-B*^^)}  ' 

+  (F.H-  nyiA^ — B^^))  (A + y  (A* — b^^))^ 

+ . . .  {F^^+H^y{A*—B^^))(A+V{A^-B*-^'))^y 
Par  on  procédé  tout  semblable  on  trouvera 


où  JST,,  //,,  K^,  Z/, . .  .JTtM,  Ltn  sont  des  fonctions  rationnelles  de  tpifi. 
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Ces  expressions  de  q>^§  et  q>^  n'ont  qne  2n-|- 1  valeurs  différentes,  qu'on 
obtiendra  en  attribuant  auic,  radicaux  leurs  in-\-l  valeurs.  Il  suit  de  notre 
analyse,  qu'on  peut  prendre  Y{A^ — iB**+*)  et  K(C*" — jD*»+i)  avec  tel  signe 
qu'on  voudra. 

18. 

La  valeur,  que  nous  avons  trouvée  pour  ^{p)  ou  (p  ^    ^    J   contient   en- 

corcj  outre  la  fonction  ç)»,  les  suivantes: 

«,      Cy      6, 

^Vsiïr>  ^l-£sr>  ^Vi;rpï> 

pour  des  valeurs  quelconques  de  m  depuis  1  jusqu'à  2n.  *  Maintenant  quelle 
que  soit  la  valeur  de  m,  on  peut  toujours  exprimer  algébriquement  yT  '''^  J, 

KS>  '(^)  »  »^.>  "  »  (^>  K^J.  ^(^x)  •■■  »(^J 

Tout  est  donc  connu  dans  l'expression  de  (p  f  ^-  \  excepté  les  deux  quan- 
tités indépendantes  de  a ,  y  (  ^V/'  ^  Cl^Ty '  —  ^^^  quantités  dépendent 
seulement  de  c  et  6,  et*  elles  peuvent  être  trouvées  par  la  résolution  d'une  équa- 
tion  du  degré  (2»  + 1)*  —  1,  savoir  de  l'équation     "^*  =0.  —  Nous^  allons 

voir  dans  le  paragraphe ,  suivant  comment  on  peut  en  ramener  la  résolution  à 
celle  d'équations  moins  élevées 

§.  V. 

C.     Sur  l'équation  Pt.+i  =  0. 

19. 

L'expression  que  nous  venons  de  trouver  pour  ç»  f^    j  contiendra,  comme 

nous  avons  vu,  les  deux  quantités  constantes  (p  y^^-rj  ^t  9 \9^\j'  ^" 
trouvera  ces  quantités  en  résolvant  l'équation 

dont  les  racines  seront  représcAtées  par 

89)  ,  =  ,(i!^). 

23 


BBÊm 
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où  m  et  jtft  pourront  être  tous  les  nombres  entiers  depuis  —  n  jusqu'à  -|-  m. 
Utte  de  ces  racines,  qui  répond  à  m=:0,  est  égale  à  zéro*  Donc  P^^\  est 
divisible  par  x.    En  écartant  ce  facteur,  on  aura  une  éqoation 

90)  i2  =  0,  du  degré  (2»+ 1)»—  1. 

En  faisant  x^  =  r,  l'équation  fi  =  0,  eu  r,  sera  da  degré   ("•<")  ~ 

=:2.n(ii-j-l),  et  les  racines  de  cette  équation  seront 

91)  ,  =  ,.(i!ï±^), 

fA  et  m  ayant  toutes  les  valeurs  positives,  au  dessons  de  n,  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  racine  zéro. 

Nous  allons  voir  maintenant,  comment  on  peut  ramener  la  résolution  de 
l'équation  R=zO  k  celle  de  deux  équations,  Tune  du  degré  n  et  l'autre  du 
degré  2n-)-2. 

D'abord,  je  dis,  qu'on  peut  représenter  toutes  les  valeurs  de  r  par 

en  donnant  à  fi  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  Zn^  et  à  m  toutes 
celles  depuis  1  jusqu'à  n. 

En   effet  ^^  (  ^^\  J  ^^^^^^^  d'abord  un  nombre  n  de  valeurs  de  r;  or 

les  autres  peuvent  être  représentées  par  y*  (/m^  .  *^^'^^'\  Soit,  pour  le  dé- 
montrer, m/i  =  (29i-|-l)A-{-m',  où  m'  est  un  nombre  entier  compris  entre  les 
limites  —  n  et  -{-  n.     En  substituant,  on  aura 

ç)*  T/i .  ^^^M  est  donc  une  valeur  de  r;  maintenant  à  chaque  valeur  de  nt, 
répond  une  valeur  différente  de  m^     Car  si  l'on  avait 

il  s'en  suivrait 

(m — mJ/i  =  {2w-4-l)-(* — ArJ, 
ce  qui  est  impossible,  en  remarquant  que  Su  4- 1  est  «n  noimbre  fireinien  Donc 

(p^\j^  •  ^^)  combiné  avec  y'f  J"^  j  représente  toutes  les  valeurs  de  r. 
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Cela  posé,  soit 


* 

Les  qaantités  p^  Pi»  •  •  •  Pm^i  »  seront  des  fonctions  rationnelles  et  symétriques 

^^  ^^  \^t)  *  ^^  (s^  *  •  '  '^^(st)  '  ^''  ^^  fonctions  peuvent  être  trouvées 
au  moyen  d'une  équation  du  degré  2n-|-2. 

Soit  p  une  fonction  rationnelle  et  ssrmétrique  quelconque  de 

^^  (^i)'  ^^ (^ï)'  '  ' ''*(^)'  ^*  ^'  désigne  la  quantité  mm  -f  ^uot. 

Par  les  formules  que  nous  avons  données  plus  haut  pour  exprimer  q>{jtpi) 
en  fp§j  il  est  dair  qu'on  peut  exprimer  ç)*  f^'*^^}  ^n  fonction  rationnelle 

def)*r^— y     Donc  on  peut  faire 

9  désignant  une  fonction  symétrique  et  rationnelle.     En  mettant  vm^  au   lieu 
de  m\  il  viendra 

or,  en  faisant: 

où  k^  est  entier  et  compris  entre  —  n  et  -(-  ^  ^^  série 

k     h  k 

aura  au  signe  près  les  mêmes  termes  que  celle-ci: 

1,  2,  3 «; 

donc  il  est  clair,  que  le  second  membre  de  l'équation  (9S)  aura  la  même  valeur 
que  p.     Donc: 

équation,  qui  en  faisant  (o'=:(o  et  co' =  mco -)- ot,  donnera  ces  deux-d: 

*C'-GS-.)]=4''(râ)]' 


97) 


»[»•('•  wO]=4»'(=5sr)]. 


ou  bien,  en  faisant,  pour  abréger, 


mo+tsi 


2»^1 


) 


f'J  m» 


Il    *p  •  '  ;•        - 


J 


1»«    il    .»2»i'..1 


■if. 

a^,  ,"  :-^  ■.''' 

ÏT5-     ij  ■-•c;-5 

^:-  il  -_'i*>^.  ', 

vr    lit  ■■•,...' 

...    4^  .    .. 


«5  1  'i 
t .   - 
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il  vieudra: 

99)  ¥•»•,'  =  ^r^  ;  ipr^,,  =  ^r,^,. 

Cela  posé,  soit 

.^x  iiP—V>r,)  ip—V>r^J  ip—V>ri,^)  {p—'^r^J . . .  (p— tpn,,.) 

Je  dis,  qu'on  peat  exprimer  les  coefBciens  q^y  q^  etc.  rationnellemeat 
en  e  et  c. 

D'abord  en  vertu  des  formules  connues  on  peut  exprimer  rationnellement 
ces  coefBciens  en  t^^  t^..  .t^ny  si  l'on  fait^  pour  abréger, 

101)  **=(tf'r/+(v;r,,/+(v;r,,/+...+(v<ra,..)*. 

Il  s'agit  donc  de  trouver  les  quantités  t^jt^^. ..,  or  cela  se  pourra  aisément 
au  moyen  des  relations  (99).  En  effet,  en  y  faisant  successivement  s»  ==  1, 
2 . . .  n,  après  avoir  élevé  les  des  deux  membres  à  la  k^^^  puissance,  on  en 
tirera  sur  le  champ: 

ivrj'  =^(('/''-/+(V'rJ*+...  +  (tpr.)*), 

102)  il  . 

Donc  en  ibettant  pour  m  tous  les  nombres  entiers  0,  1, .  : .  2ii,  et  ensuite  sub- 
stituant dans  l'expression  de  tk,  il  viendra: 

105)       {        i-  (i^r,,,)*  +  (V'r^  J*  +  •  •  •  +  (^n,xy 

+ 

Cette  valeur  de  tk  est,  comme  on  voit,  une  fonction  rationnelle  et  S3^é- 
trique  des  w(2w+2)  quantités  r^,  r^, ...r^,  r^^^^  ^aio>  •  • -^«,0  •  •  •^^«">  ^V 
•  ••rH,2f»9  qni  sont  les  n(2n-\^2)  racines  de  l'équation  A=0.  Donc  comme  on 
sait,  tk  pourra  s'exprimer  rationnellement  par  les  coefficiens  de  cette  équation,  et 
par  suite  en  fonction  rationnelle  de  e  et  c.  Ayant  ainsi  trouvé  les  quatitéç  tk, 
on  en   tire  les  valeurs  de  q^.  q^,-  ^q^m^iy  V^^  seront  également  des  fonctions 

rationnelles  de  e  et  e. 

20. 
Cela  posé,  en  supposant 

on  aura  une  équation  du  (Sn-j-^)^"'  degré,  dont  les  racines  seront 

^^»  v^,o»  v^,i'  t»*!,»  •  • .  •v»*M- 
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La  fonctioa  tpr^^ ,  c'est-à-dire,  '  une  fonction  quelconque  rationnelle  et  i^yinétriqiie 
des  racines  r^,  r^,  r^y...r^  pourra  donc  être  trouvée  au  moyen  d'tine  équa- 
tion du  degré  2n-^2. 

Donc  on  aura  de  cette  manière  les  co^ciens  p^j  Pi  y  'Pm^i^  ^n'  résol-» 
vant  un  nombre  n  d'équations,  chacune  du  (2n-f-2)^^  degré.* 

Ayant  déterminé  /'o?  /'i  -  •  •?  ^^  aura,  en  résolvant  l'équation 

105)  0  =  ;io  +  /^i»'  +  ---+P.-i-^'  +  ^. 

la  valeur  des  quantités 

•  ^i>  ^a>  '  '  •  ^»î  ^iiO'y  ^%o^  •  •  •  ^»,oî  ^lii  >  ^ïri>  *  '  *  ^*#^  .etc.  etc. 

dont  la  première  est  égale  à  tp^  (^ — ).     Donc  la  détermination  de  cette  quan- 

tité,  ou  bien  la  résolution  de  l'équation  A  =  0,  qui  est  du  degré.  (2n-|-2).,n, 
est  réduite  à  celle  d'équations  du  degré  (2»-|-2)  et  ». 

Mais  on  peut  encore  simplifier  le  procédé  précédent.  En  effet,  comme 
nous  le  verrons,  pour  avoir  les  quantités  Poj  Pi'  -^y  î^  s<i^^  ^^  connaître  l'une 
quelconque  d'entre  elles,  et  alors  on  peut  exprimer.  le^  autres  rationneUement 
par  celle-là. 

Soient  généralement/?,  q  deux  fonctions  rationnelles  et  symétriques i .d^s 
quantités  r^,  r^, . . .  r,,,  on  peut  faire,  comme  nous  l'avons  vu, 

p=zxpr^;  y  =  Or„ 
%pr^  et  Or^  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  r^,   qui  ont  cette  propriété 
de  rester  les  mêmes,  si  l'on  change  r^  en  une  autre  quelconque  des  quantités 


^l  9    ^%9  •  •  •  ^W 


Supposons  maintenant: 

je  dis  que  Su  pourra  être  exprimé  rationnellement  en  ^  et  ér. 
En  effet,  on  a 

(i/;r J*  .  9r^  =  {xpr^f  .  er^  =  —  ((V^r  J*  .  Or^  +  (i/;r J*  .  Or^  +  . . .  +  (i/;r,)* .  Or,.), 


n 
1 
n 


En  faisant  m=0,  1,  2,. . .  27i,  et  substituant  dans  l'expression  de  ^jt,  on 
verra  que  s^  sera  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  racines  r^,  r^, 
'••^iio  ^*^*>  ^*^'  ^^  l'équation  R  =  0;  donc  ^/t  pourra  s'exprimer  rationnelle- 
ment en  e  et  c. 

Connaisant  ^*,  on  obtiendra,  en  faisant  A=0.  1,  2, . . .  2n,  2n+l  équa- 
tions, desquelles  on  tirera  aisément  la  valeur  de  6r^,  en  fonction  rationnelle  de 


•I I 


iXi 


M  ^ié^*J 


I 


Ev 


»;-     i 


-i 


iS" 


V|. 
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^^r.  DoBC^  une  fonction  de  1a  forme  p  étant  donnée^  on  peot  exprimer  une 
antre  fonction  quelconque  de  la  même  forme  en  fonction  rationnelle  de  p.  Donc, 
comme  nous  l'ayoni^  dit,  on  peut  exprimer  les  coefficiens  p^j  p^y^Pm^i  ra- 
tionnellement par  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Donc  enfin,  pour  en  avoir  les 
valeurs,  il  sufiît  de  résoudre  une  seule  éçiation  du  degré  Sn-fr^y  et  par  con- 
séquent, pour  avoir  les  racines  de  l'équation  JS  =  0,  il  suffit  de  résoudre  une 
équation  du  degré  2ii4-2,  et  in  ^2  équations  du  degré  n, 

21. 

Maintenant,  parmi  les  équations,  dont  dépend  la  détermination  des  quan- 
tités (p C^ — \  ç (JT^\  celles  du  degré  n  peuvent  être  résolues  algébri- 
quement. Le  procédé  par  lequel  nous  allons  effectuer  cette  résolution  est 
entièrement  semblable   à  celui,  qui  est  dû  à  M.  Gauss  pour  la  résolution  de 

l'équation 

0*H-i^ls— 0. 

Soit  proposée  l'équation 

106)  0=:po+p,.r+p^.r''+...+p^,.f^'  +  r-, 
dont  les  racines  sont: 

''(^>'-(^>-''(wr)' 

OÙ  tû'  a  une  des  valeurs  co,  mw  -f-  csi  Désignons  par  a  une  des  racines  pri- 
mitives du  nombre  £n-|-l,  c'est-à-dire,  un  nombre  entier  tel,  que  fizzzin-^l 
est  le  nombre  le  plus  petit  qui  rende  aê^'^  —  1  divisible  par  2w-f-l,  je  dis» 
que  les  racines  de  l'équation  (106)  peuvent  aussi  être  représentées  par 

107)  y-Cé),  ip^ai),  çV^),  vVé) .  • .  ç)*(a-"'  •  «)> 

où  .=       ^' 


^m 


Soit 

a*  =  (2n-f  i)*«±€r, 
où  A:  est  entier  et  a^  entier,  positif  et  moindre  que  n-j-l»  je  dis,  que  les  termes 
de  la  série 

seront  tous  différents  entre  eux. 
En  effet,  si  Ton  a 

a«  =  «^, 
il  en  résulte. 
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ou  a«  —  ce/*  =  («at-f  1)  (*« -- *^), 

ou  a^-^af^z^::  (2n-f- 1)  (*fi  +  */")• 
Il  faut  donc  qae  rime  des  qaatités  a**  —  cU^^  a*"-}-  ce/*  soit  divisible  pair  îir^-l; 
or  soit  posé  m>fif  ce  qv  est  permis»  il  faut  que  a'^f^  —  1  ou  a^'f*'\-i  soit 
divisible  par  Su  -f-  1  ;  or  cela  est  ioipostble,  car  nt  —  /i  est  moindre  qne  n. 

Donc  les  quantités  1,    a^ ,  a, .  • .  a^i  sont  différentes  entre  elles,  et  par 
conséquent  elles  coïncident,  mais  dans  un  ordre  différent,  avec  les  nombres 

1,    SS,   D,  4  •  •  •  fl* 

» 

Donc,  en  remarquant  que 

on  voit  que  les  quantités  (107)  sont  les  mêmes  que  celles-ci: 

ç)*(é),  ç)*(2é)  . . .  ff^né), 
c'est-à-dire  les  racines  de  l'équation  (i06)  c.  q.  f.  d. 

Il  y  à  encore  à  remarquer,  qu'ayant 

a-  =  (2it4.1)Ar,— 1. 
on  aura 

donc 


«^ 


^m^m 


^m 


et 


Cela  posé,  soit  0  une  racine  imaginaire  quelconque  de  l'équation 

0*  —  1  =  0 


et 


108)     t^(O=9^«)+T^(««)0+9)V*)9*  +  ---+9^«*"'*)«"'- 
En  vertu  de  ce  ipe  nous  avons  vu  précédemment,  le  second  membre  de  cette 

équation  peut  être  transformé  en  une  fonction  r€ftionnelle  de  9^{é).     Faisons 

109)  t^(*) = xi,<p\*)y 

En  mettant  dans  la  première  expression  de  t^'(^)>  <^'"<  ^^  li^Q  de  f ,  il  -viendni.: 
if)(a~«)  =z  9*(o-*)  4-  9*(o-+»«) .  e + v*(a"+»<) .  0'  +  . . . 

mais  nous  avons  tu  que  9'(«"+-< )  =  9>*^a*e) ;  donc: 


1 
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En  multipliant  par  0*,  le  second  membre  deviendra  égal  a  i/;(£),  donc: 

1 10)  ^(a*«)  ==  e—  •  rpié), 

ou  bien: 

d'où,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  n^^^  puissance,  on  tire  en  vertu  de  la 
relation  6**  =  1  : 

.    m)  '  (,/;(.))-  =  [x(9.*(«-*))]-. 

Cette  formule  donne,  en  faisant   successivement  991=0,1,2,3...;» — 1, 
n  équations,  qui,  ajoutées  membres  à  membres  donneront  la  suivante  : 

H2)  <i^(0)-=[x(9)'(*))]"4-[z(?'*(«0)]"+[x(9'(«'*))]-+  •  • .  +[z(9''(«-^0)]- ; 

or,  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  quatités  y*(*),  îP*(a*)  . . .  9>*(«""^0>  c'est-à-dire  des  racines  de  l'équa- 
tion (106);  donc  {\pèY  peut  être  exprimé  en  fonction  rationnelle  de  j?^,/!^.../?^!, 
par  censéquent  en  fonction  rationnelle  de  l'une  quelconque  de  ces  quantités. 
Soit  V  la  valeur  de  (^(0)%  on  aura 

115)  l/^î?=9)*(é)  +  e.9)V)+Ô*-V>*^)+---+6""^V^a^^^^^ 
Cela  posé,  soit  0  =  cos f-  i  sin  — .  .  Les  racines  imaginaires  de  l'équation 

6*  —  1  peuvent  être  représentées  par 

,     7      .  .  •  V         • 

Donc  en  faisant  successivement  0  égal  à  chacune  de  ces  racines  et  désignant 
les  valeurs  correspondantes  de  v  par  v^^  v^.. . v^i ,  il  viendra 

Vv^  =  g)»(e)  +  e* .  ?)^(«é)  +  • . .  +  e*"-^9*(«--^^) 


En  combinant  ces  équations  avec  la  suivante: 

—  p*-i=9>'^0)  +  9*(««)+  •  •  •  +9*(a"^H 
on  en  tire  aisément: 

et  pour  ait=:0: 

115)  (iP*W=.|  {—p^,^yv-+Vv^^  . . .  +Vv^^). 


18Ô 

22. 

Toutes  les  racines  de  l'équation  (106)  sont  contenues  dans  la  formule 
(IIS),  mais  puisque  leur  nombre  n'est  que  n,  il  reste  encore  à  donner  à  q>\ê) 
une  forme  qui  ne  contienne  pais  des  racines  étrangères  à  la  question.  Or  cela 
se  fait  aisément,  comme  suit. 

Soit  **=    ^"'' 


n 

k 


En   posant  ici  a'^c  au  lieu  de  f,  \/^Vk  se  changera  en  0"^.|/fA9   et  v^  en 
9^.v^9  donc  Sk  se  changera  en 


n  n 


La  fonction  Sky  comme  on  voit,  ne  diange  pas  de  valeor,  en  mettant  »*« 
au  lieu  de  e.  Or  Sk  est  une  fonction  rationnelle  de  9>^(ê).  Donc,  en  désignant 
Sk  par  ^(q>\ê))9  on  aura 

^,=;.(9V^)); 

quel  que  soit  le  nombre  entier  m.  De  là  on  tirera  de  la  même  manière,  et 
comme  nous  avons  trouvé  (tpê)%  la  valeur  de  Sky  en  fonction  rationnelle  de 
l'une  des  quatités  Po^  p^y  -Pn^i'     Connaisant  ^jk,  on  a 

Vvk=Sk.(Vv,Y. 

Donc  en  mettant  v  au  lieu  de  v^,  l'expression  de  (p^a'^i)  deviendra: 

116)  ?)•(«"«)=  —  (— />,^i  +  0-*.t^*-f  ^aO^**.t?"+  . . .  +^»_iO-<*-*>*.V  •  )j 

pour  191  =  0: 

1  /  1.  A.  ±  iLiv 

117)  ç)*(*)  =  — f — /i»^i+i?*+^».«>*+*,.t^*+-    .+*.^i.«^*J. 


Cette  valeur  n'a  que  n  valeurs  différentes,  qui  répondent  aux  n  valeurs  de  i;"*. 
Donc  en  dernier  lieu  la  résolution  de  l'éqjiation  Psn+i  =  0  est  réduite  à  celle 
d'une  seule  équation  du  degré  in -^2;  mais  cette  équation  ne  parait  pas  en 
général  être  résoluble  algébriquement  Néanmoins  on  peut  la  résoudre  com- 
plètement dans  plusieurs  cas  particuliers,  p.  ex.,  lorsque  e  =  c,  e  =  c}/^Sy 
^=c(2±|/^3)  etc.  Dans  le  cours  de  ce  mémoire  je  m'occuperai  de  ces  cas, 
dont  le  premier  surtout  est  remarquable,  tant  par  la  simplicité  de  la  solution, 

que  par  sa  belle  application  dans  la  géométrie. 

24 


Wi 


w; 


9'1 
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En  effet  entre  antres  je  suis  pairenu  à  ce  théorème  : 
'On  peut  diviser  la  circonférence  entière  de  la  leniniseate  /met  la  règle  et 
'le  campas  seulSj  en  m  parties  égales,  si  m  est  de  la  forme  £"  on  2^\ 
le  dernier  nombre  étant  en  même  temps  premier;  ou  bien  si  m  est  un 
"produit  de  plusieurs  nombres  de  ces  deux  formes." 
•  Ce  théorème  est,  comme  on  voit,  précisément  le  même  que  celui  de 
M.  GausSj  relativement  au  cercle. 

§.  VI. 

Espreêêions  diverêes  des  fonctions  ff(nÇ),  f{nfl),  f{nfi). 

23. 

En  faisait  usage  des  formules  connues,  qui  donnent  les  valeurs  des  coef- 
ficiens  d'une  équation  algébrique  en  fonction  des  racines,  on  peut  tirer  plusieurs 
expressions  des  fonctions  7(^/9),  /"(n/ï),  F{nfi)  des  formules  du  paragraphe 
précédent 

Je  vais  considérer  les  plus  remarquables. 

Pour  abréger  les  formules,  je  me  servirai  des ,  notations  suivantes.  Je 
désignerai  : 

k'  k' 

i)  Par  £j}p{pi)  la  somme,  et  par  J7  i/;(m)  le  produit  de  tontes  les  qnan- 

k*  k  * 

tités  de  la  forme  t/;(m),  qu'on  obtiendra,  en  donnant  à  m  toutes  les  valeurs  en- 
tières, depuis  k  jusqu'à  kf^  les  limites  Ar  et  ^  y  comprises. 

\»     ^  k'      V 

2)  Par  21  2^J^(fnjfi)  la  somme,  et  par  H  H  '^(jn^fi)  le  produit  de  tou- 

tes  les  quantités  de  la  forme  i^(m,ju),  qu'on  obtiendra,  en  donnant  à  m  toutes 
les  valeurs  entières  de  ^  à  k\  et  à  ^  les  valeurs  entières  de  t'  à  i^'  en  y  com- 
prenant toujours  les  limites. 

D'après  cela  il  est  clair,  qu'on  aura: 

119)  Sj^{m)  =  ^f{k)  +  ^{k+1)  +  . . .  ^p{k% 

k 

120)  nj>{m)—'^{k)  .  ip(*+l) . . .  V'C*'), 

k 

i2i)   sJ:Mm,fi) = £Mf^,ti) + 2:Mk-\-uti)'\- . . .  +i'„v(*',A*), 

k      r  V  v*^  v'^ 

122)  n^îjj>{»ht^)=nMk»f^) .  nMk-{-Uf*) Ùmkii). 
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Cela  posé,  considérons  les  équations 


123) 


F(2»+l)/î 


P'u+i 


tatfl 


«•H-t' 


Noos  avons  vit  que  P^a+i  est  une  fonction  rationnelle  de  x  da  degré 
(£»-{- 1)*  et  de  la  forme  x.^{x*).  De  même  P'^^i  et  JP*a»fi  sont  des  fonc- 
tiens  de  cette  même  forme,  la  première  de  y  et  la  seconde  de  z.  Enfin  Q^n+i 
est  one  fonction  qui,  exprimée  indistinctement  en  ;r,  y  ou  2,  sera  dn  degré 
(2»-|-l)* — 1,  et  contiendra  sealement  des  puissances  paires.     Donc  on  aura 

=  ^".2<*^*)*       +...  +  ^.2, 

=  C  .  a:(«»+i)*-i  +  ...  +  />, 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (123),  il  viendra 

(A  .  a^^^^'  -f  ...-)-  B  .  :r)  =  9)(2»+  1)/Î.(C  .  aK»-+»)'-»  -J-  . . .  +  /)), 

(J».  2<*H-^)'  + . . .  +  5».  2)  =F(2»+l)<î.(C^ .  2<«H-t)»-i  ^.  . . .  _j_  /).). 

Dans  la  première  de  ces  équations  A  est  le  coefficient  dn  premier  terme, 
— tp{in-\-i)fi.C  cehA  dn  second  et  —  (f(ZR~\-i)fi.D  le  dernier  terme.     Donc 

—  9)(2n-}-l)/?  est  égal  à  la  somme  et  •^--jfp{pi-\-\)^  égal   au  produit  des 

racines  de  l'équation  dont  il  s'agit,  équation  qui  est  la  même  que  celle-ci: 

124)  y(£»+l)/î=-'-+' 


Qi. 


+» 


Donc  en  remarquant  que  A^  C  et  D  (et  en  général  tous  les  coefficiens) 
sont  indépendants  de  /?,  on  voit  que  ^(2ii4*l)/^  ^^t  (d'^ui  coefiicient  constant 
près)  égal  à  la  somme  et  au  produit  de  toutes  les  racines  de  l'équation  (124). 

De  la  même  manière  on  voit  que  /"(Sn-f-l)/^  ^t  F(2n-f-l)/?  sont  respec- 
tivement égaux  au  produit  ou  à  la  somme  des  racines  des  équations 


f{2n  +  l)fi 


P.. 


Qu+x 


±i,   F{2n+i)fi 


t. 
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en  ayant  attention  de  multiplier  le  résultat  par  un  ooeffident  constant^  choisi 
convenablement 

Maintenant  les  racines  des  équations  (123)  d'après  le  No.  il.  sont  re- 
spectivement : 

où  lés  limites  de  m  et  ju  sont  — n  et  -{-n. 

./ 

Donc  en  vertu  de  ce  qu'on  vient  de  voir,  et  en  faisant  usage  des  notations 
adoptées,  on  aura  les  formules  suivantes: 

<p  (în  +  l)/î  =  A..£^ 2;(- l)-+^.ç, (fi  +  "^^  y 


-n      -n 


f(in  +  l)fi  =  A'.£^£^{-ir.f(fi  +  ^^^^y 


+«    +"» 


125) 


F{ftn  +  i)fi  =  A''.:S^£^i-iy.F(fi  +  ^!^^)i 


+B      -hn 


g>iin+l)lî  =  B,n^n^.^(fi  +  I!^^^y 


+n      +11 


f{in+i)fi=.B'.n^n^.f{p+  ^î^^> 


>n       -n 
+B      +n 


F(2»  +  1)A  =  ^./I,/I^.f(/î  +  -?î^). 


-n       -n 


.  Pour  déterminer  les  quantités  constantes  A^  A^  J%  Jî,  B\  B*^  il  faudra 
donner  à  §  une  valeur  particulière.     Ainsi  en  faisant  dans  les  trois  premières 

funmiles    /S  =  _— |-  _i,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  9/î,  ii  viendra. 


en  remarquant  que  tp  (^  -{-—<) 


t . 


^ — w 
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f*  ^   Hv  ^ 


A 


A' 


A' 


9a 


<p(2n+l)a' 


Soit  p  =  y4"  y  *  +  "'  ®"  *• 
ç  (^(2n+l)a-Hi«)+R0^  T  ■•■  "T  V 

(i«+i)a+Y  +  -ïO 

/  (^(Sfi+l)a+iio+iii3f +  -y  ■*"  "f"  V 

/  ((Jii+l)a+ 1"  +  -f  *) 
.  /        u       o  \       ~ 


(-1)-. 


(-1)-. 


'((Jn+l)a 


/((to+l).+l)' 


la+no+msi 


J'((2a+l)a+y+-|;) 


(-1) 


:(-l)-. 


'(-fO 


l?((2it+l)«+|.;) 


pour  c(=0. 


Ces  expressions  de  ^,  A',  A*  devieodroat  de  la  forme  ^  en  faisant 
donc  on  trouvera  d'après  les  règles  connues: 


A 


,  A  — A» 


i-Vt 


D'après  cela  les  trois  premières  formules  deviendront: 


ç(2„  +  1)^  =^.^^^^(_i)-...^(^+  -tl^). 


126)    {  A2»  +  l)/î 


-n  -n 
(— 1)«  +»  +» 
2»+l 


•f.f,(-«i)-/(^  +  ^=^). 


(-1)-  +^  iS 


2r+1 


.-2',JS'^(~1^f(/î  +  .^î^). 


Ht  ?  -ii'■'j?' 


«3 


•s    ■*    .-f 


\     V: 
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Ponr  aroir  la  valeur  des  constantes  B^  B'^  B'^  je  remarie,  qu'on  aura: 

127)  n^nM^/^)=v>(o,o).njf(fn,^^ 

Il      n  n       • 

fi^  appliqoant  cette  transformation  anx  formules  (125),  divisant  la  première 
par  q>py  la  seconde  par  ffi  et  la  troisième  par  Ffi^  faisant  ensuite  dans  la  pre- 
mière /?  ==  Ô^  dans  la  seconde  /?  =  -^  et  dans  la  troisième  /?  =  ^iy  et  remar- 

quant  qne  ^t^^LE  =  2n  + 1,  pour /î  =  0,  que  ^^ï?^!^  =  (— 1)- (2»  + 1), 

pour  /î==  ^,  et  que  £^î>ê.=r=(— l)-(2»  +  l),  ponr  /y  =  ^i,  on  trouvera: 

Wi)(-ir=5'.àj'(^+^.jî/'(|+^) 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs   de  B^  E\  jB*,  et  les  substituant 
ensuite  dans  les  formules  transformées,  il  viendra: 
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V(2»  +  l)/J 


(2n+l)g>/î.iT^, 


■  <^-^h(^-^)  ^  .(p-^)-9(p-^) 


*•  (^) 


./z 


ç 


s 


n      ■iXI 


«*•+ iw 


'•(^ST) 


'•(^^) 


1S9) 


(««+iH-i)y/j.ii. 


'^K^^M-^Ù  ■,f(>*^M-&) 


/•(t^^)-^^ 


mci>+|ji0t 


xhA^^  »•-' 


Mf- 


0/( 


&+ 


»m>-ttoA     /         mt>-pàrf\ 


lF(2n+l)/î 


/•(f 


Sn+l 


0 


|(2»+lX-l)"F/î./Z. 


(^-^^-K^-^i)  ■  K^-^Mo-^O 


iw 


V  2     211+1  / 


X1Z./7,  A     '«+1^    ^ 


(^ 


2n+l 


JP» 


(  U  .     niQ  +  IJ.t!ïi\ 


iw 


(f 


2fH-l 


Sn+l 


On  peut  donner  à  ces  formules  des  formes  plus  simples»  en  faisant  usage 
des  fennules  suivantes: 


9*a 


1  — 


ç*P 


^9i 


9»a 


1  — 


*^P 


^  /      o      o  A 


1- 


/(P+«)/(P-«) 


/«  (y+«) 


1— 


/•p 


1  — 


jw 


(?*«) 


1  — 


¥*^ 


'•(M'«) 


î       ^f 

4'-',     .'1 


E  |j;»7^' 


SVv-j 


,?ï  * 


»«.■.■■•••■    '-Wit    *     • 

r  -     ••  «       *    V». 

■  ■  '*•■    —*  ^    , 
i.       '■•■■''^■'^:^>' 
I . .      .'  »      .  'i      •  i 


lit 


■nss 
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qu'on  vérifiera  aisément  an  'moyen  des  formules  (13),  (16),  (18). 

En  verta  de  ces  formules  il  est  clair  qu'on  peut  mettre  les  équations  (129) 
sous  la  forme: 

ç.(2»+  l)/î  = 

(2«+i)g./î.A !A^iLZ_.ir-. ^  ^»"^^^ 


.      '    ,^r^!^)  ry-^^^j 


Wn-^iW 


l         /'ft  1 /»p 


(2»+i)(-i)r/?,i7. ^^";;,    — .  n, 


1  ~i  _        f*^  v^i  _        /"P 


130)  \  -^(t+T  +  ^h)  At+2' 


t- 


^        •      /'P  1 /•? 


stn  Tt        -^  Va     2«+i  /  -^  vi"^  211+1/ 

/m      o      im>+tMa»\  /t>     o       ma— ttgi\ 

•^    V2      2   "^  2«+l  /  •'    V2"^2^      2b+1    / 


F(2n4-1)/Î 


^  -yp  1_        ^P 


(2a+l)(-l)-F/î.IZ. %.,;  g. 


\2      2«+l/         «  V2       2«+l/ 


^  ^F«p 1  V £!ê 

y    ■     ^  y^VT'+^TïT>^ ^  V2'^    2«+l  / 

^  V 2  +  T'+ "2^Try  *^VT+2'+     2«+l     J 
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Ces  fdNrmnles  donnent,  comme  on  voi^  les  valeurs  de  9(2»-}-]  )/9,  f(in^i)fi 
et  F(in-^  i)^t  exj^imées  respectivement  en  fonctions  rationnelles  de  ç/?,  ffi 
et  Ffi  sons  la  forme  de  produits. 

Noos  donnerons  encore  les  valeurs  de  f{2M-\-i)fi,  F{in'{-i)fi  sous  une 
autre  forme,  qui  sera  utile  dans  la  suite. 


On  a /•/?=! 
1  — 


—  c"^p*/î,  donc 

/*P  _  g*(y'P— y*tt) _£^ 

/«a  7*0  f*a 


9V 


c*y*tt 


et 


/*P 


or  en  vertu  de  (16)  on  a: 

Kl'") 

donc 


[ç«P-9»(t'+«)] 


.a     *  /«a  ' 


e- 


1  — 


/»« 


«•+«' 


l— 


/•P 


/*« 


y»« 


1— 


On  trouvera  de  même: 


Ç*(f«>«)     1- 


<p«p 


Ç*  (|^»  +  «) 


1  — 


F*a 


«*+c» 


ç«ei 


1  — 


1  — 


jpap 


F*o 


1?» 


a-) 


ç'(y+a)     1- 


ç«P 


**(t+^) 


En  vertu  de  ces  formules,  et  en  faisant  /?  =  0,  pour  déterminer  le  facteur 
constant,  il  est  clair  qu'on  peut  écrire  les  expression  de /(2ii -(- l)/?,iF\2n-}-l)/'f 
comme  suit: 


3: 


•1  «fltf 


2S 


r9 
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1  y*P  i____$!Ê__ 


xn.zr ^i—ij 


1 r-: J  "^  .     ■     ^     1  — 


y'fi 


[2»+i)/î=jf/î.jr, .g  g 


1  <p*P  Ta*,  9*P 

1 t:: — z _■■  X        .Il —  ^ 


1 9'P  i_  .  Ç«^ 


XJffU 


^/«      ta.     mu+ttt3»\  ./•»     ta.    mt»— at3»\ 

Dans  ce  paragraphe  nous  n'avons  considéré  les  fonctions  q>{fip)y  f{n^ 
F{nfi)y  qae  dans  le  cas  des  valeurs  impaires  de  n.  On  pourrait  trouver  de» 
expressions  analogues  de  ces  fonctions  pour  des  valeurs  paires  de  n;  mais 
comme  il  n'y  a  dans  cela  aucune  difficulté,  et  que  d'ailleurs  les  formules  aux- 
quelles nous  sonnnes  parvenu,  sont  celles  qui  nous  seront  les  plus  utiles  dans 
la  suite,  je  ne  m'en  occuperai  pas» 

■ 

§.  vn. 

Déveltppmuut  de$  fortethnê  9a,  /a.  Fa.  en  êirie*  et  en  fnduit»  influîê. 

24. 

En  faisant  dans  les  formules  du  paragraphe  précédent  p  =  -^ — p,  on  ob- 
tiendra des  expressions  des  fonctions  ça,  /a,  Fer,  qui,  à  cause  du  nombre  in- 
déterminé  n,  peuvent  être  variées  d'une  infinité  de  manières. 
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Parqit  toutes  le9  formoles  «fa'on  obtiendra  ainsi,  celles  ^t  résultent  dola  saj^' 
position  de  n  infini,  sont  les  plus  remarquables.  Alors  les  fonctions  ^,  jf,  F 
disparaîtront  des  valeurs  de  (jpa,  /a,  ^or,  et  on  obtiendra  pour  ces  fonctions  des 
expressions  algébriques,  mais  composées  d'une  infinité  de  termes.     Pour  avoir 

ces  expressions,  il  faut  faire  dans  les  formules  (126),.  iSO)  /?=  _.   ^.3  et  eur 

suite  chercber  la  limite  du  second  membre  de  ces  équations  pour  des  valeurs 

toujours  croissantes  de  n.     Pour  abréger,  soit  v  une  quantité   dont  la  limite  ^         ^^ 

est  zéro  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  n.     Cela  posé,  considérons 

successivement  les  trois  formules  (126). 


oc 


131)  ^',ZJ(w^)=e(o,oH.i;^(e(i«,oH.«(-iiso))+i:  ^^ 

il  est  clair  qa'on  peut  mettre  la  formule  dont  il  s'agit,  sons  la  forme: 

+ ^  i-^^i— ir^.^iC»— «,1»— ^), 

où  l'on  a  fait  pour  abréger. 


Maintenant,  en  remarquant  que 


Sr+Î 


lM+1' 


25 


1: 


En  faisant   dans  la  première   des  formules  (126)  §  =  ^ — r- ,  et  remar-  rit--^  ;t:i 

quant  que  ^-  *^  ^i:* 


i   ■  -it  •r*-'  ' 

*-»  j'-  .^r 


v» 


V 


Iki 


I 
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oà  A^  et  Bft  sont  des  quantités  finies,  la  partie  de  réqnation  (13S^  josqu'av 
membre  qui  a  le  signe  — y  prendra  la  forme: 

or  la  limite  de  cette  quantité  est  évideiiiment  zéro;  donc,  en  prenant  la  limite 
de  la  formule  (132),  on  aura: 

i  ■      ■ 

ç«  =  — -  llm.  27^27J— l)'^^.V'(a— »i,n— /*) 
^  1     i'* 

-f  ^  Hm.  i?  i  (— 1)-+A'.  v^^—m,  n— ^), 

on  bien: 

134)  »«  =  — :î  Km-  S^Sj— l)-+''.ip(«,/*) 

^  0        0^ 

+  ^  «m.  2?.£.(-l)-+''.i/«.(«,A»). 

Il  suffit  de  connaître  Tune  de  ces  limites,  car  on  aura  Fantre  en  diangeant 
seulement  le  signe  de  u 
Cherchona  la  limite  dé 

Pour  cela,  il  faut  essayer  de  mettre  la  quantité  précédente  sous  la  forme 

où  P  est  indépendant  de  n,  et  t;  une  quantité  qui  a  zéro  pour  limite;  car  alors 
la  quantité  P  sera  précisément  la  limite  dont  il  s'agit. 

25. 

Considérons  d'abord  l'expression: 

2L(-iy*.V(»«,i«)- 
Soit 

155)  ^m,fi)  =  ^--^-—-^^, 

et  faisons 

136)  i^Kit.)-e(m,Ai)=  ^j^.il^. 


on  aura 


n-i  n-t  B-l  R 


Cela  posé^  je  dis  que  le  second  membre  de  cette  équation  est  une  quan- 
tité de  la  forme 


2a+l 


i 
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D'après  (12),  (13)  oo  aura 


Ç(P+«)  '  <P(^eJ      9(P+«)-<P(P-«)       Ç'P-9'» 


'  +  • 


donc  en  faisant  fi 


%n^l 


et  6 


^j-et  /«./V=ee,  <m  a: 


Vi^ê*) 


2r+1 


Maintenant  on  a: 


9 


VJ«+i/ 


+ 


J«+l  /       Sn+l  ^  (2»i-l)s  ' 


« 


donc         if>(m»  ^) 


et  par  conséquent: 


f(«>A*>-ft(«.A*) 


\2ii+l/ 


'•(ïsr)-»'(i^) 


'   V(2»+l)«  "*"  (l»fl)»/* 


Sa 


(SiH-l) 


e 


/      **\2n+l/  \2«+l/       \2»+l/, 


+ 


(tn+l) 


%H-1/      ^   \2n+l 


Donc  la  valeur  de  Rf^  deviendra 


138)'i?^ 


6 


V2«+l/ 


.(l  + 


^a* 


(2n+l) 


r)- 


Cela  posé,   il  y  a  deux  cas  à  considérer,  savoir  si 
limite  ou  non. 

ai  Si  ^^.  a  zéro  pour  fimite,  on  aura: 


2»t-l 


2n+l/ 

a  zéro  pour 


*■   Vl»M-l/ 


»«„  .  v*v 


s-4- 


(2»+l)>    •     (2»+l)*  ' 

•(^)=P'[»-^-(^)]-  l/[»-HV(^)] 


~  (2«+l)«* 


(ÎB+l)*      •      (lll+l)*' 

où  J9„,  Cm>  ^  ont  dcB  limites  finies;  donc  en  substituant: 


►511 


l'^  f 


«■  ! 


*v      y     ».   ... 

'..^       't        '.'  •: 
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139)  R,,  =  Aa* .  'V     <»"^^)* 


a»  Ha*        n  ^ 

^      a«       2>a*       ^      ^ 


I c c , 

or  soit  ^e  «^  soit  fini  oa  infini,  il  est  clair  qne  cette  quantité  convergera  tou- 
jours vers  une  quantité  finie  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  n. 
Donc  on  aura 

140)  fl^  =  r^  +  r^, 

où  r^  est  une  quantité  finie  indépendante  de  n. 

h)  Si  ^^  a  pour  limite  une  quantité  finie,  il  est  clair,  qu'en  nommant 
cette  limite  ^^,  on  aura: 

n-i  R 

Cela  posé,  considérons  l'expression  JS A — 1>">   .^  ^.,  ■       On  a 

142)    |^(_iy...^=       '^.[B,_fl.+«.-B.+  ... 


•    •    • 


-H-i)-^i?^,+(-i)''(/î^iJ.+x-4-/2.+.-^H* . . .  +(— i)-*-».i?^x)]. 


Supposons  d'abord  que  ^-  ait  pour  limite  une  quantité  finie,  quelle  que  soit 
la  valeur  de  fA.     Alors  en  remarquant  que 

on  aura  JR^  —  fl^+i  =  «^jl  —  «^ji+i, 

donc 

OÙ  A:  =  91  OU  n  —  1,  selon  que  n  est  pair  ou  impair.  La  quantité  B  a  tou- 
jours pour  limite  une  quantité  finie,  savoir  JS  =  0,  si  9e  est  pair,  et  B:=zR^^^ 
si  n  est  impair. 

Maintenant  on  sait,  qu'une  somme  telle  que 

K  —  ^î  +  «^i  —  •  •  •  +  «^'*-2— ^Vl, 

peut  être  mise  sous  la  forme  k.v^v  ayant  zéro  pour  limite.  Donc  en  substituant: 


I9d 


Ht 


i^.ff+B 


(2it+l)«  ' 

or,  k  étant  égal  k  n  ou  an — 1»  et  J?  fiai,  la  limite  de  ^^^'^^..  sera  zéro, 

Zo+l  ' 

donc: 


143) 


« 


Supposons    mainteuant    que 


a   zéro  pour  limite.     jAon 


a  également  zéro  pour  limite»  à  moins  '^'en  même  temps  J^     n'aH  pour  limite 

nne  quantité  finie.     Soit  dans  ce  cas  v  le  nombre  entier  immédiatement  ioierieor 
a  y^ny  et  considérons  la  somme 

En   supposant    fue   /i  est   on   des  nombres  Ot,   1,  .  »  • .  r>  il  est   clair,  que 
^^  _  {m^ky^^^\)Gi  ^  ^^^  p^^^  jj^jj^.  j^^^  g^j^^  ^^  ^,^^  a  vu,  fl^ 

sera  une  quantité  finie,  et  par  conséquent 

où  R  est  également  une  quantité  finie. 
Considérons  maintenant  la  somme 

Si       ^      a  pour  limite  une  quantité  différente  de  z^o,  on  a,  comme  on  {i  vu  : 


RiA — RuA.% = VA — l'/i+i  r 


^;i 


si  au  contraire   ^  ^  ,     a  pour  limite  zéro>  on  a: 


R. 


^f^+Ky 


or,' si  en  même  tems  /i>V^M,  il  est  clair  qu'en  vertu  delà  valeur  de  R. 


fij 


^f* —  ^MÎ 


or  il  est  clair  que  B^^  et  C^,  tous  deux,  ont  pour  limites  des  quantités  indé- 
pendantes de  /i,  donc  en  nommant  ces  limites  B  et  C,  on  aura  : 


RfA- 

et  par  suite,  aussi  dans  ce  cas. 


B—C+V^y 


H-1 


Donc  comme  dans  le  cas  ou 


2»+l 


VfA  — 1^^+|. 


aurait  nne  limite  différente  de  zéro 


pour  toutes  les  valeurs  de  /i,  on  démontrera  que 

^^  (/j,  -  i2^^  + . . .  +  (-1)— xi^J 


(Snt-l) 


Mi 


lia 


«'«>i 


E» 


3»'5i 


■■-»■<..  ■.  «.* 


V^  ■  .--1        '^         •> 


»■?.*■ 


2(M 

Maintenant  en  combinant  les  équations  ci-des 

"'*  -"^  1  V 

or   ^      a  zéro  pour  limite,  donc 

■-*  Jl  « 

^^^        ^'    (2ii  +  l)«  2fi  +  l 

Donc  cette  formule  a  toujours  lieu,  et  par  conséquent  la  formule  (137)  deviendra: 
.144)       2?^(-l)^(a«,M)-ï^(-l^ 

n-l 

Cela  posé,  il  s'agit  de  mettre  £  ( — iy8(m,^)  sous  la  forme  JP  +  ^——. 
Or  c'est  ce  qu'on  peut  faire  comme  il  suit     On  a: 

|ïj-l)^K/i)  =  j;  (— l)^(m,^)—  et 

145)  {"^  o/*  "^ 

^2Jf,{—iyMnî,/i)={—l)\ii{m,n}—^^^  — . . .  etc.). 

Or  d'après  une  formule  connue  on  a: 

e(i7i,n)  —  0(^n-|-l)  +  0(»i,»+2)  —  V 

où  J,  B . . .  sont  des  nombres  ;  or 


"  a«— [(m+i)o+(n+i)or)a  ' 

donc  en  substituant 

«(m,7i)-0(»V»+lH-. «._£(.„+i)«+(«+i)°0*^  (««»[(».H)»+(«+i)°'Tr  ^  •  •  •• 

De  là  il  suit,  que 

Donc  en  vertu  des  équations  (145). 

!s^(-i)^e(»t,i») = i;(-iy .  o(»i,/i)  +  ^ , 

et  par  conséquent 

26. 

n-l 

Ayant  transformé  de  cette  sorte  la  quantité  2J  ( — l)^-V^(^>/')>*  on  tire  de 
l'équation  (146)  : 


lu. 
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o-i   n-1 


n-i 


147)  2;.27^(— l)-+^i^(m,,.) 
en  faisant 


n-i 


0      o 


o  o     ^w+l 


148) 


eo 


e.=-r(-.iv.ô(iit,/u); 

0  '^ 


n-i 


or 


Vm 


"Ç'Sit+l 


nv 


an+l     ^  2ii+l 


2' 


V  ayant  zéro  pour  limite.     Donc  Téquation  (147)  donnera^  en  faisant  n  infini: 


149) 


n-i  n-i 


o      0  '^ 

De  même,  si  l'on  fait,  pour  abréger  : 
150) 


Zï— l)-.ç«.  ' 


2a 


•no> 


«a— [(m+i)o-(|t+4)oi']« 


on  anra 


n-i    D-i 


oo 


151)      lim.  Z'.^^i— l)"^'*.ifi(»»,At)  =  2:(— !)-.(.'« 


O        0 


Ayant  tronvé  ces  deux  quantités   dont  l'expression   de  q>a  est  composée,  on 
aura  en  substituant: 


ipa 


.  ^1  (-!)-.(».+ i .  i(-i)-.(.'.= i .  £(_i)v.-  c-x 


on  bien,  en  remettant  les  valeurs  de  ç'»  et  ^m> 
152)  ya  = 


~  '  2Jr-^r2J,  -  ly .  („,_[(^)  JL(^^^)a,- 


2a 


î 


a 


a*—[{m+^)o+{^+i)m] 


n«/ 


Maintenant 


2a 


:•  + 


a»— [(m+i)4)±(|t+4)cj»]'"  ~^  a— (OT+i)o:f(|Jt+^)ti»    '      a+(m+i)o±{|i.+i)©i 


5^> 


donc 


2a 


2a 


a?— [(i»Hi)o~(i)i+i)ro']*        .  a»— [("•+i)'>+(P^+4)oO» 
(2ii+l)(3i  (2|jn-l)o< 


"'"  [a-<in+i)o?+(|t+i)*o'  [a+(m+4)o]»+(|i+i)«tBa  ' 

donc  l'expression  de  (pa  deviendra  sous  une  forme  réelle  : 
153)  çia  = 

(2tii+l)c( 


^ 


1      V  r_i\-    T-  r_1V    /  (2ti.+l)o 

OT     o-^  o''^      ^'^•V[a-(m+i)«?+(lJi+i)*o'  [a+(ifi+i)o]»+(|x+i)»o«  J' 

c'est-à-dire,  on  aura: 


26 


«' 


"»  * 


T^ 


.•3?'  -;  --         w       •  f 
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ou 


9m  — -=• sr;  + 


iSIS) 


S 


"m — r  sZï  "T" 


[a+(m+i)4>]«  +  ^  [a+(iiHi)c»]«  -h  -j-  [a+(m+i)«»]*  +  — j- 

Si  Ton  commence  la  recherche  de  la  limite  de  la  fonctitm 


•  •  • 


B-1   n-i     *  n-i 

2  2  (— l)"^'*-V(^i^)    P^r  celle  de  2{ — l)*V(^i^)  ^^  ^^^  ^^  ^^^    ^® 

B-I 

2{ — ^Y'^iphP)^  comme  nous  l'avons  fait,  on  trouvera  au  lien  de  la  formule 


(1S3)  la  suivante 

156)  if  a  = 

i  j:  f-^iv*  S  i^ir  (—A^^ (?!y:!)sL__.^ 

c'est-à-dire 

157)  ya  =  ^  (^0  —  3^,  +  5.^  —  7é,  +  . . .  +  (—  ly*- (2^+ 1)^^—0 

où 


■Ma* 


158) 


, 1 1 L  1 


27. 

Cherchons  maintenant  l'expression  de  fa^  au  moyen  de  la  deuxième  des 

formulés  (126).     En  y  faisant  p  =     ^     et   ayant  égard  à  la  formule  (131), 
on  aura: 
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En  soppposant  maintenant  n  infini,  et  remarquant  qu'alors  la  limite  de  la 
quantité 

devient  égale  à  zéro,  on  aura: 


SnH-l 


)]+fK^)+Kï^]} 


■       n 


159)      fa  =  Un».  (— l)»!;^  (_1)-.  i^ («— t»,  n—ft) 

1        1  '^ 

où  fou  a  fait  pour  idbréger: 


11 


*(»-»,  »_rt  =  ^[r(^±^iJ!5l)  +  <« 


— IftO  — (JCOt 


^-si__— «kp 


0]. 


2n+l 


Maintenant  on  a: 
Soit 


2n+l  L'  \      Sn+1 


/• 


2»4-l 


2fi+l 


-  tec.,  (1-+  |<-,)=_i«.»(i!=i!î±l^t&=e±fiï£). 


*'^(«'+<^-v5^-''(— T-fO 


on  aura: 

et  JF  /"(»»— '«+è)"+(»—|fc+i)q«'\ 

\  2«+l  /*    . 

Donc  on  anra,  en  substituant  et  mettant  m  et  /«  respectivement  an  tien  de 
H — m  et  n—tn 

*'"-''^-     ••      <..„[,.(^)_,.(<=ii)^I^)] 

On  aora  la  valeur  de  'Vi(in,  /<),  en  changeant  seulement  le  signe  de  i.     En 
faisant  maintenant 


et 


0(»i,/i) 


0i(jw,  /<) 


(a»m-l)o+(2tii+l)qt 
a»— [(m+i)o+(|t+i)tBi]» 

(aOT+l)a— (2n+l)gt 


26 


t^- 


-ri 


(»^ 


A"i: 


ti 


^r?    ' 


>   > 


1        ♦ 

•  i.   • 


■M..'  • 
4   . 
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et  cherchant  ensoité  la  limite  de  la  fonction 

S«2;(-l)-.tp(i«,M)» 
de  la  même  manière  qae  précédemment,  on  trouvera: 

lim.  ^É^£(r-ir.^{ni,fi)=\.£^^  ^)) 

et 

Um.  S^S  (-ir .iPiK  II)  =  ^.ii-^.(-  ir.e,(m,  itt));  ^ 

donc  en  substituant  dans  (iS9),  et  remettant  les  valeors  de  0(nt,|w)  et  Oi(ffi,/i)«  on  a: 

160)  fa  = 

1_     ^    y,  /_.w/      (2w+l)o+(2n+l)g|-        ,         (2m+l)o— (2tt+l)gf      \ 
e  '    o'*  o*^        ^    Va«— [(m+|)u+(it+i)i3i]»  '^  «»— [(m+t)o— (ni+i)»:* /' 

La  qoantité  renfermée  entre  les  crochets  pent  aussi  se  mettre  sous  la  forme  : 

2[a— (im-4)o] 8[tt+(OT+^)o] 

[a— (iii+i)«]a+(|jt+i)«o«       [a+(m+|)o]«+(|i+i)»i3«' 

donc  aussi: 

161)  /«== 

On  aura  de  la  même  manière: 

162)  F(«)  = 

L    T  (t  /— IV  (V+^)P 1    V  /_iv«  (2n.+l)g  \ 

28. 
Venons  maintenant  aux  formules  (130).     Pour  trouver  la  valeur  du  second 

membre,   après    avoir  fait  p  =  - — — ,  et  supposé  n  infini,  nous  allons  d'abord 
chercher  la  limite  de  l'expression  suivante: 


1  — 

163)  t=nA 


''  V2«+l/ 


f* 
1  — 


*   V        2»+l        / 

OÙ  A  et  /  sont  deux  quantités  indépendantes  de  n,  m,  //. 


En  prenant  le  logarithme,  et  faisant  pour  abréger: 


■  •  • 


1  — 


164)  ^(m,ju)=log 


9«( 


2fi+l 


) 


1— 


'*  V2«+l  / 


on  aura: 


16S) 


n       n 


Considérons  d'abord  l'expression  2!f^ip{m, fi).     Soit 


.    -         .     ■     «-     Ip 


166) 


9(m,^)  =  log 


1  — 


1  — 


(mo+(io;+/)« 


on  aora: 


1  — 


9 


s 


\2«+l/ 


vKa*)— «K/')=ïog 


r9 


11  — 


{ma  +  ^i-^k)* 


1  — 


Cela  posé,  je  dis  que  le  second  membre  de  cette  équation  est  poar  toute  valeur 
de  m  et  fi  de  la  forme 


(2ii+l)* 


Pour  démontrer  cela,  il  faut  distinguer  deux  cas,  si  la  limite  de  ■  ^"^t^^* 
est  une  quantité  différente  de  zéro,  et  si  elle  est  égale  à  zéro. 

a)  Dans  le  premier  cas  on  aura,  en  nommant  a  la  limite  dont  il  s'agit: 


?>*( 


in^l     7=^  «''«+*"' 


e» 


(2«+l)»  ^  (an+l)«  ' 
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donc: 


''(sâr) 


rS 


^  /mo+H.igt+i^\  (2ii+l)«ç«fl  "^  (ïn+l)»» 

On  a  de  même 


T-t 


(mo+ HOI+*)»  /iwt>+|iiqi+*y  (2«+l)4a»  ^  (ân+l)»' 

(mo  +  |».©i>0*  (2«+l)»fl«  ~  (J»  +  l)»* 

En  sabstitnant  ces  vadeurs,  l'expression  de  ^(m,ju) — 0(ni,ju)  prendra  la  forme: 


1-.^^^  1-  • 


*(«.„)-«(«,.)  =  i.g  — as!!- ^±l>! , 


les  quantités  «^,  i^',  t?^,  t;'^  ayant  toutes  zéro  pour  limite. 
On  a  donc: 

et  par  conséquent: 

b)  Si  la  limite  de  la  quantité  '""^*!j°"  est  égale  à  zéro,  en  aura: 

**  V    sm    / (2«+i)«     f"  — (2»+i)«     ^•••' 


donc: 


1  — 


Si  maintenant  moo-f-iuct*  ne  va  pas  indéfiniment  en  augmentant  avec  n^  on  aura 
l__^!A^±ïl__=i tt«  I-      ^ 

^   V      2«+l       / 
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de  même: 


1  — 


*'(^) 


—  î-  «'  I        g 

j  ^mt>+tuat>/  \  (mu + |ms^/)*  "^  (2»+l)*  * 

L      / 


l 


B- 


(^+1)* 


1— 


O 


(««+1)« 


donc  dans  ce  cas: 

B'  et  O  ayant  des  limites  finies,  ou  bien: 

la  limite  de  D  étant  également  une  quantité  finie. 

Si  au  contraire  la  quantité  ma  -f-  fizfi  augmente  indéfiniment  avec  n,  on  a: 


D 


1  — 


^   V      in+l      ) 


A— A 


1  — 


,s 


1  + 


(mo  +  (jiof  +  *)* 


(2ii+l)« 


1  +^ 


2ii  +  l     / 


X- 


1  — 


(llWI  +  |l©l  +  *)» 


or  les  quantités _,^î^ï^±-.  ont   zéro  pour  limite;  donc  la  quantité 

précédente  sera  de  la  forme: 


1+ 


a» 


(2«+l) 


A» 


Jp  ayant  une  quantité  finie  pour  limite.    En  changeant  A;  en  ^  et  désignant  la 
valeur  correspondante  de  A^  par  ^'j,  la  valeur  de  vC''^/') — 0(^/*)  deviendra: 


1  + 


i/^(»n,/»)  —  $(}«,iu)  =  log 


(2«+l)« 


^' 


1  + 


rS 


A", 


a.*(A' — A'i) 
(2i»+l)» 


+ 


(2n+l)» 


Maintenant  la  limite  de  A'  est  la  même  que  celle  de  ^;  or  il  est  clair  que 
cette  dernière  limite  est  indépendante  de  ky  vty  ft  (elle  est  en  effet  égale  au 
coefficient  de  a*  dans  le  développement  de  <p*a).     Donc  on  aura: 

A'=IIIr\-V, 

et  en  changeant  ^  en  / 

^j==  iïf  +  V', 


*«a  I 


.  ■•* -ni'"; 


•-ir  ■•  ^ 


I.      -:..■    < 


d'où  A'  —  A'^^iv 
conséquent  on  a: 
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t>'  =  V.     Donc  A^  —  -4*j  a  zéro   pour  limite,  et  par 


i/;(m,|w)— OK/i) 


(2«+l)* 
Donc  nous  avons  démontré,  qu'en  faisant 

1 67)  tf'(»i,  |ti)  —  e(»ï,  fi)  = 


(2w+l)«  ' 
la  limite  de  A^^^  sera  égale  à  zéro  toutes  les  fois  que  mtù  -|-  /icst  augmente 

indéfiniment  avec  n,  et  qu'elle  sera  égale  à  une  quantité  finie  dans  le  cas  contraire. 

29. 

Cela  posé,  considérons  la  quantité 

n 

En  substituant  la  valeur  de  '^{pijfi\  il  viendra: 
168)       2Mm,(i)  =  SAm^ix)  + 


^.^,x   ..,       — ^-v  ..,    .    ^2«+l) 


•-2/«(^«,^)* 


2    Y^ 


Soit  V  le  plus  grand  nombre  entier,  contenu  dans  j/^tï,  on  peut  faire: 


^fA^lf^ ^m,i    +  A^^^    +  •  •  •  "f"  -^«,1 


-|--^«,v+i"r-^i»,»'+«T"  •  •  •  4"  -«■•,«• 
Or,  d'après  la  nature  des  quantités  A^^^  la  somme  contenue  dans  la  première 

ligne  sera  égale  à  v.A^^  et  la  seconde  égale  à  ^'«(n — v\  où  A^  est  une 

quantité  finie  et  A^  une  quantité,  qui  a  zéro  pour  limite,  donc: 


^  X,^  =  v.A^  +  {n—v)  J'«=  (2w  +  l).iî«, 
1  ^ 


OU 


/î« 


x  + 


n  —  V 


A'i^. 


2n+l  •     2n+l 

Donc  la  quantité  JS»  a  zéro  pour  limite,    en  remarquant  que   y  ne  surpasse 
pas  y^n. 

n 

Par  là  l'expression  de  £  ^(^/^)  se  change  en: 

1^ 


169) 


Z'^V;(m,^)  =  ^^^{m,/^)  +  ^ 


Pour  avoir  la  limite  de  £  Ô(wi,/i),  j'écris 

1  ^ 


oo 


oe 


SMmu)  ==  Z*  e(»i,  /m)  —  Sf,  e(»i,  ^)  =  2M«h  p) 


7f* 


n+i 


2^  ôK^+n). 
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Or  on  peut  trouver  la  valeur' de  27  0(»»,A»+n)  comme  suit 
On  a: 


Ô(«»A*+«)  =  log 


1— 


1— 


[ma + (\i.+nyai+ *]« 
a» 


De  là  on  tire: 


[m«>+(|t+n)c(i*+  0* 

=  ««  /__J__ 1  \ 

\lmo+(^+n}a$+l]*         [»M»+((fc+«)tirf+*]»/ 

__l„4Ï 1 1 » 

*     t[fiu>+(|fc+n)oi*+(]«         [m0+(!^+n)ai+k]*f 

+  etc. 


OU 


0 


V     »  n      / 


6 


.(f) 


-- —  +  oi>  Jl  o,  1  I Z-  +01+  Jt.  01'  ) 

etc. 
Or  on  sait  que  la  limite  de 

£.    1 


donc 


etc. , 
et  par  conséquent,  en  substituant: 


or 


e(:r) 


etc. 


donc  on  aura: 


27 


&<■'« 


■s*      ■.«   '.   -; 
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f\x)dX=L,.     {- -i : î ) 


1     *-/ 


ai      n      /ma+l      .        \/tno+k 


La  limite  de  cette  expressien  i\ej'^{x)dx  est  zéro  pour  une  valeur  quel- 
conque de  X.     De  même  on  trouvera  que  la  limite  àef*i^(x)dx  est  zéro,  donc  : 


'^  a«  a*       .   .     a« 


•  •  • 


donc  aussi,  en  faisant  ft  z=oo: 


oo 


d'où: 

n  eo 

f^^(«h/*)  =  -S'^eKi")  ■—  ^,  et 

n  oe 


I 


i70)  2;  Wm,/i)  =  27 JKiti)  + 


t;»  ayant  zéro  pour  limite.     De  là  en  tire 


n      n  „      ._  .  _ 


11^  1^1^       ^     1 


2l2+l 

En  prenant  la  limite  des  deux  membres  et  remarquant  que 


y-i        t>«       __^^    »j+  O^  +  .  w  .  f), 


2ii+l  211+1 

on  aura: 


n      n  oo     ^  oo 


171)  lim.  SJSM^ii)  =  2(2:Mm,ii\ 

1      xf*  1  *^  1  ^  ^^ 

En  remettant  les  valeurs  de  i//(»i,^)  et  0(Mï,/ti),  et  passant  des  logarithmes  aux 
nombres,  on  en  tire: 
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1  — 


172)    Um.II^IIJ 


.  /mo+acït'+it\ 


oo 


oe 


Ç 


a 


1  — 


V2n+1/ 


JiJnX    (»»»+'^+^ 


i> 


a» 


<P' 


( 


2n-(-l 


) 


(mo+iMS'+O 


Par  une  analyse  toute  semblable  à  la  précédente,  mais  plus  simple,  on 
trouvera  de  même: 


1  — 


175)    llm,J?J 


*   V2«+l/ 


'l  — 


Ç 


9 


\2«+l  / 


ç.(. 


mo+Z 


1  — - 


2ft+l 


\2n+l/ 


n 


174)     «m.  n 


<?'■ 


1  — 


VSa+l/ 


*   V2«+l/ 


a' 


(|ILt3f+*)» 


a 


a 


(|Ma*+/)* 


30. 
Mamtenant  rien  n'est  plus  facUe  que  de  trouver  les  valeurs  de  «jpa,  /«,  Fa. 
Considérons  d'abord  la  première  formule  (130).     On  a  : 


^   V    2n+l    /  „  /mo+^m       »       «^  A 


*I>  V 2SÏÏ  ^ 


donc: 


27 


* 


1 
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1— 


■       n 


/ifitH-nro\ 
*   V  2n+l  / 


i,.,.v(l^),.p 


Wf-;;^ 


ç.p 


i-«i»+^)o+(«-|H4' 


In-i-l 


1  — 


ç«P 


1        1        I*  — 


ç«p 


9 


i 


mtH-|Lcn' 


Cela  posé,  si  l'on  fait  |9 


2n+l 


et  qu'on  suppose  n  infini,  il  viendra,  en 


faisant  usage  des  formules  (172),  (173),  (174),  et  remarquant  que  la  Kmite  de 
(2»+l)9'^^)  est  égale  à  a: 

xg.k|-— L:^kg_UJ — ^-(^.    jj. 

'         ^  [(»»—*)»+ (h-— é)tJi]«    )  (*  —  [(m— i)t»— (pi— i)cB']«  j) 

Les  deux  formules  (ISO»)   donneront    de   la    même   minière,   en   faisant 
/*  =  i^*  et  remarquant,  que  f{Q)  =  i,  F{Q)  =  1  : 


oo        I     oo 


176)  fa^nJn 


1 — 


rS 


1  — 


[("»  — è)m-tto«]* 
a» 


1  — - 


[(m— ^)o— (lOt]* 


1  — 


a* 


177)    Fa 


?.0+ 


[(m  — è)«  +  (|i  — J)0i]»;  r      [(to— i)«— (|fc— i)oi]«, 

y,ff(\ »*     ^ 

1  -V  («»+i)«o«  P 


a» 


(»l+è)*t3« 


\        oo       I     oo 


1- 


a* 


1  — 


[mo+([i. — ^)oi]* 
a» 


1  — 


1  — 


a' 


[i«a+(t».— |)gi]' 


suit: 


[(m-i)u+(tJL-i)oi]a  ;  V'      [(»»-i)o+(Hi-è)oi]« 

On  peut  aussi  donner  une  forme  réelle  aux  expressions  précédentes  comme 
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178)      (pa 


a« 


) 


1  + 


xnji, 


||,«t3i 


1  + 


(a — ma)* 


1     l '^  1  +  [«-K^-^H*   1  ^  [«-(«-*)"]* 


179)     /« 


(ti-i)«o« 

•'f  •  V*       (m— i)»o»/ 
[a+(»»— è)«]* 


(p.-i)»t3* 


1  + 


xiî,ir. 


9«<S 


|t"tJ 


[g— (m— pu]» 
[a-(m-4)t>]« 


1  + 


(li-i)«o« 


1+ 


•mS 


m"4) 


jji.*a* 


180)    F.  =  ô^(l  +  5^) 

1 4.  (»+'»")*  I  .  (»— »«a)*  (i     (iw — ^)»o* 

Ces  transformations  s'opèrent  aisément  au  moyen  de  la  formule: 


o^sr 


.^■*    s 


^ 


^'-  f 


m 


t:»^ 


51. 

Dans  ce  qui  précède  nous  sommes  parvenus  à  deux  espèces  d'expressions 
des  fonctions  ç)^,  fa^  Fa:  les  unes  donnent  ces  fonctions  décomposées  en 
fractions  partielles,  dont  la  totalité  forme  des  séries  infinies  doubles,  les  autres 
donnen^  ces  mêmes  fonctions  décomposées  en  un  nombre  infini  de  facteurs, 
dont  chacun  est  à  son  tour  composé  d'une  infinité  de  facteurs. 

Or  on  peut  beaucoup  simplifier  les  formules  précédentes  au  moyen  des 
fonctions  exponentielles  et  circulaires.  C'est  ce  que  nous  allons  voir  par  ce 
qui  suit 

Considérons  d'abord  les  équations  (178),  (179),  (180).  En  vertu  des 
formules  connues,  on  a: 


1 


L 
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«njf 


danc 


#,(l-,^);  ces  y  =  ^^  (l-^-j^); 


11-  '^ 


1  ^  Ti        y*     ">     *  ^^«»'  l '^  Il    _^!_i  ~  «««y* 

En  vertu  de  cette  formule  il  est  clair  que  les  expressions  de  ç>a,  fa^  Fa 
peuvent  être  mises  sous  la  forme: 

ainf  a  —  «  j 
15  \     xs  / 


.7C 


^.5.(1 A-) 


^     1 8in(a+mo)~  t .  8În(a— m©)—  t* .  cos  •  (m— A)o  —  /  Tmo  —  f  V  i 

y  yj     <— 5 ? XS  \         O     /       »  * 

»  "*  lco8[a+(»i~i)«]—  t'.co8[a— (m-4)o3— i.8În«mo-t    (a+mo)(a— mo).—  t« 


'  ,  -  V*       (m— i)«o«/ 

X  Â.  (tMg[a+(».-i)»]^  .•.taiig[a-(m-i)o]il  .•.cot«(«-4)«»il.-.     ("»-*)*"'    ). 


ic  . /_  x  K  .        •/        ,v     ic  . 


C08(a+inu) — ^.cos(a — mo) —  »*.C08*(in — i)«a  — » 


(«J«)-4. 


co8[a+(iit — J)»] —  ^.co8[a — (»»— i)o] —  i*.C08*mci».  — i 

es  xs  ta 


On  trouvera  des  expressions  réelles,  en  substituant  au  lieu  des  fonctions 
drculaires  leurs  expressions  en  fonctions  exponentielles. 

On  a: 

sin  (a —  h) .  sin  (a  -f-  ft)  =  sin*a  —  sin*6. 
cos  (a-^b).  cos  (a— ô)  =  cos*€i — sin*ô, 


donc: 


sin  (a  +  mo)  —  1 .  sin  (a — mo)  t—  t  I  sîn'a  —  t 

xs  xs  1  xs 


1  — 


sin  *  mo  — i  1         sin'mo  —  t 

tu  [  CJ 

co8[a+(m— i)<D]  —  f .  co8[a— (m— ^)o]  —  t  8În«a  —  t 

^  xs  ^  xs 

cos«(m— J)o  —  f  co8^(m— 1)q  —  • 

I    o  xs 


I 


21Ô 


tang  («+(«— ^)»)  ^ i.tang(a— (m—  ^)m)  ^ i. cot«(«--  iW  £« 


1  — 


13 


•în«(ift— J)o— » 

0 


1  — 


13 


CM*  (m — ^)ci — « 

1S 


D'après  cela  et  en  remarquant  que 


a*— m»o* 


a«— (m— i)«o« 


—  et 


1  — 


1 


1  — 


il  est  clair  qu'on  aura: 


(m-|)«o« 


181)        ç)a  =  il 


«in  f— ici) 


1  — 


•  Ki«< 


1* 


sin'mo  — • 
ts 


•in*  a  — « 


eo8*(irt — |)o — • 

13 


1  — 


ts 


•K 


182)       fa 


J7«. 

0 


ts 


1  — 


8m«  a  — « 

13 


13 


rî 


% 


!   « 


If.  ji 


1  — 


183)       Fa=cos(-l^;).  jgr^ 


sitt*  —  ICI 

13 

C08*m —  TCf 
13 


1  — 


8in*  — Tut 

13 


o 


C08*(m— i)— Trf 
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En  sobstituant  aa  lien  des  cosinus  et  sinns  d'arcs  imaginaires  leurs  va- 
leurs en  quantités  exponentielles,  ces  formules  deviendront: 

1  — 


iM)   ,«=i.|(jï«_j-î«).n. 


01  0» 


A»     —k   « 
A 


185)    /•«  =  1I.. 


«                    a 
,—n         , n 


a  « 

- — «  _ — jr 

Ao    — A  « 

1  + 


^(•Mi)J.__^-<-+i)J.| 


186)    F«  =  i(A«''  + A""").j5, 


1+ 


M  01 


OÙ  A  est  le  nombre  2,718281 ... 

On  pent  encore  transformer  ces  formules  de  la  manière  suivante: 

Si  Ton  remplace  a  par  at,  on  aura  les  valeurs  de  9>(ai),  /"(ai),  F(at).    En 

changeant  maintenant  c  en  ^  et  è  en  c^  les  quantités  : 

«,  o,  ç)(at),  f{ai)y  F{aî) 

se  changeront  respectivement  en: 

donc  les  formules  précédentes  donneront: 


1+ 


Diajr  nMXv  a 


191)    q>a  =  — .sm U^ 


«  •»        I  48ill 


((3IB-1)B»  (2m-l)B*v* 

4     2-      _|-il~      a»     j 
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1  + 


4biii 


oo 


188)     Fa^JI^ 


(2in+i)t87rv« 


k 


30» 


) 


ésin 


"(^) 


^    (3iiH-l)g7y 
(a         2- 


(2in4.l)c3;^v  S 


261 


) 


'--(^) 


189)      /«  =  COS 


V  o  /      1  ■• 


(mfSTT 
A"=" 


mtSTTv  A 


4Bin* 


(v) 


( 


{2m-\ymn 


h 


201 


(2ni-i)fS7rv  S 


32. 


Considérons  maintenant  les  formules  (160),  (161),  (162). 
On  a: 


donc,  en  faisant 


y  =  («±(»»  +  i)co)-^: 


(2jJL+l)0 


57/ «Vu      V*1*T*/"' ^Jg 

T^^       ^*[«±(i»+4)o]«+(H+i)«o«         © 


^[«±(»+i)«]^  ^  ^-f«±(-44>]| 


En  yerta  de  cette  formule  il  est  aisé  de  voir  que  les  expressions  (153),  (162) 
de  tpa  et  /'«•deviendront: 
190)     9)a  = 


•  .^-[«-(•H>]-i-      ^[«+(»H)-]J  .^-[•K-H-i>l5-j» 


191)     /*« 


7r 


7r 


+ 


n 


Les  expressions  précédentes  de  9>a,  Fa^  peuvent  être  mises  encore  sons 

beaucoup  d'autres  formes;  je  vais  rappeller  les  plus  remarquables.     D'abord 

en  réunissant  les  termes  du  second  membre,  on  trouvera: 

28 


■»'»• 


;;  •,■ 


i'     > 


S7.(-l)- 
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2a7i  San  ,  tin  atn  / 


A«  =e  et  A"  =7^, 
tnt  le  second  membFe,  deviendront: 


-^+- 


rH r'  +  ^r-  r»  +  — r 


en  de  a. dans  les  formales  (192),  (195),  changeant 
et  remarquant  que  les  quantités 

ent  en: 

'?'(")»  /«)  2i.sin«  — ,    2cos<t— , 


,  Bn  ..   BW\ 

En  faismt  poar  abréger 

en 
19»)  *"=(!, 
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et  développant,  on  obtiendra: 
200)     v(«^)  = 


— .  —  8in(  a  — )• 


1 

p-7 


p._l 


r+ 


i*      p. 


1  p*  +  2coi(a)c)  +  -j      p« + 2cos(an) + -^      p  *  04-2coi(aic)4-  -j^ 


'••• 


201)      /(«^) 


—  •  — •  COSla-^l. 
e     o  \    2/ 


1 


T+ 


P* 


T+ 


p*+:3 


'  P* + 2coa(aic)  +  -j       p« + 2c08(aic)  +  —      p  *  <>+2coB(aic)+  -^  ^, 


r+ 


•••  /  • 


n 

.a— 


t>^ 


En  substituant  dans  les  formules  (190),  (191)  au  lieu  de  A  ®  et  k^  leurs 
valeurs  «  et  r,  il  viendra: 


> 


En  supposant  maintenant  a  <  -^,  on. aura: 


e. 


1 g~l.y^2m-l 

donc 


€.r" 


9i»-l 


•  •  •  I 


•  • 


,.«=  |.  I-.  (ij_l)-((«-*-t).r-«-»-(t»-0.r^—+(*»-«-*)r-»«>— -...)) 


Or 


1+r 


.-s 


1+r^ 


r«  +  l  ' 


i*+l  ' 


etc.,  donc: 

De  la  même  manière  on  trouvera: 

205)     Fa  =  -.  -.  (iï^—^l±ïl^^l±fl 


•)■ 


28 


V 


«1 


■rm 


T- 


♦^       -_        '^ 

W,  ..     y. 

'  *■-' .  ■■-■•  V 

à.  .;  ;•  . 


i 


t...    «• 


^    . 


1  « 
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en  de  a^  et  changeaDt  ensuite  e  en  c  et  c  en  e, 
(«■|4),f(«fi),  r,  .-+.-,  .--.- 

r)'  ''("t)'  f'  ^"" ("""t)'  2i8iii(i««y); 

1  ,   1     +     ,    1         •••( 

P+—  P"+-^  P'+TT  ) 

■■(4)     c.(:..|)     ...(5.|) 

1  _     1     H"  I         *■•/ 


{  "-7        "-7-        ^—^  } 

ères  formules  offrent  d'expressions  très  simples  des  fonc- 
tr  les  différeotiations  et  intégrations  on  peat  en  déduite 
il  on  moins  remarquables. 

33. 

=  c,  les  formules  précédentes  prennent  une  forme  plus 
relation  oi  ^  o^  qui  a  lieu  dans  ce  cas.  Soit  pour  plus 
zî.     On  a: 


:t  faisant  dans  (201), 

(205) 

«  = 

«^ 

,  il  vient 

—  h' 

A»  —A 

Son 

% 

A* 

—A" 

s 

'•+h^ 

an 

6» 

A" 

+A~ 

an 

s 

'+*'^ 

i 

-i- 

San 

A»' 

+A" 

1 

*•  — * 


.).A_sin(34).-^+sinr54").-?!^ ...{, 

,).iL_„a(3«|).-^+c8(54).j5L_...}. 
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Les  fonctions  %  f^  F  sont  déterminées  par  les  équations 

X  =  ç.  (a|-);  K(l-:r«)=/(«|-);  K(l+^)  =  ^ (« y) • 
Si  dans  les  denx  dernières  formoles  on  fait  a  =  0,  et  qu'on  remarque, 

ç(a|^)  ^  8în(ma|.) 

qu'alors  la  valeur  de  — 7-—^  est  =  —,  et  celle  de ^^-  =191,  on  trouvera: 


glu 


(4) 


sln 


-=-  =  *».  \— 


A» 


A»^— 1 


+ 


6ff 

A* 


3. 


A9 


A'''  +  1 


--f-5. 


A*'— 1 
A  a 


•     • 


(4) 


/    /»!       «i:r      Y 


§.  vin. 


Ssprettion  algébrique  de  la  fonction  ç  f  _  j  <fan«  le  le  eas  où 

Application  à  la  lemniacate, 

54. 

Dans  le  cinquième  paragraphe  nous  avons  traité  l'équation  P^  =  0^  d'où 

dépend  la  détermination  des  fonctions  9  (—\  et  ?(— }•     Cette  équation,  prise 

dans  toute  sa  généralité,  ne  parait  guère  résoluble  algébriquement  pour  des 
valeurs  quelconques  de  ^  et  c;  mais  néanmoins  il  y  a  des  cas  particuliers,  où 
on  peut  la  résoudre  complètement,  et  par  suite  obtenir  des  expressions  algé- 
briques des  quantités  (p  (^j  et  9  (-^ J  en  fonctions   de  e  et  c.     C'est  ce  qui 

arrive  toujours,  si  ^>  (— }  peut  être  exprimé  rationnellement  par  q>  (—)  et  des 

quantités  connues,  ce  qui  a  lieu  pour  une  infinité  de  valeurs  de  — .     Dans  tous 

ces  cas  l'équation  P»  ==  0  peut  être  résolue  par  une  seule  et  même  méthode 
uniforme,  qui  est  applicable  à  une  infinité  d'autres  équations  de  tous  les  degrés. 
J'exposerai  cette  méthode  dans  un  mémoire  séparé,  et  je  me  contenterai  pour 
le  moment  à  considérer  le  cas  le  plus  simple,  et  qui  résulte  de  la  supposition 
6  :=  c  =  1  etn±=i^V'\-\.     Dans  ce  cas  on  aura 


i 


1 


s 


;va 


^ 


Pr'îV 


A^ 


% 


'HlB^ 
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208) 


on  X 


g,a, 


f       ds 

"     Jo\/(l—s*) 

fa  =  Y{i — ç)«a),  Fa  =K(1  +  c'a). 

De  même 

209)  <p{ai)  =  i.(pa, 

ce  qni  se  fait  voir,  en  mettant  xi  au  lien  de  x.     Cette  formule  donne  ensuite: 

210)  f(ai)  =  Fa  ;  F(ai)  =  fa. 

Les  d«ix  quantités  e  et  c  étant  égales  entre  elles,  il  est  clair  qu'il  en  sera 
de  même  des  deux  quantités  que  nous  avons  désignées  par  a  eto.    En  effet 

I 

on  aura 

55. 

En  posant  dans  les  formules  (10)  /?i  au  lieu  de  /?,  on  en  tirera,  en  ayant 
égard  aux  équations  (209)  et  (210): 

/r«  _1_  A-^ .  ft  ■  -PP — t .  9tt .  y  ft .  .Fa./p 


211) 


212) 


F(a  +  fii) 


•4— ç*a.9«p 


Donc,  pour  trouver  les  fonctions  (p,  f,  F  pour  une  valeur  quelconque  ima- 
ginaire  de  la  variable,  il  sufiira  d'en  connaître  les  valeurs  pour  des  valeurs  réelles. 

En  supposant  «  =  ma,  p  =  fiây   on  ^ît  que  (p{m  -f-  f^i)ày  f(m  +  /wi)*, 
fXm-l-fjiz^â  pourront  être  exprimés  rationnellem^t  par  les  8ix  fonctions  suivantes: 

(p{md),  (p(jiô),  fitnff^ 
fifid),  F{md),  F(^4 
et  par  suite  aussi  par  des  fonctions  rationnelles  dès  trois  fonctions  q)â^  fâ,  Fâ, 
si  m  et  ju  sont  des  nombres  entiers. 

En  suivant  ce  développement,  on  voit  également  et  sans  peine  que  dans 
le  cas,  où  m  -f-  /u  est  un  nombre  impair,  on  aura  : 

où  T  est  une  fonction  rationnelle  de  (9^)*,  {fôY,  (Fd)*,  ç'est-à-dire  de  {(pdf. 
Donc  en  faisant  q>â=zx^  on  aura 

En  changeant  d  en  ai,  (pd  se  changera  en  (p{âi)  =  i^iti)  ==  îjr,  et  la  fonc- 
tion qj{m-\'fii)d  en  i(p{m-\-f4i)â]  donc:  v^ 


si 
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par  conséquent  on  doit  avoir  'V( —  x')  ■==  fix^  ;  ce  qui  fait  voir  que  la  fonction 
ip{a^  ne  contient  que  des  puissances  de  la  forme  a^.     Donc  on  aura 

213)  (p(m-\-fti)â=x,Ty 

où  7*  est  une  fonction  rationnelle  de  a/*. 

Cherchons  p.  ex.  l'expression  de  (p(2-\-i)â  en  x. 

On  a  d'après  les  formules  (212),  en  faisant  «  =  2d  et  fi  = 


â: 


ç>(2+i)d 


ç25  .fh.Fh  +  i<fh  ./2S .  Fih 


Or  (10)  donne: 


'  1— [9(28)]*.  ça» 


vm 


2ç8./5.Jî'8. 


F;  am 


l+(98)*  ' 


!+(<?')' 
.  (F8)»  +  (9S)'.(/8)» . 

1  +  (98)*  ' 

c'est-à-dire,  en  remarquant  que  q)d-=:x,  /'^=|^(1 — a:*)  et  Fd^=^\/^(l-\-3?)f 


F{^) 


vm 


2x.-/(l-*4). 


;/(2d)=^.-r.7"'?^g'^)=  '^^"-'^ 


Substituant  ces  valeurs  et  réduisant,  ii  viendra: 

2— ar«+ 1(1— «JT^f JT»)  _ 


215)     (p{i+i^  =  x 


xt.~ 


1  +  s' 


1— 2»— X* 


1— 2j*+ôj»  1— (1— 2i>« 

Expresaion  algébrique  de  9  f— — —  j* 

36. 

On  peut,  comme  on  sait,  décomposer  le  nombre  Av-\'  1  en  deux  carrés. 
Donc  on  peut  supposer 

a*  +  /S*  =  4i^  -f  1  =  (a+/ît)  (a— /îi). 

Nous  cbercherons  d'abord  la  valeur  de  9  (    ^    )  ;  car  celle-^ci  étant  trouvée, 

on  en  tirera  facilement  la  valeur  de  q>  (^    j . 

La  somme  des  deux  carrés  à^  et  /S*  étant  impaire,  l'un  des  nombres  a  et  ^ 
sera  pair  et  '  l'autre  impair.  Donc  la  somme  ex  -f-  /?  ^st  impaire.  Donc  en 
vertu  de  (213),  on  aura 


216) 


X. 


T 


on  T  et  S  sont  des  fonctions  entières  de  o^  =  (<p^^ 

En  supposant    J  =     ^    ,  le  premier  membre  de  (216)  se  réduit  à  zéro, 

a+pi 


'.il 


i^i 


i 

■  %. 


'If. 


•  » .  •* 


=:q)(--^—J  sera  ane  racine  de  l'équation 

Tt=zO. 

a  valeur  de  tp  (■  ■  "  •  J  an  muyen  de  la  résolation  de  cette 

t  trouver  tontes  les  racines  de  l'équation  7=0  à  Taide 
la  manière  snivante. 
oit  avoir 

tu  de  (27): 

(a  -)-  fii)d  =  ma  -|-  fiot  =  (m  -|-  /il)tOf 

,       m  +  ai 

on  sont  conséquemment  contennes  tontes  les  racines  de 
On  les  trouvera  en  donnant  k  m  et  ft  toutes  les  valeurs 
3  jusqu'à  -|-  oo. 

les  valeors  de  x  qui  sont  différentes  entre  elles,  peuvent 
r  la  formnle 

'=»(^)'  ^_ 

enrs  entières  depuis —  "  '*'«■""  ■  jusqu'à -4-  '^  """^  ~ — 
'  cela,  soient  l  et  l*  deux  nombres  entiers  <pii  satisfont  à 


fi.X  —  a.X'  =  —i; 
SOI!  ne  piuB  E  un  uumbre  entier  indéterminé,  et  faisons 
220)  k  =  fiX-^ta,  k'  =  —  tiX'  —  tfii 

on  en  déduira  sans  peine 

fi-\-fik-{'ah  =  0, 
et  si  Ton  fait 

on  vérifiera  aisément  Téquation 

îîî±J^=-P k-kfi. 

a  +  81       a  +  61 


J,;>,— .  ,  ,»A\->k,^^.^-..  .  , 
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De  là  on  tire 


»  (î^")=»  (^  -  *"  -  H 


or  suivant  (22)  le  second  membre  se  réduit  à 


donc 


Maintenant  l'expression  de  ç  deviendra,  en  y  substituant  les  valeurs  de  ketk: 

d'oii  Ton  voit  qu'on  peut  prendre   t  tel  que  la  valeur  de  ç,  positive  ou  néga- 

tive,  soit  inférieure  à  — —^ .      Donc  etc. 

2 

Toutes  les  racines  de  l'équation  Tz=0  seront  représentées  par  la  for- 
mule (218');  or  toutes  ces  racines  sont  différentes  entre  elles.  En  effet  si 
l'on  avait  p.  ex. 

^  Va  +  pi/       ^Va  +  piV' 
on  aurait  selon  (31),  (en  remarquant,  que  ts  =  a>) 

J^=(—  1)-^».  -i^.  +  (m  +  m-)©, 

d'où  l'on  tire: 

cfw  -|-  /î^  =  0;  Q  =( —  1)"^". ç' -\^am  —  fin. 
La  première  de  ces  équations  donne  n  =  —  fit;  m  =  at,  on  t  est  un  entier 
indéterminé.     En  vertu  de  ces  relations,  l'expression  de  ç  deviendrait: 

d'où  l'on  tire 

P±P' 


ce  qui  est  impossible,  en  remarquant  que  (>,  ç*  sont  tous  deux  inférieurs  à 


a»+P« 


Donc  les  racines  différentes  entre  elles  de  l'équation  T=0  sont  au  nom- 
bre de  ^  o""  *  '^  ^^^^  ^^^^  encore,  si  l'équation  en  question  a  des  racines 
égales.     Ed  différentiant  (216)  on  en  tirera,  en  remarquant  que  dg)a=da.fa.Fa: 

(a  +  fit)  .fia  +  §t)d.F{a  +  /îi)d.  <$  +  (g) .  ç(a  +  p{)d 

dT 


x.^.fâ.Fd+T.fâ.Fâ. 


liirJ. 


29 


t    t    I 


iâL.:i^i 
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lation  précédente  donnera 
■.^•(o + /ÎO*-  *■(« + fty  =  0  ; 

ioDc/'(a  +  /!i)'>=±l=*'(''  +  i»Oi',    et  P«r   cob- 
S  =  0, 
Dons  snpposons,   ce  qai   est  permis,  que    T  et  S 
)nimun8.     Par  là  on  voit  que  l'équation 

r=o 

par  rapport  à  x,  et  aura  poor  racines  les  quantités: 

a  une  éqnation 

R  =  0 
',  et  doDt  les  racines  Beront 

»posé  rf^— ^.. 

aisément  résoudre   l'équation  A  =  0,  à  Taide  de   la 

mitive  de  a*  +  (3*,  je  dis  qa'on  peut  exprimer  les  ra- 
■^-~i  on  aura: 

»  +  î^l^")  =  Ki  "-*  +  '  ("-/»•». 

!2): 

s  les  nombres 

1,  Oj,  o^,  a,,  ■  ■  ■  tt^-i 
En  effet  soit  p.  ex.  Os^a.,  on  aura 


i .  ^: 
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223)  é-  =  ±«.4-<'(a«  +  A 

ss^  deux  équations  (222)  et  (223)  m  tire,  en  i 

■\  ^  t>  =  à  un  nombre  entierl 


gSm  _  gS» 


Donc  en  multipliant  par  é^^t*;  on  trouve  que  — ^ — ^  est  entier,  et 
par  suite i— ^^ —  >  c^  Q^i  est  impossible,  car  «  est  la  racine  primitive  de 

a*  H-  /S*  et  2»!  —  in  est  moindre  que  a*  +  /^  —  !• 

Dons  les  2i^  nombres  1,  a,  etc.  sont  différents  entre  eux  et  par  consé- 
quent, pris  dans  un  ordre  différent,  ils  sont  les  mêmes  que  les  suivants: 

1,  2,  3,  A...2P — 1. 

On  voit  par  la  formule  ?^«*d)  =  9>*(0)>  que  les  quantités  (220)  et  (221) 
coïncident,  mais  dans  un  ordre  différent 

Maintenant  on  pourra  réso  udre  Féquation  A  =  0  parfaitement  de  la  même 
manière  que  l'équation  (106). 

On  trouvera  (116) 

où  0  est  une  racine  imaginaire  de  l'équation  0^*"  —  1  =  0,  et  Vy  s^j  s^... s^y^i 
seront  déterminés  par  les  expressions: 

V  =  (q>^{d)  4-  0.9)*(ê(J)  +  e^.çV*)  +  •  •  •  +  8*^^  .g)*(««*^i(J))«% 

,  9«(&)  +  »* .  9*(ft&) 4-  0'*.9«(s«&)+ . . .  ^0<"^-'> .  yg(s'^-' . 8) 
[9«(5)  +  0.9«(65)  +  e*9a(e«5)  + . . .  +  ô'*'-' .  9«(e"''"'8)]* 

qui  par  le  procédé  pag.  183,  184,  185  peuvent  être  exprimées  ratUmneUe' 
ment  par  les  coefficiens  de  Téquation  jB  =  0,  qui  seront  de  la  forme  A  «f-  Bi^ 
on  A  ^i  B  sont  des  nombres  rationnels.  Donc  la  formule  (224)  donne  l'ex- 
pression algébrique  de  toutes  les  racines  de  l'équation  A  =  0,  et  par  consé- 
quent les  valeurs  des  fonctions 

37. 

— —^t  on  en  tirera 

celle  de  U  fonction 

29* 


** 


•m 


i 

». 


>-  ■•■ff^r 

j«î      .»-■■  i     7  ■ 


in  -,' 

>  .  -. 

il  * 


4    ». 
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-^^.j  donnera  celle  de9>f-^^.)en  cbangeant  seaiement 
•e  la  valear  de  (p  f  ^^  +  '^^■)  P""  ""  f*""'"!*  (*0)»  Mvoir 

mo     I     mu         imaa       2ffttto 
r  de  la  fonction 

avoir  la  valeur  de  ip  (~r:  j  où  n  a  une  valeur  détenniiiée 
e  déterminer    m  et  /  de  la  manière  que 

n  :=  2m«  —  (4»-  +  ly, 
ssibic,  en  remarquant  qne  les  deux  nombres  2a  etéf-l-l 
IX  ;  car  alors  on  obtiendra 

»=  1,  on  aura  la  valeur  de  ç> (   "    j. 

38. 

-  1  a  la  forme  l-{-S"]  est  le  pins  remarquable;  car  alors 
— Ve  contient  qne  des  racines  carrées.     En  effet  on    a 

',  et. par  snite  laformnte  (224)  fait  voir  qu'on  peut  dé- 
I  en  extrayant  seulement  des  racines  carrées.  Or  v  est 
e  de  9  et  de  V'( — 1),  et  9  est  déterminée  par  l'équation 
e  0  par  des  racines  carrées;  donc  on  trouve  aussi  v  et 

ette  manière  y  (-!^V  on  aura  de  même  91  (-^J©*  de 
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là,  par  la  formule  (226)  la  valeur  de  (p  (jr^V^^'^Ci^)  '^"^  extrayant   de6 


racines  carrées. 

59- 

Un  autre  cas,  où  la  valeur  de  (p  T^ J  peut  être  déterminée  par  des  rad- 
ies carrées  est  celui  où  n  est  une  puissance  de  2,  comme  nous  l'avons  vu 
No.  15.     Donc  on  connaît  les  fonctions: 

OÙ  dans  la  dernière  1  -|-  2"*  est  un  nombre  premier. 

Soient  maintenant  1  +  2*,  1  +  2**,  1  +  2**, ...  1  +  2V  plusieurs  nom- 
bres premiers,  on  connaît  les  fonctions: 


et  de  là  la  fonction: 


Vl"  ^  1+2"!  ^  l+2»«  ^  1  +  2W 


<o 


'C 


1+2' 
m'.o 


,) 


où  m'  est  un  nombre  entier,  qui,  à  cause  des,  indéterminés  m,  m^,  m^,  ...m^ 
peut  avoir  une  valeur  quelconque.     On  peut  donc  établir  le  théorème  suivant: 

—  )  peut  être  exprimée  par  des  racines  carrées 

"toutes  les  fois  que  n  est  un  nombre  de  la  forme  2"  ou  1  -f-  2%  le  dernier 
"nombre  étant  premier,  ou  même  un  produit  de  plusieurs  nombres  de  ces  deux 
formes." 

40. 

En  appliquant  ce  qui  précède  à  la  lemniscate,  on  parviendra  au  théorème 
énoncé  No.  22. 

Soit  Tare  JM=a^  la  corde  AM=x  et  ^ 

l'angle  MAP  =  0,  on  aura  /  ^  ^ 

v/(l  —  s^) 

En  effet,  l'équation  polaire  de  la  lemniscate  est 

X  =  ]/(cos  2e), 


■•3-  **!?•►' 


r"-      '  • .  ■  w  * 
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d'où 

ja ^^«£y.•(co^lO) 

et  <fa*  =  dlar*  +  a?*  .«ft*, 

donc 

v^^  (gin»)» y' 

«uds  de  a?  =V^(cos  2$)  on  tire  cos  2e=ar%  cos'SO  =  a:*,  1  —  cos*20=l — oi^ 
=  (sin20)*,  donc 

et  par  suite 


1/(1-**) 
et  a?  =  ?)(«). 

Si  l'on  suppose  or  =  1,  on  aura  a  =  AME  =  -^  •  Donc  la  circonférence 
AMBN=z  (0.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agit  de  diviser  cette  circonférence 
en  n  parties  égales,  et  soit  l'arc  AM=i —  AMBNt=.  — od,  on  aura 


AM=i(py—i. 


fmo\ 

Donc  on  aura  la  corde,  et  par  suite  le  m™^  point  de  division,  si  l'on  con- 

— j  ;  or  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu  lorsque    n  est  décom- 

posable  en  nombres  premiers  de  la  forme  2  et  1  -}-  2",  comme  nous  l'avons  vu 
dans  le  no.  précédent  Donc  dans  ce  cas  on  peut  construire  les  points  de  di- 
vision à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas  seulement,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
par  l'intersection  de  lignes  droites  et  de  cercles. 

§.  IX. 

Uêage  des  fonetiotu  ^,f,  F  dan»  la  traurformatiou  deafonetûnu  elliptiquea. 

41 

■ 

M.  Legendre  a  fait  voir  dans  ses  exercices  de  cale,  int.,  comment  l'inté- 
grale /•y^Y-—^-T-^--Y,   qui,   en    faisant  sin9)  =  âr,   se   change   en 

>rn—  g^  ri->  «  ^w  *  ^^^^  ^^^^  transformée  en  d'autres  intégrales  de  la  même 

forme,  avec  un  module  différent.     Je  suis  parvenu  à  généraliser  cette  théorie 
par  le  théorème  suivant: 


1! 
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Si  l'on  désigne  par  a  la  quantité  («  +  |t)»  +  (»»— !»•>»<  ^  ^f^  ^^  j^^^^  y^ 

ÏJt  +  1 


des  deux  nombres  entiers  m  et  fi  est  premier  avec  2it4-  1»  on  aura: 

y*  dg  ,      /•  ds 

•[(l-^îf*)(l+eî»«)]  ~±  V?îâ=i 
ou 


-c«x»)(l+e*x«)]' 


:/la?. 
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'.7=7  Wf  +  «)-Ht +  *■)••  •  »  (1*+  -)]'. 

a  =  f((pa.(p2a . q>Sa  . . .  Ç^% 

^  étant  une  indéterminée,  de  sorte  qu'il  n'existe  qu'une  seule  relation  entre  les 
quantités  c^,  e^y  c,  e. 

Les  quantités  e^  et  c^  pourront  être  positives  ou  négatives. 

Par  ce  théorème  on  peut  trouver  une  infinité  de  transformations  différen- 
tes entre  elles  et  de  celles  de  M.  Legendre. 

42. 

Soient  m  et  (i  deux  nombres  entiers,  et  faisons  pour  abréger: 

^a»)  « ^:f3 , 

ou  l'on  suppose  que  l'un  des  deux  nombres  m^  fi  soit  premier  avec  ^^i. 

En  désignant  par  0  une  quantité  quelconque,  il  viendra,  en  vertu  de  (22) 
229)  ç)  [O  +  (2»  + 1)  a] =9)0. 

En  mettant  0 — na  au  lieu  de  0,  on  obtiendra: 

250)  ç)(e  +  (n+l)a)=g)(e— »a). 

Cela  posé,  considérons  l'expression  suivante 
231)    g)i(0)=9)(0)-h9)(0  +  a)+ç>(0-|-2«)+ ...+  ç(0+»a)+...  +  ç)(e+2ita). 

En  mettant  0-f~^  ^^  '^^^  ^^  0)  î^  viendra  à  cause  de  l'équation  (229): 
252)  9>i(0+a)  =  yx(0), 

donc  si  m  désigne  un  nombre  entier  quelconque: 

255)  q>i  (e + ma) = tp^  (0). 

En  vertu  de  l'équation  (250)  on  peut  écrire  l'expression  de  9)1(0)9  comme 
il  suit: 


1 1 


•     .»     ■>•■ 

^  *-       i 


'  <     ■■''. 
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254)      9i(6)=(p(e)+v(0+a)+9(0  — a)+g)(e  +  2a)+ç)(0— 2a)+..- 

. . .  +v(0+»a)-|-9(0  —  »a), 
c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  formule 

258)    »,(«) 

Eu  faisant  ^O  =  ;r,  9)^(0)   devient  une   fonction  rationnelle  de  x.  *  En  la 
désignant  par    '^{x),  on  aura: 

5B6)  tw=^-  (1 +û^^+-  ■  ■+iXCr J- 


43. 

Maintenant  soit  e  une  quantité  quelconque,  je  dis  qu'on  aura 


^ 


(i ^Vi    '  Vi     •"  y.Yi     ^ 

•  qxm\    A ^s \         9s /\        9(s  +  a)^\        9(e+2a)/        \         9(s+2na)/ 

J  9^  (l  +  e2ca9*a-jr2)(l  +  eV^9a2a.jr2)...(l  +  eac»9«iia.ar*) 

En  effet  il  est  clair  que  la  fonction 

238)  /2  ==  (1 ^)  (1  +  e^cW .  ;r^) . . .  (1  +  e^c\^na .  x*) 

sera  entière  et  du  degré  2»  + 1;  mais  en  faisant  a:=<pé,  ii^o:  deviendra =9>j«y 
et  par  suite  R  se  réduira  à  zéro  pour  cette  valeur  de  x.  De  même  en  faisant 
a:  =  9)(«  +  wcf),  où  m  est  entier,  on  aura  tpx  =:  (p^{s-\'ma);  c'est  à  dire,  en 

vertu  de  (233),  xpx:=^q>^é.     Donc  1 ^  =  0,  et  par  conséquent  ar=ç>(f-J-m«) 

sera  une  racine  de  l'équation  J3  =  0,  quel  que  soit  le  nombre  entier  m.  Or 
généralement  toutes  les  quantités 

259)  <pf,  ^(fr-f-»)?  9^(^+2»), . . .  9(«  +  2na) 

sont  différentes  entre  elles.     En  effet  si  Ton  avait 

il  en  suivrait  en  vertu  de  (51) 

e  4.  m'a  =  (—  1)*+*' .  (e  +  fi'a)  +  Arw  +  Ar'of, 
d'où 

Ar  +  if  =  2A5, 

*  —kf  +  l,  k'=zk'  —  l, 

(m* — |it')a = (A* + /)  w + (it"  —  l)ml 


* 
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De  là,  en  substituant  la  valeur  de  «=  (m  +  if.)o  + jm— f}ai    ^^  ^^ 

in  +  1  ' 

(m»  —  ^')  ("•  +  A')  =  (2»+ !)(*•  + 0, 


(W-^0(«—/')  =  (2«  + !)(*•- 0 


et 


nv 


/»'  =  (2»+l).±-=(2n+l)l. 


tn  '     '  jt 

équation  contradictoire,  parceqae  nous  avons  supposé  que  l'un  des  deux  nom- 
bres m  et  ^  soit  premier  avec  £»  4-  1>  et  m'  —  /i'  est  toujours  moindre  que 
Su  -j-  1*  Maintenant  les  2it  -f*  ^  quantités  (239)  étant  différentes  entre  elles» 
elles  sont  précisément  les  2n  -j-  ^  racines  de  l'équation  A  =  0.    Donc  on  a 


240)    /J=^(i_i)(i--^)...(l 


). 


où  A  est  un  coefficient  constant,  qu'on  trouvera  en  attribuant  à  x  une  valeur 
particulière;  p.  ex.  en  faisant  ;r  =  0,  on  a  R^=-A\  or.  l'équation  (238)  donne 
pour  ;r  =  0  :  JB  =  1,  donc  ^  =  1,  et  par  conséquent  l'équation  (237)  a  lieu. 
En  multipliant  cette  équation  par  (pe  et  faisant  ensuite  «  =  0,  il  viendra: 

V        ça  /  \         92a  /  *  *    \        çSna  / 


(1  +  ««caç^a.x») . . .  (i  +  e«c«ç«iia. jr«)  ' 

où  g  est  la  valeur  de  ^  pour  é  =  0.     En  faisant   0  = 


241)  tf{x)'=igx 

=  0,  après  avoir  divisé 

par  7$,  on  trouve  l'expression  suivante  de  cette  constante: 

242)  y=:l-|-2/'a.Fa  +  2/2«..F^  +  ...-f  2/»a.PW. 
En  faisant  dans  (230)  0  =  na  —  (fft'  +  l)^^»  on  trouve 

qp(2»a  —  mfa)  =  ç)( —  (wt'+  !)«)  =  —  y(»*'+  !)«• 
Donc  on  peut  écrire  l'expression  de  ^^ix  comme  il  suit: 

(i_4.)(i-_^)...(i  __£!_) 


2*5)      ^ar       g. x.  (i^«giç»jj j^ij (i+e«c«9«iou««) . . . (l+e«oH'«a-«") * 

.  44 


^^f=-^.      En  supposant 


*i» 


Maintenant  faisons  dans  l'expression  de  1- 

pour  abréger 

244)  e  =  (l+6Vç)*a.:r*)  (1  +  eV9)*2a.:F*)  • . .  (1  +iîV(p*na.:c*), 
on  aura 
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9 


*  a  i  •  ■ 


"H         *.•'■■• 


•  «1 
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or,  en  faisant  dans  (230.) 


«  =  Y  +  («  — *»•  — 1)«, 


on  a 


9)(^+(2»-m')«)=9)(|— (»i'+l)a), 
donc  en  vertu  de  la  formule  (voy.  17.): 

'•(y-«)=^(Y+«)» 

il  iiendra: 

y(y+(2«— '«•)«)=9'(y+('«'+1)«)- 

Cette  équation  fait  voir  qu'on  peut  écrire  l'expression  de  1 ^  comme 

il  suit:  fit 

245)     1  —  -^ 


9,j 


En  mettant  — â;  au  lien  de  4*^1  o°  ^^^  semblablement 
246)     l  +  Jîf.        • 


9a  j 


''■^'^'•!'-^;(|;r)rK<^)r-K,-(ït;^rT- 


Donc  si  Ton  fait 

247)  tf=k.%i}Xi  c^=z . 


*-Çiy 


où  k  est  indéterminé,  et 


l^_f_}.../l _£_j. 


on  aura: 

249)       1— c,y=(l— co;).^;  i+c,y={i-\-cx)^. 

r  P 


28Ô 


De  la  même  maaière,  en  faisant 


s 


250) 


9(f>.)l 


9(y»*+»«)1 


et 


2S1) 


on  troorera  ces  deux  équations: 


•».(1')' 


232)  i:f«,»>=(1 --««*). ^;  l±ejiy=(l+ctx).— . 


Les  équations  (249)  et  (252)  donneront: 


t*t'. 


•••!• 


(l-cV)=(l~e«x«)/-li;  (l  +  «y)=(l+«'n^ 
et  par  conséqaent: 

2^)    V(ii-cy)il+ey))='±*^V({i-c-x*){l-\.e^x*)). 

? 
n 

Maintenant  l'expression  de  y  donne  dy  =z  —.  dxj  où  P  sera  une  fonction  en- 
tière de  X  du  degré  4»^  donc: 


Or  je  dis  que  la  fonction 


tt^9S^ 


se  réduira  à  une  quantité  constante.   En  effet  on  a 


Pds 


en  différentiant,  et  mettant  pour  dy  sa  valeur ,  on  aura 

P=i[.*,-(l_.x)(4,|  _«!)]. 

On  voit  de  là  que  P  est  divisible  par  t.  De  la  même  manière  on  prouvera 
que  P  est  divisible  par  les  trois  fonctions  t^^  s^  s^^  Donc  si  deux  quelcon- 
ques des  quatre  fonctions  t^  t^j  Sj  s^  n'ont  point  de  facteur  commun,  P  sera 
divisible  par  leur  produit     Or  c'est  ce  qu'on  peut  voir  aisément  à  l'aide  des 

expressions  de  ces  fonctions.     Donc 


ttlêSi 


est  une  fonction  entière  de  x.  .  Or 


P  est  du  degré  An;  et  chacune  des  fonctions  tj  t^j  s,  ^^  est  du  degré  n.    Donc 


il  est  prouvé,  que 


ttj^89i 


est  une  quantité  constante.     En  la  désignant  par  Cj 
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•k 


..ai 


.•  t  ! . 


trn.   «^ 

^1; 


■  I- 

:  f 

i  l 


V        r 


2S6 

il  viendra 

Pour  détemiiDer  a  il  suffît  d'attribuer  à  or  uue  valeur  particalière.     En  faisant 


p.  ex.  x=zOj  on  aura 

Or  en  différentiant  l'expression  de  %px^  et  faisant  ensuite  x^=zo,   il  viendra 
%l}'x=igj  donc 

255)  a  =  k.g. 

On  peut  donner  d'autres  formes  plus  simples  aux  expressions  de  e^,  e^,  g,  a»  et 
q[ui  mettront  en  évidence  plusieurs  propriétés  remarquables  de  ces  quantités. 
Par  la  formule  (240)  on  voit  que  le  coefficient  de  â;**+^  dans  la  fonction 

R  est 7 r z — ^ — c;  or  d'après  (238.)  et  (243.)  le  même  coefficient 

sera 

_(-l)"  g 

9iS      (ça. 92a  . . .  Çfia)* 
donc  en  remarquant  que  A  =  i: 

'^*<*>  =  (^sr^£?^^ 

En  faisant  dans  (236.),  (243.)  a;=^^  après  avoir  divisé  par  Xj  on  obtien- 
dra deux  valeurs  de  ^,  savoir 

s 


1  et 


ir(-i)' 


(er)^"(9a.92a . . .  çna)*' 
donc,  en  les  égalant: 

256)  ff  =  (—  1)".  {ecy^  (qp« .  v2a . . .  ywa)*, 

et  par  conséquent: 

257)     9,  (é) = (6c)**  (qpa .  qp2a . . .  (pnay(pê .  <p(e  -f-  a) .  9)(«-)-2a) . . .  ^(é  -|-  ina) 
=9^(0  +  9^(*"l"«)+v(«+2a)-|-  .  . .  +ç)(f  +  2na). 
Cette  équation  exprime  uqe  propriété  remarquable  de. la  fonction  g>.     En  y  po- 
sant f  =  ^et€  =  ^i«  on  obtiendra 
S  2 

j5g>    ».  (ï)  =à: = M*"'"'' (t)  »  (t  +«)•••''  (t  +  *~). 

on  l'on  a  fait  pour  abréger 

259)  dz=(pa.  (p2a .  q)3a  . . .  (pna. 
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En  remarquant  que 

y  (y  +  (2»  -  «•)«)=9(y  +  («•  +  l)a) 


et 


k{t^ti^.fi  =  f. 


9  (f  <+  (2»  -  m')a)=ip(^i+  (m*  +  1)«), 
en  faisant 

260) 
on  tire  de  ces  équations 

|i=±f[»(f+.).»(|<+fc)-"(f'+»«)]'- 

Multipliant  et  remarquant  qu'on  a  (18) 


261) 


on  obtiendra 
d'où 

262) 


«i«i 


«?i«, 


:p(^)«'H-i.(-l). 


De  même  en  divisant  on  obtiendra: 

Précédemment  nous  avons  trouvé  a=ik.ff,  et  ^  =  (—!)". («<?)•»<}*,  donc 

264)  a=f.â*.i—i)\ 

Egalement  nous  avons  y=ik.^p(x)y  donc  en  vertu  de  (243) 

265^  1/  =  r— 1)«/'  j?       (9«tt— jr«)  (9«2a->^^)  (ç'Sa— x«) , , .  (y^ng— Jr«) 
^  ^        ^       ^  ^  *      (l+««cVa.**)  (l+e«o«ç«2a.x«)  . . .  (l+e*cV«a-'*)  ' 

Donc  les  valeurs  précédentes  de  c^ ,  ^^ ,  a  et  y  donneront  : 

266)  "^^ 

et  de  là 


2«7)     /: 


.  a(£r 


\/[(l— c«*»)(l+e«x«)]' 


V^[(l-^î»*)  (!+<»•)] 


i^/^iïra 


V[(l— C**«)(l+««4f«)] 


45. 


Les  formules  (261)  donnent  les  valeors  des  quantités  c^  et  e^,  exprimées 
en  c  et  ^  à  Taide  de  la  fonction  qp.  Or  on  peut  aussi  les  déterminer  à  l'aide 
d'une  équation  algébrique.     En  effet  on  a 


=% 


ft 

'   -:     ■    !  '  ■  ' 

«  .    -f  »-  f    c     ■ 

■  V  .'  -.".  '■■:•:. 


•t    .■...    i 


.    K 


288 

Mf'+«)]=-è(^)=-ilêS|S> 

donc  il  est  clair  que  les  valeurs  de  c^  et  e^  pourront  être  exprimées  en  fonc- 
tions rationnelles  et  symétriques  des  quantités  tfa^  (pia^  . . .  qfîux.  Donc  si 
in  -|-  1  est  un  nombre  premier,  on  peut^  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  §.  V^  dé- 
terminer q  et  e^  k  l'aide  d'une  équation  algébrique  du  (£n  4-  2)^  degré.  On 
peut  encore  démontrer  que  la  même  cbose  aura  lieu  dans  le  cas  où  ^-f-l  est 
un  nombre  composé.  Alors  on  peut  même  déterminer  c^  et  e^  l'aide  d'une 
éqpation  d'un  degré  moindre  que  2;t  -f-  £• 

Donc  on  aura  un  certain  nombre  de  transformations  correspondantes  pour 
chaque  valeur  de  2n  -|-  1. 

46. 

On  a  supposé  dans  ce  qui  précède  que  e  et  c  soient  des  quantités  réel- 

« 

les  et  positives;  mais  ayant  exprimé  c^  et  e^  en  e  et  c  par  des  équations  algé- 
briques, il  est  clair  que  la  formule  (266)  aura  lieu  également  en  donnant  à  e 
et  c  des  valeurs  réelles  et  imaginaires  quelconques.  Dans  lé  cas  où  e\  c* 
sont  réelles,  on  peut  même  se  servir  des  expressions  (261),  (26S).  Mais  alors 
09  et  0  ne  seront  pas  toujours  des  quantités  réelles.  Au  reste  l'une  des  quan- 
tités c^  et  ^^,  à  cause  de  l'indéterminée  /*,  peut  être  prise  à  volonté;  seulement 
il  faut  excepter  les  valeurs  zéro  et  l'infini. 

47. 

Si  l'on  Suppose  c  et  e  réels  et  2n  -f*  1  premier,  les  valeurs  de  c^  et  e^ 
seront  imaginaires,  excepté  deux  d'entre  elles,  dotit  l'une  répond  à 


et  l'autre  à 


2m. tt 

2\kai 


a 


A.     Supposons  d'abord 


+  tm.o 


2n+l 
Dans  ce  cas  on  aura  (261): 

^=fWî+^j-^a+«-^)-»(ï+»-^)]"- 
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Soit  /i.2m  =  (2ii4:lKdb^>  ^  '  ^^  entier. et  a»  entier  positif  et  moindre 

2ii+l    ^ 
que  —^-9  on  aura 

»(T+''s?i)=»(ï±^+'«)=(-»y''(î±^) 

Qr  les  nombres  ai,  o^»  a, ...  a,,  seront  les  mêmes  qae  les  suivants  1, 2, 8,...ii; 
mais  dans  un  ordre  différent  ;  donc  Texpression  de  —  pourra  être  mise  sons 
la  forme. 

De  même  l'équation  (263)  donnera 

269)  :-J  =  T  (-i)..f  («)-[,(jij.  ^),(j±j.  f)...,(|^.  I)]*. 

I 

Soit  maintenant  r  =  1,  ^^  =  1,  on  aura,  en  posant  ^  ( — 1)*  =  1  : 

«•)    /.t(.-,.t(.^.,.)]=±''/v^ta-x«W^)l + '^■"- 


271)  3p=<-1)Yj:. 


ou  bien 

Si  l'on  suppose  e  moindre  qae  l'imité  ou  égale  à  l'unité,  e^  sera  toujours  mo- 
indre  que  e,  et  lorsque  2n  -f-  1  ^^^  ^^  ^^^  grand  nombre,  a^  sera  extrême- 
ment petit 

48. 

Le  signe  du   second  membre  de  l'équation  (270)  dépend   de  la  gran- 
deur de  X. 


I*»C^1<B   '  ■" 


240 

Il  pourra  être  jugé  aisément  comme  il  suit    On  à  par  ce  qui  jNrécède 

Via  -y')(i+«?y'))= ±  '-^  K((i-*«)(i4-«*a;*)). 

En  supposant  jp  réel,  ç*  sera  toujours  fini  et  positif^  de  même  ^e 
|/^(1  J^  e*y*)  et  }/^{i  +  e*x^).  Donc  le  signe  du  second  membre  de  l'équation 
est  le  même  que  celui  de  la  quantité 


maintenant  on  a 


ss^ 


donc 


(15  .   I      \        i'     Fol    . 


doncy  en  remarquant  que  a  est  réel  dans  le  cas  que  nous  considérons,  on  voit 
que  s.s^  sçra  toujours  une  quantité  positive;  or  t.t^  est  réel,  donc  la  quantité 

yy-T'^^  ^^^  positive  également,  et  par  conséquent  le  signe,  dont  il  s'agit, 
sera  le  même,  que  celui  de  la  quantité  ff^.  Il  n'est  pas  difficile  de  voir  qu'en 
vertu  de  (248)  et  en  mettant  pour  a  sa  valeur  - — ~ ,  on  aura 

^   V2«+l     2/  ^   V2«+l     2/  ^  ^   V2*  +  l     2/^ 

quantité  qui  est  positive  depuis  x=iQ  jusqu'à  x:=^(p  (^ — -  •  ^j ,  négative  de- 
puis ar=ç)  (^^;  y)  jusqu'à  07  =  9)  (^^.  |.),  positive  depuis 

^~^(^n,'  y)  J^^'*  ^"'^  t+ï'  t)  ®*^'    ^*  ^  ®^'  P*^  ^^*  ^® 

l'unité,  ^j  aura  toujours  le  même  signe,  savoir  ( — 1)^ 

Donc,  dans  ce  cas  l'équation  (270)  donnera,  en  intégrant  et  commençant 
l'intégrale  par  o;  =  1  : 

^^^^  Ji  i/[(3r*-l)(l+^y«)]'^'''/i  i/[(*«-l)(l-H^***)]' 
Si  là  valeur  de  :r  est  moindre  que  l'unité,  on  aura 

^^^^    /v'[(i-:!r«Hi+*î*«)]="/v^[(i-*«t(i+-«*«)]  +  ^'"''** 


/; 
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entre  les  limites 


et 


I 


eutre  les  limites  :r=ç^J.  -|)et;r  =  y^.  |.). 
Si  p.  ex.  on  sappuse  x  renfermé  entre  les  limites 

-'(£Tît)«'+»(5TIt) 

en  aura,  en  intégrant  et  commençant  l'intégrale  par  or  ==  0, 

En  faisant  ar=9  f  ^       K  on  aura  y  =  ( — 1)",  et  par  suite: 

* 

o  •[(!-*«)  (i-wî»«)]"~  .ï(*»+i)  ^      ^  • 
d'oà 

Cette  expression  de  a  est  très  commode  pour  le  calcuL     En  négligeant  les 
quantités  de  l'ordre  e%  on  obtiendra 

279)  (—!)••«  =  (2«  + 1) .  - . 

En  substituant  et  négligeant  toujours  e\  la  formule  (277)  donnera 

/'/Kl-^(l^V)l=-g^  •  «c  8te  (y), 

■  |#  —  (Zu  -l-  1) .X  — . . 

B.     Dans  le  cas  a  =  ^^^* ,  on  trouvera  de  la  même  manière  la  formule 

în+l 


suivante 


^*^      /o  /[(l-^^Xl+e»^»)]"''''./!  •[(l-»^)Wî»*)] 


OU 


e 
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» 
I 


i 


■  '   fi'    ■»  4     ! 
»'        .-     „-! 


» 


*=.  <-»> 


'    •"'    [•«v(^)x-][.«v^O..]-['"v(^)^-] 

La  fonnule  précédente  a  lieu  ponr  toutes  les  valeurs  de  x  moindres 
que  Funité. 

49. 

Pour  avoir  une  théorie  complète  de  la  transformation  des  fonctions  ellip- 
tiques, il  faudrait  connaître  toutes  les  transformations  possibles;  or  je  suis 
parvenu  à  démontrer,  qu'on  les  obtient  toutes  en  combinant  celle  de  M.  Le- 
gendre  avec  celles,  contenues  dans  la  formule  ci-dessus,  même  en  cherchant  la 
relation  la  plus  générale  entre  un  nombre  quelconque  de  fonctions  elliptiques. 

Ce  théorème  dont  les  conséquences  embrassent  presque  toute  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  m'a  conduit  à  un  très  grand  nombre  de  belles  pro- 
priétés de  ces  fonctions. 

§.  X. 

Sur  ^intégration  de  Véquation  êéparée 
dp  ds 


50. 

On  peut  toujours  comme  on  sait  présenter .  l'intégrale  complète  de  cette 
équation  sous  une  forme  algébrique,  lorsque  la  quantité  constante  a  est  un 
TMnbre  rationnel^  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  ^. 
Mais  si  a  n'est  pas  un  nombre  rationnel,  cela  n'a  pas  lieu.  A  cet  égard  je 
suis  parvenu  aux  théorèmes  suivants: 

.  Théorème  I.     En  supposant  a  réel,  et  l'équation  intégrable  algébriquement, 
il  faut  nécessairement  que  a  soit  un  nombre  rationnel. 

Théorème  IL  En  supposant  a  imaginaire^  et  l'équation  intégrable  algé- 
briquementj  il  faut  nécessairement  que  a  soit  de  la  forme  m-^Y — 1-V^^ 
où  m  et  n  sont  des  nombres  rationnels.  Dans  ce  cas  la  quantité  fi  n'est  pas 
arbitraire;  il  faut  qu'elle  satisfasse  à  une  équation  qui  a  une  infinité  de  racines 
réelles  et  imaginaires.     Chaque  valeur  de  (a  satisfait  à  la  question. 


I 
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La  Démonstration  de  ces  théorèmes  fait  partie  d'nne  théorie  très  étendue 
des  fonctions  elliptiques,  dont  je  m'occupe  actuellement,  et  qui  paîtra  aussit6t 
qu'il  me  sera  possible.  Je  me  borne  ici  à  considérer  un  cas  particulier,  qu'on 
peut  tirer  des  formules  du  paragraphe  précédent. 

Si  dans  la  formule  (270)  on  pose 

1 

et  eyi  à  la  place  de  y,  il  viendra 


OÙ 

283)    y=±V-i.^.x  y  ^^^  ^    \    y   ^^    ,  \  î 
e  est  déterminé  par  l'équation  (269')  qui  deviendra 

et  a  par 

/     1  o\  /ÎJI— 1       «\ 

Donc  on  connaît  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (282)  et  par  con* 
séquent  on  en  pourra  trouver  l'intégrale  complète. 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  valeur  de  a  est  V^ipt  -f- 1)  ;  ce 
qu'on  démontrera  aisément  comme  il  suit: 

En  mettant  dans  l'équation  (282)  y  =  zY — U  ^t  intégrant  entre  les  limi- 
tes zéro  et  q>  (    *^  ^ ,  il  viendra 

y— y /•[(!+»«)  (l-6«»»)]~    '411  +  2* 

en  remarquant  que  les  limites  de  z  seront  zéro  et  —  •      En  faisant  de  même 

x=zzY — 19  6t  intégrant  entre  les  limites  zéro  et  —,  on  trouvera  que  les  li- 
mites de  y  seront  zéro  et  l'unité  et  par  conséquent 

0  •[(!--**)  (l+eV)]~  2  ~    X   V/[(1+*^)  (l-«  V)]  "    *  »' 

31* 
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Donc  on  a 

eu  ___^     a         o 

et    . 

U  G 

2  S  ' 

d'où  l'on  tire 

285)  a  =  V{2n+i), 

286)  ^^y^z^^^y 

Donc  l'éqaation. différentielle  deviendra: 

SI. 

Pour  donner  nn  exemple,  considérons  le  cas  où  n  =  1  et  9t  = 
A.     Si  n  =  iy  on  aura: 


y  =K--l.e-ar — ^- — , 

e  est  déterminé  par  Téquation: 


On -a 


donc 


.-.,'-^-(t)_-"Kt) 

■'-va)  .+.va)' 


€1 


Maintenant  on  tronvera  en  combinant  ces  équations  et  remettant  pour  a 
sa  valeur  }/'S: 


illjl 


•Mb 

donc  œ*f—\ ^' 

et  par  suite  1  —  **—••» 

delà  g»  —  2V9.e=l 

Ayant  trouvé  e,  on  aura 

Donc  on  aura  l'équation  différentielle: 

288)    ai — 1/_3  ^ 

'    •[(l-f*)(i-K»4-i/S)V)]~*^         v^[(i-«*)(i-K»f •»)**«)]* 
qui  sera  satisfoite  par  l'intégrale  a^brique: 

Si  l'on  pose  ar]/(2 — y  S)  au  lien  de  ar,  fit  yV{i—V^)'V — 1  au  lien 
de  y,  on  obtiendra  l'équation: 

289)       ^ i/«»    ^ 

qui  sera  satisfaite  par 

V'S— jr» 

B.  Si  »=2,  on  aura  l'équation  différentielle 

4[ 1^      fi ^» 

S90)    l=«-.»<^)-»-(^);  K5=^,-©.,-(^). 

On  a 


291) 


'•(w)=»-(ï-r)= 


£1(1) 
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En  maltipliant  ces  valeurs  de  — y-—r  et  — 7— r-  entre  elles,  et  remarquant  que 

^(t)='-(x). 

"I--.,-a).,-(ï>'-' 

où  l'on  a  fait  pour  abréger 

Cela  posé,  les  équations  (290,  291)  donneront 


on  obtiendra 


donc,  en  substituant 


et  de  là 


1 

1      1/5 
'  e»      e«         1 

«V^e 

e 

|/6 


«»  —  1  —  (5+2l/"5)e(e  —  1)  =  0. 
Les  racines  de  cette  éqaation  sont 

e=l,  «  =  2  +  1/5  —  2|/(2+K5),  e  =  2  +  K5  +  2K(2+K5). 
La  dernière  de  ces  racines 


l 
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répond  à  la  question,  car  l'équation 

l  =  «'»'(s>»fî5) 

fait  voir  que  e  doit  être  plus  grand  que  l'unité.     Connaissant  e^  on  trouve  la 
valeur  des  quantités  (p  (^  j  et  q>  (-^j  comme  il  suit 
Nous  avons 

or  en  faisant  q>  y^=zn  et  y  T-^J  =  /y,  on  aura 

donc 

(1 +«»«•)  (1 + e*/S»)  =  e»  (1  -  o«)  (1  —  n 

l+e»(a*+/j«)  +  «•«•^«  =  «»— e»(a*+i6«)  +  f^a*(i*, 
«»—  1  —  «»(«— 1) .  a*/î*  =  «»(C+ 1) .  (a*  +  /5«)  ; 

or  nous  avons  trouvé  plus  haut,  a */$*  =  ^  »  donc  : 

e"  —  1  —  e  (c  —  1)  1/5  =  ««(c + 1)  (a* + /5*). 
Donc  on  connaît  a*./$'  et  a*-|-/$*  et  par  suite  a*  et  /i>'  par  la  résolution  d'une 
équation  du   second   degré.     On  a  donc  aussi  la  valeur  de  y,  qui   satisfait 
à  l'équation: 

292)  ^^ 


:K— 5. 


dx 

•[(1— *»)(l+Ci+^5+2/C2+v5))».*«)] 


Si  l'on  pose  —  au  lieu  de  x,  et  ^  *^    au  lieu  de  v,  on  obtiendra  l'équation 


293) 


ày 


Yô.- 


dx 


OU 


•5— v/ClO+lOv/S)  .»• +** 


y=jr 


1  +  •(10+10v/6).*«+  /ft.** 

52. 


Dans  les  deux  cas  que  nous  venons  de  considérer,  il  n'était  pas  difficile 
de  trouver  la  valeur  de  la  quantité  e^  mais  la  valeur  de  n  étant  plus  grande,  on 


1 


-■•  !•»  ^  *.' 


I 


'11- 

in.  . 

■  <  i 
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parviendra  à  des  équations  algébriques,  qui  peut  être  ne  seront  pas  résolubles 
algébriquement 

Néanmoins  on  peut  dans  tous  les  cas  exprimer  la  valeur  de  e  par  des 
séries,  et  comme  leur  forme  est  très  remarquable,  je  vais  les  rapporter  ici. 

En  faisant  dans  la  formule  (206.)  a:=:l,  on  aura,  en  remarquant  que  c=:l, 

294)  é?eo  =  4^(-^  +  -f!^+-|!- +...), 

ou 

En  faisant  de  même  dans  la  formule  (204.):  a  =  ^i,  on  aura  7(-|^M 


t  1  — * 

— ;  € 


n 

Ki    =  cos  -^  +  i  sin  ^  =  i,  donc 


e  '  2    ^  2 


e         e 


c'est-à-dire 


°— ^•(;4i"'";^+;îSiâ+---)' 


où 


01     n 


Maiatenant  dans  le  cas  que  nous  considérons,  on  a 

|.  =  K(2n+l), 
et  par  conséquent 

295)   <ù  —  ^nY{9,n4-l).\—, h -^A h--- 


Cette  formule  donne  la  valeur  de 


"^  Jo  l/[(l-4r«)(l+e«4r«)]' 

Ensuite  on  aura  la  valeur  de  ^  par  la  formule  (294)    qui,  en  substituant  pour 
ç  sa  valeur  A**    •  =  AV(»»+i>  %  donne 


I 
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8» 


896)     .  =  ^1  *•/'--'    +C'-'+. 


37r 


A  est  le  nombre  2,7182818 . . . 


]• 
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Addition  au  mémoire  précédent. 

Ayant  terminé  le  mémoire  précédent  sur  les  fonctions  elliptiques,  une  note 
sur  les  mêmes  fonctions  par  Mr.  C.  G.  T.  Jacobin  insérée  dans  le  No.  125. 
année  1827.  du  recueil  de  Mr.  Schumacher^  qui  a  pour  titre  ^' Astronomische 
Nachrichten/^  m'est  venu  sous  les  yeux.     Mr.  JacoH  donne  le  théorème  suivant  : 

Soit  p  un  nombre  impair  et  0'  un  angle  tel  qu'on  ait,  en  désignant  l'intégrale 

y»        rfô 
•(l-t'rin«6)  P"^®  ^®  ^  J"^^'^  ^'  P*"^  ^  (*'^)  = 

F(*,0')  =  -.F(*,9O*); 
P 

et  en  général  0^*^  un  angle  tel,  qu'on  ait 

P 
soit  déterminé  encore  l'angle  i^  par  l'équation 

tang  (40       ,1^)  _  ^^^^^^^ ^^.____ . . ______  tang  (45  +  3,8), 

on  aura: 

Il  faut  admettre  le  signe  supérieur  si  p  est  de  la  forme  4w+l,  et  le  signe 
inférieur,  si  p  est  de  la  forme  4w  —  1.     i/;  doit  être  pris  entre  —n  et— -— ;r, 

si  0  tombe  entre  6^"*^  et  6(*+*>.     Les  constantes  ^  et  A  se  déterminent  de  dif- 
férentes manières.     On  a  p.  ex. 

_. 1 

2(cosecO' — co8ecô"'+ . . .  +cosecO^~^^  j^^) 
A  =  2A^(sine— sine*^  +  . .  •  =F  sîn  ^^^"^^±1). 

Ce  théorème  élégant  que  M.  Jacobi  donne  sans  démonstration  est  contenu 

comme  cas   particulier   dans  la   formule    (227)   du  mémoire  précédent,  et  au 

fond  il  est  le  même  que  celui  de  la  formule  (270). 

32 


i 
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■ 

Nous  allons  démontrer  cela: 
En  faisant  dans  l'intégrale 

;r  =  sin  O9 

on  anra 

y»0 dO 
0  l/[(l-*»rin*e)]' 

mais 

donc: 

a:=zF{ky^)  donne  sinO  =  9)a. 

Si  0  =  90^  on  a  ar=  1,  donc 

Donc  en  faisant  0  =  0^"^  on  aura 

F(*,0W)  =  ^.  J  et  sinô(-)  =  ç(=..  |). 

Cela  posé,  faisons  dans  (269'  et  270): 

e\  =  —l\  e«  =  — A»,  iti  =  ^"'^^' 


a      ' 


x=z{ — l)*.sine,  y^=slni^,  2n+l=jp, 
il  viendra: 

OÙ  les  quantités  /i,  A^  t/;  sont  déterminés  par  les  équations 

A  =  A«»+\  (sin  0' .  sin  e* . . .  sin  6(*»-*))*, 

2)     Sintl;  =  -^^    sinft  (sin^O^— sin^e) {%\n'^^''—%\nH) . . . (8in«0<'*>— gJn^O) 

•X    *  (1— i«8În«ô-^8Înî»Ô)  (1— ifc«8în«0^'^8îa*ô)  •..(!— i«8Îii«0  ^**^ 8iii*0) ' 

Nous  supposons  k  moindre  que  l'unité,  car  dans  le  cas  contraire  (o  sera  une 
quantité  imaginaire. 

Cela  posé,  considérons  les  équations  (249).     En  remarquant  que  c^=zc 
=  1,  on  en  tire 


Soi 


oa 


^       1>(y+«)— *    q>(y+2«)— «       9(y+"«)— * 


c'est-à-dire  en  faisant  a  =  - — —  et  m  =  —  1: 

2tt+l 


=!@J^'  ^t)--  .  (-)--^  (st.-  t)-- 

Maintenant  on  a 

ar  =  (-l)-.sinO,  et  7  (^.  ^)  =  sinftO, 
donc  en  snbstitaant: 

-jV/l— «iBJ»\ W/1— (—!)■. gin 9\    »in»'— ain.ft    >in»»+gittt      rinO<**"^)  +  (— l)«ginO 

r  Va  +  gia^^       r  Vl+(— l)».«in»/    •inO'+sinO*  «in**— dn«'* 'dmo^**"*)— (— )l«dn«* 

et  de  là 

_ t«.gi<0'-0)    tangKO" •»•  »)       fangtf 0<"'~'>  +(-1)»^]  tj^,.  /'45<»-r— ml 
—  UngK«' +  •)  •  t«igi(«"-«)       taiigi[«<«--*>-(-l)-0]        ^^  ^        ^    ^* 

Cest  précisément  la  formnle  de  Mr.  JactM. 

Dans  la  formule  (1),  on  peut  tonjours  supposer  le  second  membre  positif. 
En  effet,  en  différentiant,  on  aura 

En  supposant  0  toujours  croissant,  le  second  membre  sera  toujours  positif. 
Donc  en  déterminant  la  valeur  ip  de  sorte  quelle  soit  croissante  et  décrois- 
sante en  même  temps  avec  0,  on  doit  prendre  le  signe  supérieur*     On  a  donc 

OU  bien 

F(Ar,0)  =  itt-F(A,i/;). 
De  la  remarque  que  if;  doit  être  croissant  et  décroissant  en  même  temps  avec  % 
et  en  ayant  égard  à  la  formule  (2),  on  tirera  aisément  la  conséquence  que  if; 

doit  tomber  entre  -^  ^r  et  ^^  tt,  si  0  tombe  entre  6^*^  et  0("+*>. 

m  m 


i 

i 


i 

T 


»•    .J 
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Quant  aux  quantités  X  et  /i^  û  est  évident  qu'elles  ont  nécessairement  les 
mêmes  valeurs  que  celles  de  Mr.  Jaeobi  Mais  les  expressions  que  j'ai  don- 
nées seront  plus  commodes  pour  l'application,  et  font  voir  clairement  que  X  est 
extrêmement  petit,  si  n  est  un  peu  grand*  An  reste  on  peut  sans  difficulté 
démontrer  leur  identité  à  l'aide  de  la  formule  (257). 


XHL 


Solution  d^un  problème  général  concernant  la  transformation  des 

« 

fonctions  elliptiques. 


D. 


^ans  le  Nr.  127  du  journal  d'astronomie  de  Mr.  Schumacher  (Astronomische 
Nachrichten)  Mr.  Jacobi  démontre  un  théorème  très  élégant  ^relatif  à  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques.  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  d'un 
autre  plus  général  auquel  je  suis  parvenu  depuis  longtemps  sans  connaître  le 
mémoire  de  Mr.  JacobL  On  en  trouve  la  démonstration  dans  le  mémoire 
précédent  Mais  on  peut  envisager  cette  théorie  sous  un  point  de  vue 
beaucoup  plus  général  en  se  proposant  comme  un  problème  d'analyse  indé* 
terminée  de  trouver  toutes  les  transformations  possibles  d'une  fonction  ellip- 
tique qui  peuvent  s'effectuer  d'une  certaine  manière.  Je  suis  parvenu  à  résou- 
dre complètement  un  grand  nombre  de  problèmes  de  cette  espèce.  Parmi  eux 
est  le  suivant,  qui  est  d'une  grande  importance  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  : 

"Trouver  tous  les  cas  possibles  dans  lesquels  on  pourra  satisfaire  à  l'équa- 

"tion  différentielle: 

dy  ,        ds 

3:  »•  /[(i_c»jr«)(l_ffajra)] 


0 


v/[(i-cîy«)(l-^:y«)] 
''en  mettant  pour  y  une  fonction  algébrique  de  x^  rationnelle  ou  irrationnelle." 

Ce  problème  vu  la  généralité  de  la  fonction  y  parait  au  premier  coup  d'oeil 
bien  difficile  mais  on  peut  le  ramener  au  cas  où  l'on  suppose  y  rationnelle.  En 
effet  on  peut  démontrer  que  si  l'équation  (i)  a  lieu  pour  une  valeur  irrationnelle  de 
y  y  on  en  pourra  toujours  déduire  une  autre  de  la  mémo  forme  dans  laquelle  y  est 
rationnelle  en  changeant  convenablement  le  coefficient  a,  les  quantités  cr,,  e^,  Cy  e 
restant  les  mêmes.  La  méthode  qui  s'offre  d'abord  pour  résoudre  le  problème 
dans  le  cas  où  y  est  rationnelle  est  celle  des  coefficiens  indéterminés  ;  or  on  se- 
rait bientôt  fatigué  à  cause  de  l'extrême  complication  des  équations  à  satisfaire. 


^1S 


■*^*Sf 


■tv. 
'.h 


tiv 


^   31 


l\ 


■m  Jf^ 
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Je  crois  donc  qae  le  procédé  suivant,  qui  conduit  de  la  manière  la  pins  simple 

i 

à  une  solution  complète,  doit  peat-étre  mériter  l'attention  de^  géomètres.  — 
En  faisant: 

la  quantité  x  sera  une  certaine  fonction  de  0;  nous  la  désignerons  par  M.     De 
même  nous  désignerons  par  ^^i  —  les  valeurs  de  0  qui  répondent  respective- 

m  m 

ment  à  x=i—  et  a  a?=— ;  et  par  A(6)  la  fonction  "^((1 — (^a?){l — ^a?)). 

Cela  posé  on  pourra  démontrer  les  théorèmes  suivants: 

Théorème  I.  En  désignant  par  0  et  0'  deux  quantités  quelconques  on 
aura  toujours 

(Voy.  Exercices  de  calcul  int  T.I.  pag.SS3) 

Théorèfke  H.     On  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  &  Féquation 

AO'  =  AO 

en  prenant 

0'= ( —  1)*+^.  0  -f-  moo  4-  mW 

où  m  et  mf  sont   des  nombres   entiers  quelconques  positifs  ou  négatifs.     On 

aura  donc 

4)  A((— l)*+~'.0+ma)4-i»'a)')  =  Ae. 

Ce  théorème  a  lieu  généralement  quelles  que  soient  les  quantités  e  et  c, 
réelles  ou  imaginaires.  Je  Tai  démontré  pour  le  cas  où  ^  est  négatif  et  c* 
positif  dans  le  mémoire  précédent  (voy.  p.  154).  Les  quantités  co,  o>'  sont 
toujours  dans  un  rapport  imaginaire.  Elles  jouent  d'ailleurs  le  même  rôle  dans 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  le  nombre  n  dans  celle  des  fonctions 
circulaires*  — 

A  l'aide  de  ces  deux  théorèmes  nous  allons  voir  comment  on  pourra  dé- 
terminer facilement  l'expression  générale  de  y^  et  les  valeurs  qui  résulteront 
pour  q  et  e^ 

Soit 

5)  y  =  ^p{x) 

la  fonction  rationnelle  cherchée.  —  Si  l'on  considère  x  comme  fonction  de  y, 
sa  valeur  sera  déterminée  par  l'équation  (5),  qui   aura  un  certain  nombre  de 


racines.     Or  il   existe  entre  ces  racines  des  relations  qui  nous  conduiront  à 
Texpression  de  '^(^). 

Si  réquation  {^)  passe  le  premier  degré  par  rapport  à  x,  désignons  par 
x^y  une  autre  racine  et  par  Oj  la  valeur  correspondante  de  0   en  sorte  que 

En  vertu  de  (2)  Téqùation  (1)  deviendra  en  désignant  le  radical  du  premier 
membre  par  }^R 

En  changeant  ar  en  â:^  ou  ce  qui  revient  au  même  0  en  Oj ,  la  valeur  de  y  reste 

^        On 


la  même  et  par  conséquent  -^  reste  la  même  ou  se  change  en 
aura  donc 


y/M  ' 


±IM?Oi 


et  par  suite:  ifOi=Hb^09  ^^^  l'oi^  ^^^^  ^^  intégrant  0^=a±0,  a  étant  une 
quantité  indépendante  de  0.  On  aura  par  conséquent  âr,=:A(a±0).  H  suffit 
de  prendre  0  avec  le  signe  -}-  <^^  ^^  ^  d'après  la  formule  (4)  en  y  faisant 
»i=l,  a«'=0,  A6=A(w  —  0)  et  par  conséquent  X{a — ô)=A(û) — a+6),  où 
CD — a  est  une  nouvelle  constante.  On  pourra  donc  faire  :rj^=:A(0-f-^)*  On 
a  ainsi  établi  ce  théorème. 

Théorème  III.  Si  une  racine  de  l'équation  yz=:^{x)  est  représentée  par 
"AO,  une  autre  racine  quelconque  sera  de  la  forme  ^^-\-a)  où  a  est  une  quan- 
''tité  constante." 

Si  Ton  pouvait  parvenir  à  trouver  toutes  les  valeurs  de  a,  rien  ne  serait 
plus  facile  que  de  déterminer  ensuite  celle  de  y.  Or  c'est  cela  que  nous  allons 
faire  à  l'aide  du  Théorème  II.  Les  quantités  AO  et  A(O-f-a)  ét^t  des  racines 
on  aura  à  la  fois: 

équation  qui  doit  avoir  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  0.  On  en  tire  en 
mettant  au  lieu  de  0  successivement  0+a,  ô+2a,,..0-|"^«î 

tp(W)=i/;(A(e+ a))=z=i/;(A(e  +  2a))= . . .  =  i;/(A(e+ Ara)) 
donc  on  aura 

y  =  ip(A(0+Aa)) 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  On  voit  par  là  que  non  seulement 
A(04-^)  Dn^îs  toute  quantité  de   la  fo^me  A(0-|-^<^)  sera  une  racine  de  Téqua- 


^  Va 


^lnii 
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tion  y=i^(x).  Or  k  pouvant  avoir  une  infinité  de  valeurs  différentes  il  faut 
nécessairement  que  plusieurs  des  quantités  A(6-f-A:a)  soient  égales  pour  des 
valeur  différentes  de  k,  car  l'équation  y:i=i%i){x)  n'a  qu'un  nombre  limité  de  racines. 
Soit  donc  A(0-f-^^)=A(94~^'")  ^^  ^^^  supposons  k  plus  grand  que  /^. 
En  mettant  0 — k'a  au  lieu  de  0  il  viendra:  A(0-)-(Ar — A:')a)=AO  ou  bien  en 
faisant  k — k'=zn: 

6)  A(0+na)=Ae. 

Cette  équation  détermine  la  valeur  de  a,  car  en  vertu  du  Théorème  II  on  en  tire  : 

ce  qui  donne  en  remarquant  que  0  est  variable:  ( — !)**+!•'=  1  et  na=riii©+»»'a>'; 
m^m*  doit  donc  être  un  nombre  pair,  et  alors  on  aura: 

7)  a  =  — .»-! ca' 

^  n  '     « 

—  et  —  pouvant  désigner  des  quantités  rationnelles  quelconques  ;  on  voit  donc 

que  pour  que  la  quantité  >i(04*^)  puisse  être  racine  de  l'équation  y  =  tp{x)  en 
même  temps  que  AO  il  faut  que  la  constante  a  ait  la  forme 

8)  a  =  ^eo  -f-  iti'o)' 

OÙ  /i  et  /i^  sont  des  quantités  rationnelles  positives  on  négatives.  La  quantité 
a  ayant  une  telle  valeur,  l'expression  A(O-f-^ce)  n'aura  qu'un  nombre  limité  de 
valeurs  différentes,  car  ayant  A(0-f-wa)=:Ae  on  aura  de  même  A(0 +(»+!)«) 
=rA(e  +  a);  A(0  +  (w+2)a)  =  A(e  +  2a)  etc.  * 

Cela  posé  si  le  degré  de  l'éqaation  y=irp{x)  surpasse  le  nombre  des  va- 
leurs inégales  de  A(6-|-A:a)  soit  A(0-f-<i^i)  iine  nouvelle  racine  différente  des  ra- 
cines A(O-f-Aa);  on  doit  avoir  de  la  même  manière:  «^  =  ^j©  +  i^'i®'  ^'  ^(^^) 
=  ^0(Ô+^iai))'  En  mettant  6-|-A:a  au  lieu  de  0  il  viendra  en  remarquant 
que  ip  (A(e  -f.  Ara))  =  t/;(Ae)  =  y 

y  =  V;(A(e-fA:a+Vi)). 
donc  A(0-)-A:a4-A:iai)  sera  une  racine  quels  que  soient  les  nombres  entières  A* 

et  k^.  Si  maintenant  le  degré  de  l'équation  y  =  ip{x)  surpasse  le  nombre  des 
valeurs  inégales  de  l'expression  A(0+A:a-f-*i«i);  soit  A(0-f-a,)une  nouvelle  ra- 
cine on  doit  avoir  «^  =  fj^to  -}-  /i'^eo'  et  i/^(AO)  =  t^(A(0  +  Ar^aJ)  d'où  Ton  tire  en 
mettant  0+ Ara -j-Arj^a^  au  lieu  de  0 

« 

y  =  xp(X{^^ka+k^a^  +  k^a^) 

et  par  conséquent  toutes  les  quantités  contenues  dans  l'expression  A(6-|*  Ara 
4'^i^i'4"^s^a)  seront  des  racines,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  k,k^^k^. 


-«ltl« 
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En  continuant  ce  raisonnement  josqn'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes  les  racines  de 
réquation  y  =  ^(^),  on  aura  donc  le  théorème  suivant: 

Théorème  IV.     Toutes  les  racines  de  Téquation  y=z'^{x)  pourront  être  |f| 

représentées  par  les  valeurs  inégales  de  l'expression:  |tjg 

en  donnant  à  k^jk^y...kp  toutes  les  valeurs  entières,  et  les  quantités  a^a^^... 
...Oy  étant  de  la  forme 

où  fi  et  fi*  sont  des  quantités  rationnelles. 

Cela  posé  désignons  ces  valeurs  de  l'expression  A(0-f-^i«i4~^s^s+ •  •• 

. . .  -f-  k^y)  par  A(0),  ^(O+ai),  ^(O+aj),  • . .  A(0+ ««-i)  ©*  faisons  i^(a:)  =  ^,  p 

ï 

et  jT  étant  des  fonctions  entières  de  x  sans  diviseur  commun,  on  aura  donc: 

p — yy=^.(;r— Ae)(ar— ;(0  +  aj))(ar— A(0+aa))  •  •  •  (^— M*  +  «-^i)) 
équation  qui  à  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x.     A  est  le  coefficient  de 
af^  dans  p — qy^  il  est  donc  de  la  forme  f — ffy  oii  f  et  g  sont  des  constantes. 
On  aura  par  conséquent: 

9)     p  —  qy={f—ff2,){x—Xi){x—X{^  +  a,))  . . .  (x  —  }.{^  +  a^^). 

De  là  on  déduira  une  expression  de  y  en  0  en  attribuant  à  x  une  valeur 
particulière,  ou  bien  en  comparant  les  coefficiens  d'une  même  puissance  de  x 
dans  les  deux  membres.  Une  telle  expression  de  y  contiendra  trois  quantités 
constantes  inconnues,  et  le  problème  se  réduit  maintenant  à  trouver  tous  les 
cas  dans  lesquels  ces  trois  quantités  pourront  être  déterminées  de  la  sorte  que 
l'équation  proposée  soit  satisfaite.  Or  nous  allons  voir  tout-à-l'heure  que-  cela 
sera  toujours  possible  quelles  que  soient  les  quantités  a^,  «9,  •  •  •  oe^;  en  déter- 
minant convenablement  deux  des  quantités  a,  e^y  Cy  Mais  avant  de  considérer 
le  cas  général  nous  allons  commencer  par  celui  où  ;i  et  q  sont  du  premier 
degré,  car  un  théorème  qui  en  résulte  nous  sera  utile  pour  parvenir  à  la  solu- 
tion du  problème  général. 

Soit  donc 

en  en  tire: 

i^r  v—g'±^if'Hg±Cif>  ij^  ,j— i±îif:±(g±îif)f 

dy  =  •^^,      xf  àx.    Par  là  réquation  (I)  deviendra,  en  Bubs^itaant: 
*'  33 


n 


\t 


X 
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^^'  V^[(l— c«x«)(l— e^x»)]' 

L'on  trouve  aisément  qiie  cette  fonnule  ne  peut  être  satisfaite  qae  de  l'one  des 
manières  suivantes: 


10)  y=ar,     c^ 


t2'  1  «2> 


?L   1      c«— .f!       «•  — f* 


On  peut  prendre  les  quantités  r,  e^  j/'r,  ]/^^  avec  quel  signe  qu'on  voudra. 

Cela  posé  reprenons  Féquation  (9).  En  désignant  par  /*'  et  ^  les  coef- 
ficiens  de  od^^  dans  ;?  et  ^  on  aura: 

d'où  l'on  tire  en  faisant  pour  abréger 

13)       9)e=Ae+A(e+«o+A(o+a^+...+A(e-h««-i)» 

équation  qui  poorra  servir  à  déterminer  la  fonction  y  exepté  dans  le  cas  où  ^9 
se  réduit  à  une  quantité  constante. 

Selon  rbypothèse  y  doit  être  une  fonction  rationnelle  de  x^  donc  la  fonc- 
tion cpO  le  doit  être  de  même.  Il  faut  donc  d'abord  examiner  dans  quels  cas 
cela  pourra  avoir  lieu. 

Soit  A(9-{-a)  une  quelconque  des  quantités  ^(O-l-o;^),  ^(O-l-a^), ...  il  suit  de 
ce  qui  précède  que  A(0-|-A:a)  sera  de  même  égale  à  l'une  d'entre  elles.  Or 
soit  A(0-|~^^)=^0  ce  qui  a  toujours  lieu  en  déterminant  convenablement  le 
nombre  entier  w,  on  aura  en  mettant  0  —  «  au  lieu  de  0:  A(0  +  (n — l)a) 
=  A(0 — a)  donc  >l(0 — a)  sera  encore  contenue  parmi  les  quantités  dont  il 
s'agit.  De  là  suit  que  si  A(6 — a  )  est  différente  de  ^(e-f-ai)?  la  quantité  Jl(0 — a^) 
sera  égale  à  l'une  des  quantités  h^  -|*  ^J'  ^(^  4"  ^3)'  *  -  *  Cbercbons  donc  d'a- 
bord les  valeurs  de  a  qui  donneront  A(ô  —  a)  =  A(e -|- a)  ;  c'est«à-dire  A(ô+2a) 
=A0.     Or  selon  l'équation  (7)  on  en  tire 


2Ô9 


m       I    fit      , 


ou  m-j-^'  est  un  nombre  pair.     En  donnant  k  m  et  m'  tontes  les  valeurs  en- 
tières depuis   zéro  telles  que  m-f-^'  soit  pair,  A(d-}~^)   prendra  les  valeurs 

A(«  +  (»4-co'),  etc. 
mais,  d'après  le  théorème  II,  il  est  clair  que  les  seules  de  ces  valeurs  qui  soi- 
ent différentes  entre  elles  sont  celles-ci 

xe,  x(e+  «>),  A  ((9  + 1-+ 1^),  ;i  («  +  Ç+ 0 

donc  puisque  ;.(d-^a)  doit  être  différent  de  Xd;  ^0+^)  ^^   pourra  avoir  que 
Tune  de  ces  trois  valeurs 

En  exceptant  ces  quantités,  il  répond   donc   toujours  à  X{d'^a)    une    autre 
k(0 — a).     De  là  il  suit  qu'on  pourra  écrire  l'expression  de  q>d  comme  il  suit: 

15)    ip0=x0+k.xid+<o)+k'.x(e+^-\-^)+k'.x(e-^ ^+t) 

+  A(«+aJ+;.(d_a^)4i(e+«J  +  A(d— «J+...+A(fl+«,)+A(Ô— o,) 
où  k,  k,  A5  sont  égaux  i  zéro  ou  k  l'unité. 

Pour  avoir  maintenant  l'expression  de  9>0  en  a;  il  font  recourir  à  la  for- 

mule  (3),    En  y  faisant  d'abord  6'=^%-  on  aura  X&=z—  donc  A(d')=0  et  par 
consé([uent: 

or  A(Ô)=K((1  — «•^')(1— c'a:»))  donc: 

De  la  même  manière  on  aura  en  faisant  9'  =  ^ 

'(•+^)=fVG^)- 

La  1^*^^  formule  donne 

16)  ,(<,_!)=_,(«+ ») 

donc  en  mettant  0  -)-  ^  au  lieu  de  0, 

1 7)  ;.(0+  «,)=!  — xe=  —  X. 

55* 
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En  multipliant  A  (fl  —  ~j  par  A  (fl  -f-  —^  on  aura 

d'où  Ton  tire  en  mettant  6 -{•  ^  et  6 -\-~  on  lien  de  Û: 

V    ^  2  ~  2  /  ee    X(«+o)  «e     * 

La  formule  (3)  donne  encore  en  faisant  d'=za 

20)  M<'4-«)+  A(<?  —  a)  =      '^•^i"^       . 

Par  là  on  voit  donc  que  l'expression  de  q>d  sera  tonjoors   une  fonction 
rationnelle  de  x  savoir 

en  employant  pour  abréger  le  signe  de  sommation  2. 

Cela  posé   il  faut  considérer  plusieurs  cas  selon  les  valeurs  différentes 
de  A,  k'^  h*. 

Premier   cas.     Si  kzi^h^  z=zh'':=z9. 

Si  les  trois  quantités  k^  k'j  Af,  sont  égales  à  zéro  l'expression  de  ifO  de- 
viendra: 

22)  ç>ft=Ae+A(ô+a,)+A(Ô-— a  J+A(6+a^+A(fl— a^+ . .  .+A(eH-a,)+A(fl— a») 
et 

23)  9)Ô  =  a?  +  2:p.2, ^ 5. 

Donc  la  première  condition  que  y  soit  rationnelle  en  x  est  remplie.  Il  iEaut 
maintenant  substituer  stfn  expression  dans  l'équation  proposée  et  voir  si  elle 
pourra  être  satisfaite. 

On  tire  d'abord  de  l'équation  (14) 

Cela  posé  désignons  par  â^  â'^  e^  é'  les  valeurs  de  d  qui  répondent  respec- 

1111 
tivement  à  y  =  H ,  y  = ,  V^  '^ —  >  y= ^^  ^^''  avoir 

^1  Cl  e^  e^ 


->{^ 
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En  verta  de  ces  éqoations  les  valeurs  de  1 — c,y,  l-h^iy»    1 — ^iy>   ^"h^ty 
deviendront  en  faisant  pour  abréger 

25)  ^+^.ç)Oî=r, 


•^n 


26) 


En  substituant  dans  1  —  -^  l'expression  de  ^O  en  Xy  on  obtiendra  un  résultat 
de  la  forme: 

ç»^       (1 — e«c»X*ai**)  (l  —  e«c«X«aa*»)  •  •  •  (i — «*cn«a.  *«) 

En  faisant  0  =  (^  le  second  membre  s'évanouira,  mais  il  est  clair  par  ce 
qui  précède  que  9)(9)  ne  change  pas  de  valeur  en  mettant  au  lieu  de  0  une 
quelconque  des  quantités  O^Jtia^,  0:t<^i*  *  *^d:^*  Donc  le  numérateur  du  se- 
cond membre  doit  s'évanouir  toutes  les  fois  on  x  aune  des  valeurs  Xây  Ji{9-^a^\ 
i^ià-^^a^y. .  .X{â-^at).  Donc  puisque  le  nombre  de  ces  valeurs  en  général 
toutes  différentes  entre  elles  est  Sn-f-l  il  s'ensuit  que 

donc  en  substituant  et  faisant  pour  abféger, 

27)     (> = (1  —  «•c»À»ajar»)(l — e*cn*a^*)  ...  (1 — e*cn*a^) 

formule  qui  a  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  â  et  0. 

A  l'aide  de  cette  formule  il  sera  facile  de  trouver  les  cas  dans  lesquels 
on  pourra  satisfaire  à  Téquation  proposée.  On  peut  écrire  cette  équation  comme 
il  suit: 

29)  K((l-^V)(l-«,V))  =  |(è)K((l-*^'*')(l-«'**)) 


m 


;t    .■ 


^;nv| 
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ce  qui  nous  fait  voir  que  l'une  des  quatre  fonctions  l±r^,  ^db^i^  ^^^^  s'éva- 
nouir en  attribuant  à  x  une  des  quatre  valeurs  ;:jb  ^  9  d:  —  c'est-à-dire  à  0  une 
des  valeurs  ±  y,  ±~. 

Supposons  d'abord  1 — Cjy=iO  pour  0  =  -^,  14-<?jiy=0  pour  0= ^, 

1 — «,y=0pour6  =  ^,  l-}-^^  =  0  pour  0= — -^, on  pourra  prendre (J= -, 

d*= —  -^,    £  =  ^,  é'= —  ^.     En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équa- 

mm  m 

tiens  (24)  et  remarquant  que  ç)  ( —  —  j  =  —  ç>  v»  9^v^ —  "ï")  ^^^  —  9^  C'T'/' 
on  en  tire: 

On  satisfait  à  ces  équations  en  prenant: 

50)    ,  =  /-.=0,i=i,  ..  =  _^,  ..  =  4. 

où  k  est  arbitraire. 

La  valeur  de  y  deviendra  donc: 

51)  y  =  1  •<)?<? 

et  ensuite: 


Cela  posé  faisons  dans  la  formule  (28)  d  =  ±  — ,;:t —  on  obtiendra: 

or  X  ^=:  — ,  et  d'après  la  formule  (16)  or  aura  A  (^  +  ^)  =  ^(-^  —  a J  donc 

<pO   1 


"     '  '^  ^{~-y^  t    - 


On  aura  des  expressions   analogues  pour   1  +  -^,  1  +  -^—r  en  faisant 


9-2  <P 


~    2^  '  *  2"* 
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En  faisant  donc  pour  abréger 


34) 


on  trouvera: 

35)   l-c,V 
et  de  là 


•..s 


a.  .a 


(l_c'*«).^,  1-«,V 


tf 


36)   K((i-c,y)(i-Vy'))=±^K((i~c'*')(i~«**')). 

r 

Maintenant  les  deux  équations  (35)  nous  montrent  que  ç*  -^  est  une  fonction 
entière  de  x  qui  est  divisible  par  les  deux  fonctions  entières  t  et  V'y  donc  puis<- 
que  ces  fonctions  n'ont  point  de  diviseur  commun  il  en  résulte  que  ç^ -^  sera 

divisible  par  leur  produit,  mais  le  degré  de  la  fonction  ç^  ^  est  précisément 


ds 


le  même  que  celui  de  la  fonction  tV  savoir  492.     Donc  l'expression 
réduit  à  une  constante.     En  la  désignant  par  a  on  aura  donc 

37)  dy=       «' 
et  par  suite  Téqnation  (36)  donnera 

38)  '^^ 


cl 


se 


a.  —  .rfr. 


±a 


ds 


V[(l— c2x2)(l— eV*)] 


l/[(l-c,V)(l-^iV)] 

c'est-à-dire  l'équation  proposée. 

Pour  déterminer  le  coefllcient  a  faisons  dans  (37)  x  infini,  on  obtiendra 

d'après  les  valeurs  des  fonctions  ç^  t^  V 
ày a  _^ 


ds 


(_e*c*^ 


mais  d'après  (18)  on  a:      ^*  (^ — V*^  v"^ "y^^T^' 

donc 

^  ds        X4ai.X*aa...X*a.  *  (e^c*)»' 

or  en  différentiant  l'équation 


?fci» 


<ai 


■j 


.♦î 


r  > 


,^ 


».l 


l 
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et  faisant  ensuite  jr=  -~  on  aura  ^=— •      En   égalant  cette  valenr  à   la 
précédente  on  en  tire: 

On  pourra  donner  k  l'expression  de  y  une  autre  forme  plus  simple  à  quel- 
ques égards.  En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (28)  par  fpd  et 
faisant  ensuit  d=zO  il  viendra 

on  A  est  une  quantité  constante.     En  attribuant  à  ;r  la  valeur  ^  après  avoir 
divisé  par  x  on  trouvera: 

L'expression  de  y  deviendra  donc: 

('-x-gr)0-x-gr)-(-^) 

U  y  a  encore  une  autre  manière  d'exprimer  y  qui  est  très  simple.  ,  En 
faisant  dans  (28)  ar=:^  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  ar  on  trouvera 

9*=  (éjV)*.A*a^.A*a^..-AV.A*.A(a^  +  ()).A(a,— <>)... A(of.+iï).A(a,—(0 

formule  qui  a  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  <^. 

En  mettant  donc  B  au  lieu  de  d  et  multipliant  par  —  on   aura  y  exprimé 

comme  il  suit: 

55)y  =  l(er)«*.6.Afl.A(a^  +  fl).A(a^— e)...A(a^+6).A(a,— 0) 

où  l'on  a  fait  pour  abréger: 

46)  b  =  A*a  j .  A*aj .  A^a, . . .  A'a». 

En  faisant  0  =  -f-  ^9  ^  =  4~  ^  ^^^  valeurs  correspondantes  de  y  seront 
—  et —  donc: 


s 

45)  y'=^a. 


44)  I 


«1      «] 


47) 
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Si  donc  les  ^[oantités  c^y  e^^  a,  y  ont  les  Talenrs  exprimées  par  les  équa- 
tions (43,  4S,  47),  l'équation  (1)  sera  satisfaite  en  déterminant  convenablement 
le  signe  du  second  membre.  D  fant  remarquer  que  ce  signe  n'est  pas  le  même 
pour  toutes  les  valeurs  de  xi  mais  il  sera  toujours  le  même  pour  des  valeurs 
de  X  entre  certaines  limites.  On  doit  prendre  le  signe  -^  si  â?  est  très  petit; 
et  alors  on  doit  conserver  le  même  signe  jusqu'à  une  certaine  limite.  Dans 
tjovs  les  cas  le  signe  qu'il  faut  prendre  se  détermine  par  Féquation  (36)« 

Le  tbèorème  de  Mr.  Jacobi  est  contenu  comme  cas  particulier  dans  ce 


qui  précède.     En  effet  on  l'obtiendra  en  faisant  a. 
Alors  on  trouvera  a^=      w  Ck» 


2o 


2ii  +  l 


>  «• 


2»  4-1' 


1,  Cj  =  1. 


^  +  1 


Sii  +  1 


48) 


^(i^  f ) -^(sTîï)  •  •  •  ^(fiiîï) 


t 


2r+1 


à9 


v[(i-»*)(i-«îy*)] 


o    .     3 


±a 


■•T-Sïî>î)]' 


ds 


Vl{l-s^){\^e^s^)'\ 


^a.dO. 


(4iiH-l  o  \ 
2 — î'Ty 

et  4-  ^  /fm+3  ^  o  \  ^^  1^  g.g^^  inférieur  si  â?   est  compris   entre  les  limites 


En  fidsant  dans  notre  formule  générale  a^ 


2ii  +  l 


OÙ  9it4*m'  est  un 


nombre  pair  et  où  les  trois  nombres  m^  m'^  Sn-^i  ne  sont  divisibles  par  le 
même  facteur  on  aura  une  formule  plus  générale  que  celle  de  Mr  Jacobi  sa- 
voir ceUe  que  j'ai  démontré  dans  les  "Rechercbes  sur  les  fonctions  elliptiques." 

ffno+m'cy 


On  aura  dans  ce  cas  en  faisant  a 


2ii+l 


-5 


a, 


cCj    ct^  =:  Sot,   CX3  s=s  Sot,  •  •  • 


a. 


na,  ce  qui  suffit  pour  déterminer  les  quantités  c^,  e^j  a  et  y. 

54 


l 


i-m 


y. 


¥ 


;HVH 


ih 


H 


♦i  l'i 


Mî;'! 


•i 
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Dans  ce  qui  précède  nous  avons  démontré  qu'on  aura  une  valenr  conve- 
nable de  la  fonction  y  en  prenant  dans  l'expression  générale  de  cette  fonction 

y  :=i^  ^     6>  /^'  =  5^  =  0.     On  peut  aisément  trouver  tous  les  autres  cas  pos- 
sibles à  l'aide  des  formules  (10,  11,  12).     Soit 


49)  y. 


/*+/.?» 


et  désignons  par  €^,  e^^  les  valeurs  correspondantes  de  c^  et  e^  on  doit  avoir 

dtjy  ,    ^  ds 


^^)     4/r/l -3«a\  /i -,a*.3\T  it   "l 


•CO—'î»?)  (!-«§»?)]      ^    V[(i -*•*•) (1-e*'")]* 

mais  en  faisant  y  =  —  <f6  le  second  membre  sera  d'après  ce  qui  précède  égal 
à  +  ^.  — tt:t ^ ,  donc  on  doit  avoir 

^  a     l/Kl-c^y»)  (1-<S«)]* 

^      V[(l-c,yî)(l-eX)]       ^«      n(l-<»*)(l-<f")] 

où 

Selon  les  équations  (10,  11,  12)  on  satisfait  de  la  manière  la  plus  générale  i 
ces  équations  en  prenant 


^  yi=±   ^-y.  ^î  =  ^,  ^: 


Ces  trois  fornuiles  en  y  faisant  y=:—.q>d    contiendront '  donc    toutes 

les  manières  possibles  de  satisfaire  à  l'équation  (SO). 

On  peut  sans  nuire  à  la  généralité  faire  &  =  1.     La  1^^  de  ces  formules 

est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  y=z—.q>d.     La  seconde  en  résulte  en 

mettant _  au  lien  de  y.     Les  modules  restent  par  cette  substitution  les 

mêmes.    La  troisième  est  en  général  différente  des  deux  premières. 

Beusième  cas.     Si  k:=zO  et  l'une  des  quantités  h',  i»  égale  à  l'unité. 

Si,  k  étant  égal  à  zéro,  l'une  des  quantités  A:',  k*  est  égale  a  l'unité  il  faut 
nécessairement  que  l'autre  soit  égale  à  zéro*     En  effet  si  l'on  avait  A's^sl, 

les  racines  A  (ô  +  iL^'),  a(0  +  ?^  +  y)  donneraient  celle-ci 


:*; 


S5) 


©1 


Maintenant  entièrement  de  la  même  manière  qa'on  a  démontré  précédemment 
ta  formule  (28)  on  établira  la  snivante: 

««)    »-S=f(*-^('-H^))(*-i^))('-M5^)) 

oà  Von  a  fait  pour  abréger: 

57)     ç=±eex.{l—  i^c^ï^a^a*)  (l — è»c*A»a^) ...  (1  — è»c»Â*a^. 

En  faisant  ^=  :t  ^  ^  ^^'^^  ^^  valeurs  de  1  -\-  —  et  1  — ^  qui  multipliées 

m  Cl)  O 


Çj  Çj 


entre  elles  donneront  celle  de  1 — <— >  -     Cette  valeur  sobstituée  dans  l'ex- 


pression de  1  —  c\j^  (55)  donnera: 


9=- 


et  par  conséquent  si  l'on  fait 


">'=hKF;^)l^-Kfr^)l••('-K^:^l• 


\\ 

•  I 
>l 

il 


» 
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il 

*(«+  ^+Y"~^)~'^^*+'*^  c'est-à-dire  k  ne  serait  pas  égal  à   zéro  "^ 

comme  nous  l'avons  supposé.    Désignons  donc  par  /f  l'une  des  foatités 
— - —  lexpressioB  de  (pO  deTiendr^: 

et  exprimée  eu  4?. 

54)  y«  =  *±l.l4.2âr,2^_^^— ^. 

Soit  comme  dans  le  premier  cas  1 — rjy  =  0  pour  xt=z^  on  aura: 


34 


268 

Cette  valeur  mise  dans  l'équation  (29)  donne 

60)    Ka-«.V)=.^(^.L..^y^--|-. 

On  voit  donc  que  |^(1 — ^i^)  doit  être  une  fonction  rationnelle  de  x. 
n  n'est  pas  difficile  de  démontrer  qu'on  satisfera  à  cette  condition  en  si^posant 

que  1 — e^  s'évanouit  pour  x^i-^Xy—^^  et  on  aura  alors: 


*• 

-P 


) 


Les  équation  (24)  donneront  dans  ce  cas: 

auxquelles  on  satisfera  en  prenant  f=zg':=s:0 

De  ià  résulte: 

62)  r.  =  *.9(|^);«,  =  *.9)(î^) 

y — k^       «— X- 

Connaissant  ainsi  une  solution  de  l'équation  proposée  on  aura  toutes  les  autres 
possibles  à  l'aide  des  formules  (10),  (11),  (12).     Le  cas  le  plus  simple  est 

celui  où  »=0.     Alors  on  aura  en  faisant  c^=ic=zl^  /î==-^-|--^- 

9)0  =  Aô  +  A(e  +  fi)=zx  +  —, 

=  (1  +  ^).- r,     ei=--î— , 

^9  -_/i_t_p\ ^ï 

•[(l-y*)(l-«iV)]      ^   ^  ^V[(l-^*)(l-e«4r>)]- 

Troisième  cas.     Si  kzz^l. 

Dans  ce  cas  l'expression  (15)  de  tpO  deviendra, 
ç)ô=ÂÔ  -f  A(0+a))  +  A(0+aJ  +  A(0— «J  +. . .  +  A(6-f-a^)4-A(«— a,). 
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djf  ___  j^  ttds 


:ta<Aï 


•[(i-f«Xi-»iV)]      -^  •[(!-*•)  (1 -«•»•)] 

»  étant  on  nombre   entier  quelconque,  ^  =/    —775 =77= =-rrr- 

En  supposant  n  impair  la  formule  (65)  est  la  même  que  celle  que  nous  avons 
trouvé  (48). 

Si.l'oa  fait  x=.fàsi(fy  y  =  sini|;  on  obtiendra 


66) 


^ „ ^9 


•(1— «i*«iB««f»)  v'Cl— «»8in»9)  ' 

OÙ  Ton  pourra  exprimer  la  quantité  ^  comme  il  suit: 

67)         1P  =  9  +  Arct.  { tang  9 .  |/[l — é")*  (^)]} 

+  Arct  {tangq).|/[l  — «•A«(^)]} 


+  ArcL  {tang  y  .  ]/[! —«*'^*(v  *")]}' 


•    I  ■  • 


Or  cette  quantité  se  réduit  à  zéro  pour  une  valeur  ^elconque  de  0  dont  on  1 

pourra  se  convaincre  aisément  en  remarquant  que  ^9  doit  rester  le  même  en  ' 

changeant  ^-^-ia  en  0  c'est-à-dire  -f-0  en  — 0. 

La  fonction  q>%  éiaxA  égale  à  zéro  si  l'on  désigne  par  ^{f^ — g^y)  le  coefB- 
dent  de  a^^^  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (9)  on  aura  en  faisant  pour 
abréger 

Fe  =  A«0  +  Â«(e+a)  +  •  • .  +  A«(0-|-a.), 
f—lfy  —  —  {f—9y).F%,  d'où  l'on  tire, 

Maintenant  il  n'est  pas  difficile  de  trouver  toutes  les  solutions  qui  résul- 
tent de  ce  troisème  cas  en  se  servant  de  l'expression  (64).  Je  ne  m'arrêterai 
pas  ici  &  développer  les  formules  mêmes,  je  vais  seulement  faire  connaître  un 
théorème  plus  général  que  celui  exprimé  par  les  formules  (48). 

Théorème.     On  aura: 
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En  sapposant  n=:2  on  aura 

If;  =  g)  -|-  Arct  (tang9).|/^(l — é))y 
ou  bien 

tang(y— 9)=tangç).K(l— 15^. 
(Voyex:  Legendre  Exercices  T.  L  p.  84.) 

Si  Ton  suppose  n  très  grand  on  aura  à  peu  près  e^  =  0,  donc 

Soit  a)==-^  on  aura  if;  =  n.  ^,doncai-^  =  a*-^,donc  — =:— •  — .     De  la 

■ 

il  résulte  en  faisant  n  infini 

Nous  avons  vu  précédemment  que  le  nombre  des  valeurs  inégales  de  Tex- 

pression  A(0-|-A:^a^-f-^s^«~h**  *"h^»'^f')  ^^^  toujours  fini.       On   peut   dans 
tous  les  cas  trouver  ces  valeurs  comme  il  suit 

Soient 

68)        {i(«+w,a,)  =A(0+m^tf  j4-jw,ffj, 


où  n^9  n^y  n^y...Tiy  sont  les  nombres  entiers  les  plus  petits  possibles  qui 
puissent  satisfaire  à  des  équations  de  cette  forme,  m^^  m,,  ...m^^i  étant  des 
nombres  entiers  qui  pourront  être  différents  dans  les  différentes  équations. 
Cela  posé  je  dis  qu'on  aura  tontes  les  valeurs  inégales  de  Texpression  A(0-{-^i<^| 
H"^i^fl4"  •  *  *  4~  K^^)  ^^  attribuant  à  A:^,  k^j...k^  toutes  les  valeurs  entières 
et  positives  respectivement  moindres  que  n^,  n,,.. .n^r.    En  effet  si  l'on  avait 

où  l'on  n'a  pas  à  la  fois 

on  en  tirerait  en  mettant 

0 — h^a^ — A^a^ — .•• — Ar^^xan^i — h^mium — ^«+ia«H-i— ••• — k^a^  au  lieu  de  0 

OÙ   l'on  a   supposé   que   A:»  —  k^^  est  la   première    des    quantités   k^  —  k^^ 


kpui — k^M  »  •  «  •  qui  soit  différente  de  zéro.  Or  en  supposant  ce  qui  est  permis 
qne  k^ — A:'.,  soit  positif  ce  nombre  sera  .en  même  temps  moindre  qne  n»  ce 
qui  est  contre  lliypothèse.  Le  nombre  total  des  valeurs  inégales  de  l'expres- 
sion A(fl+*iai "h *«*»  +  •••"!■  kt^a^)  sera  donc  égal  à 

car  il  est  clair  qu'on  n'aura  pas  des  valeurs  nouvelles  en  attribuant  à  k^ ,  k^^ 
...k^  des  valeurs  respectivement  plus  grandes  que  n^^  n^^.  ..n^. 

Le  degré  de  Féquation/i  —  9y=0  est  donc 

Si  donc  ce  degré  doit  être  un  nombre  premier  on  doit  avoir  i^  =  1  et  m  =  it^ . 
Les  racines  de  Téquation  p  —  qy=zO  deviendront  donc  dans  ce  cas  : 

XOy  A(ô+«),  A(»+2a), . . .  A(fl+(n— l)a), 

et     a  = , 

n 

m  et  m'  étant  deux  nombres  entiers  dont  ta  somme  est  un  nombre  pair  et  qui 
n'ont  pas  Te  même  commun  diviseur  avec  m 

On  doit  remarquer  qu'à  la  même  valeur  de  m  répondent  toujours  plusieurs 
solutions  différentes  du  problème  général.  Le  nombre  total  de  ces  solutions 
est  en  général  égal  à  3m. 

On  peut  de  ce  qui  précède  déduire  un  grand  nombre  de  théorèmes  remarqua- 
bles sur  les  fonctions  elliptiques.     Parmi  ceux-ci  on  doit  distinguer  les  suivants; 

*  a.     Si  l'équation  (1)  pourra  être  satisfaite  en  supposant  y 

où  le  degré  des  fonctions  entières  p  et  q  est  égal  à  un  nombre  composé  m .  it, 
on  pourra  toujours  trouver  des  fonctions  rationnelles  (p  et  f  telles  qu'en  faisant: 

V  =q>x=  4"  ^^  »î* y= A^i)  ==?> 

Y  -  Yl 


69) 


*  •[(! 


«X»)  (l- 


'*'•)]' 


vca-«î*')  (!-•?*')]  ~  '^  *  vi{i-<s\)  (i-«;*î)]' 


le  degré  des  fonctfons  entières  p*  et  q*  étant  égal  à  Ton  des  focteors  m  et  n 
et  le  degré  de  p^  et  q^  étant  égal  à  l'autre. 

b.     Quel  que  Soit  le  degré  de  l'équation  p  —  9y  ==  0,  on  en  pourra  tou- 
jours tirer  la  valeur  de  ^  en  y  à  l'aide  d'opérations  algébriques.     Voilà  donc 


;.  >:''J 


■  H 


m 


..\  y 


m 


Vî^l 


\t 


l 


^tl  ■ 


«^«È 


une  classe  d'équations  qai  sont  résolubles  algébriquement    Les  racines  aoront 

la  forme  suivante: 

/        -L      JL      J.  i\ 

70)         X  =  fonct  ration,  yy,  r^^i,  r^*a,  r,*3 .  • ,  Tf/^Jj 

n^y  n^j... Tiy  étant  des  nombres  premiers  entre  eux  dont  le  produit  est  égal 

au  degré  de  l'équation  en  question,  et  les  r^y  ^s>«--^if  de  la  forme 

où  C  et  /  sont  des  fonctions  entières  de  jf. 

c.     n  y  a  un  cas  remarquable  du  problème  général,  c'est  celui  on  l'on 

demande  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation: 

dg  ^  ds 


On  aura  à  cet  égard  le  théorème  suivant 

Si  l'équation  précédente  admet  une  solution  algébrique  en  or  et  y,  y  étant 
rationnelle  en  x  ou  non,  la  quantité  constante  a  doit  nécessairement  avoir  la 
forme  ^'+1/" — fi 

ou  /i^  et  fi  désignent  deux  nombres  rationnels,  le  dernier  étant  essentiellement 
positif.  Si  l'on  attribue  à  a  une  telle  valeur  on  pourra  trouver  une  infinité  de 
valeurs  différentes  pour  e  et  c,  qui  rendent  le  problème  possible.  Toutes  ces 
valeurs  sont  exprimables  par  des  radicaux. 

Si  donc  on  suppose  que  a  soit  une  quantité  réelle  il  faut  qu'elle  soit  en 
même  temps  rationnelle.  Dans  ce  cas  on  sait  d'ailleurs  qu*on  pourra  satisfaire 
à  l'équation  différentielle  dont  il  s'agit  quelles  que  soient  les  valeurs  des  quan- 
tités c  et  e. 

d.  Du  théorème  précédent,  on  peut  par  un  simple  changement  de  vari- 
ables déduire  ce-ci. 

Si  l'équation 

dw  ds 

^ —  a. 


où  6*  =  1  —  i^  admet  une  solution  algébrique  entre  x  et  y,  le  coefficient 
a  doit  avoir  la  forme  suivante: 

fi'  et  fi  ayant  la  même  signification  que  précédemment  Si  donc  l'on  veut  que 
a  soit  réelle  il  faut  qu'elle  soit  égale  à  la  racine  carrée  d'une  quantité  ration- 
nelle. Cette  condition  remplit  le  problème  à  une  infinité  de  solutions.  Corn* 
me  cas  particulier  on  en  déduit  le  théorème: 
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Si  en  supposant  9  et  if;  réels  et  le  modale  c  moindre  ^e  l'onite,  l'équation 


72) 


tMf 


a. 


dff 


-•(1  —  *«8in«q>)  v^(l— c«8În«9)' 

a  une  intégrale  algébrique  entre  sin  q>  et  sin  1^   il  faut  nécessairement  que  a 
soit  égal  à  la  racine  carrée  d'une  quantité  rationnelle  et  positive. 


Ainsi  par  exemple  si  l'on  suppose  «^  =  1 
nous  allons  voir. 


e^  on  aura  a  =  |/n  comme 


En  faisant  dans  l'expression  (65)  de  y,  0  =  ^  on  trouvera,  en  vertu  de 


la  valeur  de  A,  y  ==  1  donc 


\3li/ 


-5»)  (l-eîjr*)]        V  0  •[(!-*«)  (1- 


ou 


^'^7o  •[(l-3r*)(l-*îy«)]—V  0  •[(!-»«)  (l-e**«)] 

en  remarquant  qa'on  doit  dans  le  second  membre  de  l'équation  (6S)  prendre 
le  signe  sapérienr  depuis  ;r  =  0  jusqu'à  x  =.  m  ^>    Cela  posé  en  remarquant 

qoe  A  (o  +  î^)  =  ;t(^"~'"^"  —  e),  U  est  clair  qu^on  aura: 

,=*.«..(^-,).»^_,)...<6î=te_,> 

en  multipliant  cette  valeur  avec  celle  que  donne  (65)  on  aura  en  faisant  usage 
de  la  formule 

A(«  +  0).A(«-e)  =  i_,.,,,^,^=i_^.x'«.x«' 
qu'on  obtiendra  va  l'aide  du  théorème  1. 


x*^-*» 


p(»»-')<J   J. 


y 


**.a^. 


« 


n 


En  faisant  maintenant  ar=/iV^ — 1,  y  =:z}/^ — 1  on  aura  en  supposant  p  réel 
pour  toutes  les  valeurs  de  cette  quantité: 

d%  g^P  dp 


mais  si  l'on  fait  p  = 


^  on  aura  de  même  ^  =-  ^ 


h  donc 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  même  chose  que  ^  et  le  second 

35 


!•! 


I 


;■  »s 


;  ■  ■  :■:^ 


»  ^  '«■ 


t\-K  : 
'  Mi',  t»*^ 

i  t  •  i 

i  ta    i 
ff-rnV 

■  •  ■  I     « 

i  »  .  ■ .  ii 


.V.        ii^f 


).       S;', 


1  .^:i 
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la  même  chose  me  af  -7775 ^ -—  ce  qui  est  facile  à  proairer.   donc 


2  Jo  -/[(l-y^Xl-eJ,» 


» 


Cette  éqaation  combinée  avec  (73)  donne 


<d  ao 


c'est-à-dire 


I 

r;.  I 


XIV. 


Addition   au   mémoire  précédent 


JLrans  le  mémoire  précédent  j'ai  fait  voir  comment  on  pourra  trouver  toutes 
les  transformations  possibles,  réelles  ou  imaginaires  d'une  fonction  elliptique 
proposée.  Les  modules  Cy  e,  c^y  e^  pourront  être  des  quantités  quelconques. 
Le  cas  le  plus  remarquable  est  celui  où  Ton  suppose  les  modules  réelles. 
Dans  ce  cas  le  problème  général  pourra  se  résoudre  par  une  méthode  parti- 
culièrcy  entièrement  différente  de  celle  que  nous  avons  donnée  dans  le  mémoire 
précédent  Puisque  cette  nouvelle  méthode  est  remarquable  par  sa  grande 
simplicité  je  vais  l'indiquer  ici  en  peu  de  mots. 

Le  problème  général  que  nous  allons  complètement  résoudre  est  le 
suivant: 

"Trouver  tous  les  cas  possibles  où  l'on  pourra  satisfaire  à  l'équation 
"différentielle: 

'par  une  équation  algébrique    entre  les  variables  x  et  y,  en  supposant  les 
'modules  c  et  c^  moindres  que  l'unité  et  le  coefficient  a  réel  où  imaginaire." 
En  désignant  par  AO  la  fonction  inverse  de  celle-ci 

-— — — -rr-  en  sorte  que  ar=AO,  on  aura  en  vertu  de  la  for- 

mule  (4)  du  mémoire  précédent 

A((— 1)~+~'  e  +  mw  +  WW)  =  AO, 
où  les  quantités  constantes  oo,  a>'  sont  déterminées  par  les  formules: 

/  2      Jo    i/[(l— Jf«)(l— c«jr«)] 

o' /•-  ds 

Dans  le  cas  que  nous  considérons,  la  quantité  o  est  réelle  mais  oo'  est  imagi- 
naire.    On  aura  en  effet 

35* 


w. 


»- 
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1  dx  ,    M  d* 


«y y»  * ax ■    i»ë «£ 

c'est-à-dire  : 


dx 


OÙ  il  est  clair  qae  le  coefficient  de  y^ —  1  est  une  quantité  réelle.     En  faisant 
^=  -7î=7i — Tî-îT  ^^  6  =  K(1  —  ^)  on  trouve: 


OU 


f  2        Jo     A/[(l—S*\(l—i 


Le  théorème  II  du  mémoire  précédent  donnera  donc  ce-ci: 

a 

"On  satisfera  de  la  manière  la  pbis  générale  à  l'équation 

"en  prenant 

4)  e'  =  (— l)~e  -f-  mca  +  m'ts.y—  1 

"4>à  m  et  m'  sont  des  nombres  entiers  quelconques  et  co  et  o  deux  quantités 
"réelles  données  par  les  formules  (2)  et  (3)." 

Cela  posé  soit 

5)     .  Ay,^)=o 

l'équation  algébrique  entre  y  et  x  qui  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle 
(1).  Si  l'on  fait  a:  =  AO  et  y  ==  Aj9'  où  0  et  0'  sont  deux  nouvelles  variables 
et  A^  la  fonction  elliptique  qui  répond  au  module  c^  en  sorte  que 

6)  — =7 ^ =  rfe'  pour  v  =  AiO' 

l'équation  (1)  deviendra 

rfO'  =  ±  arfO 
d'où  l'on  tire  en  intégrant  :  0'  =  ^  ±  aO  où  «  est  une  constante.     On  a  donc 

ou  bien  en  mettant  -j-^  pour  ^b^* 

7)  y  =  A,(6  +  a6). 
L'équation  (5)  entre  ar  et  ^  donnera  donc  celle-ci 

8)  fM+a^),  Ae)  =  0 

qui  ne  contient  que  la  seule  variable  0  et  qui  aura  lieu  quelle  que  soit  la  vm- 
leur  de  cette  quantité. 


m 
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n  ne  serait  pas  difficile  i  l'aide  de  la  fomrale  (8)  de  trouver  la  fonction 
f{yjx)\  mais  pour  notre  objet  il  suffit  de  connaître  le  coefficient  a  et  une  cer- 
taine relation  entre  les  fonctions  complètes.  Voici  comment  on  y  parviendra. 
En  mettant  $  -4-  tnuù  au  lien  de  0  on  obtiendra,  en  remarquant  qu'en  vertu  de  (4) 

A($  +  2ma)  =  AO, 
cette  autre  équation 

9)  /(AiCe+Smacû  +  aO),  A0)  =  O- 

On  aura  de  même  en  mettant  9  -(~  ^'^  P^^  0,  où  i  =  V —  1  : 

Dans  ces  deux  équations  m  pourra  être  un  nombre  entier  quelconque. 
En  faisant  ^  =  AO  on  voit  donc  que  l'équation  algébrique 

f(y.x)  =  0 
est  satisfaite  en  mettant  pour  y  une  quantité  quelconque  de  l'une  des  deux 
formes: 

Aj(*  -|-  irnam  -|-  «0),     Ai(«  +  ^wr^Ji  -}-  aO), 
mais  m  peut  avoir  une  infinité  de  valeurs  tandis  que  l'équation  dont  il  s'agit  n'a 
qu'un  nombre  limité  de  racines  ;  il  faut  donc  qu'on  puisse  trouver  deux  nombres 
entiers  &  et  ^  tels  que 

H)  Ai(« + îk'atù  +  ae)  =  ^j{b + 2ka(o  +  aO) 

et  deux  autres  v  et  v*  tels  que 

12)  Ai(6  +  v'a&i + «e)  =  Ai(«  +  ycai + aO). 

En  vertu  de  la  formule  (4)  ces  deux  équations  donneront  respectivement: 

(  Zk^ato  =  2ka<û  +  inico^  -j-  m'ts^ .  Y —  1 
\v^€m%  =  vaxsi  +  2/icOi  -|-  ^u'Oi-V^ — 1 
ou  09^  et  Oj  désignent  les  valeurs  de   co   et  ts  qui  répondent  au  module  c^ 
c'est-à-dire  on  a: 


15) 


14) 


2  ~J fi   i/[(l— JP*)(l— Cl***)] 

2      •/o    V'KI— *«)(!— *i***)]  ""     1        »"  ^  1^ 


Cela  posé  les  équations  (13)  donneront  en  mettant  v  pour  k — h  et  v^  pour 

m 

V       o         2v      o 


a 


15) 


.  ^4-^.  ^Y—^i 


\ 

i 

i 


<: 


■s( 


,    • 


V 


d 


t3 
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et  de  la  en  comparant  les  parties  réelles  et  imaginaires: 

Ces  deux  épations  donneront  celles-ci: 

Maintenant  — ^  est  une  fonction  continue  de  c,  donc  les  éqpiations  (17)  ne  sau- 
ront avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  particulières  des  modules  c  et  c^^  Si  donc 
on  suppose  c  indéterminé  il  faut  que  l'une  des  équations 

18)  w'  =  ^  =  0, 

19)  wi  =  /i'==0 

ait  lieu.     Dans  le  premier  cas  les  équations  (15)  et  (16)  se  réduiront  à 

0< 


1 

©' 


20) 
et  dans  le  second  cas  à 

Mais  si  la  valeur   du  module   c  est  telle  que  la  1^*^^   des  équations  (17)  ait 
lieu,  on  doit  avoir  en  même  temps: 

et  alors  a  est  donné  par  Tune  des  équations  (IS). 

Quant  aux  nombres  m^  m\  /Ây  [i%  v,  v^  il  faut  les  prendre  tels  que  et),  o»^, 
G,  o^  soient  selon  leur  nature  des  quantités  positives.  Si  donc  on  suppose,  ce 
qui  est  permis,  v  et  v^  positifs,  il  faut  que  m  et  ^'  soient  du  même  signe  et 
m'  et  fi  du  signe  contraire.  On  pourra  d'ailleurs  sans  diminuer  la  généralité 
supposer  m',  m  et  /i'  positifs  et  fi  négatif. 

Par  ce  qu'on  vient  de  voir  on  a  immédiatement  ce  théorème: 
I.  Théorème.     Pour  que  l'équation  (1)  ait  une  intégrale  algébrique  en  x  et 
y  il  faut  nécessairement  que  les  modules  c^  et  c  soient  liés  entre  eux  d^  la 

manière  quç  l'une  des  deux  quantités  ^  et  —   soit  dans  un   rapport  rationnel 
avec  ^  ;  c'est-à-dire  on  doit  avoir  l'une  des  équations 

0 


1 
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•  Jk.  .-.*- 


O 


13 


a 


d.^ 


25)  î^  =  *.i?L;^ 

ou  A:  et  Ar*  sont  des  nombres  rationnels.     Si  la  première  de  ces  éqaations   a 
lien  mais  pas  la  seconde,  on  aura  en  même  temps 

24) 

où  9  est  un  nombre  rationnel.     Si  la  seconde  équation  a  lieu  mais  pas  la  pre- 
mière,  on  aura  en  même  temps 

25)  a  =  d.^Y—l. 

Enfin  si  les  deux  équations  (25)  ont  lieu  en  même  temps,  les  modules  c  et  c^ 
seront  tous  deux  déterminés,  savoir  respectivement  par  les  équations: 

26)  ^  =  K(*.*1;  ?;  =l/(^) 

et  alors  le  coefficient  a  doit  avoir  la  forme: 


a 


ou  (^  et  d*  sont  des  nombres  rationnels* 

Les  conditions  indiquées  dans  ce  théorème  doivent  donc  nécessairement 
être  remplies,  pour  que  l'équation  (1)  ait  une  intégrale  algébrique.  Il  reste  en- 
core le  point  le  plus  important,  savoir  de  déterminer  si  ces  conditions  sont 
suffisantes. .  Or  c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  à  l'aide  de  la  formule  (65) 
du  mémoire  précédent  Cette  formule  peut  facilement  être  démontrée  en  fai- 
sant effectivement  la  substitution  de  y\  mais  il  existe  une  autre  démonstration, 
tirée  des  considérations  entièrement  différentes  et  que  nous  allons  donner  ici 
en  nous  servant  d'une  formule  démontrée  dans  ^^les  recherches  sur  les  fonc- 
tions elliptiques'*     11  s'agit  de  la  formule  (1S5)  de  ce  mémoire 


28) 


fa 


y4lH~>  4.  y—tn-^^ 


OU 


an 

^   r 


m'n 


29)  Q  =  c" ,   y  =  6 

les  quantités  ca'  et  vl  étant  données  par  les  équations 


50) 


2" "Jo  l/[(l-^*)(l+e»^*)]' 


2 


=/ 


dx 


0    •[(l-c«jr»)(l+4r«)] 


li.i      \ 


i 


)»3 


iv 
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On  a  de  plus: 

51)  fa=zV{l—:iF) 
on  X  est  lié  à  »  par  l'éçiation 

52)  "  ^fo  •[(!-*«)  (!+»«*•)] 

Si  l'on  fait  e=      ^^^^.=j;  a;  =  l/"(l —y*)  on  trouvera: 


<fo  ï=—  b. 


d9 


•[(i-j*)(i-«y)] 

et  de  là: 

*='(ï-t). 

maintenant  l'équation  ;r  =  V^(l — y')  donne 

y  =  K(l-a*)  =  /«,  donc:/«  =  A(|— 1^) 

et  de  là  en  mettant  b^  —  ba  pour  a 

55)  Xa  =  f(b^—ba). 

Cela  posé  si  l'on  pose  dans  la  formule  (28)  b-^  —  ba  au  lien  de  o  on  trou- 
vera après  quelques  réductions  faciles: 

XA\     1»—A    (1-^')  (1-**  •  r")  (!-<-«  •  r')  (l-t« .  r«)  q-f* .  r«) . . . 
O*;    *"  — -^  •(!+««)  (l+t«.r«)(l+*-».r«)  (l+«».r*)  (!+<-». r*). . . 

OÙ 

55)  t=ie'^,    r  =  c"ô'' 
et  il  une  qaantité  indépendante  de  a. 

Si  Ton  fait  pour  abréger  # 

on  aura  donc: 

56)  A«  =  ^.i/;Ca-\i|'(«»+«)  -.^((o— a)-.v(2a>+«)^. 
^  \    t5  ■/  tï  t«y  w 

^(2(](>  —  a)  ^-  i>;(3ca  +  a)  ii .  i/;(3a)  —  a)  — . . . 
Si  l'on  fait  maintenant  successiv:ement 

«=0,0+—,  OH — ,  ...OH — — -«, 


f 
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on  aura  les  valeurs  de  10,  A  To  -f-  — V  . .  Afo  4~  ^^^^cx>J  qui  maltipliées  ensem- 
ble donneront  sur  le  champ 

37)     Aoa(«+-^).  À(0+^)...A(«+îi=l.») 

\      G|/  0|  IS»!  Qi 

OU  on  a  fait  pour  abréger 

58)  (J  =  ?^.e,   îîi=l.-îî-, 

or  si  l'on  pose  dans  la  formule  (36)  le  module  q  au  lieu  de  c  et  désigne  les 
valeurs  correspondantes  de 

My   Q),    G,  A     respectivement  par 

it^O,  w^,  o^,  A^     il  viendra 

Le  second  membre  de  la  formule  (37)  est  donc  la  même  chose  que  -j-*  ^là 


A 


.  •  XJ^  0  j  et  par  conséquent  on  aura  la  suivante 

cette  équation  a  donc  toujours  lieu  si  le  module  c^  et  tel  que 

o«       1      o 


40) 


0^        n      0 


quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  entier  n. 

Si  l'on  fait  AO  =  Xy   \  {^  0  =  ^  ^^  ^^^^ 

^"^f        l/[(l-y*)(l-^iV)]  ~  V[(l-Jr*)(l-c«x«)]  ~  ''^   "^ 

qui  par  conséquent  est  satisfaite  par  l'équation  algébrique 

42)  y  =  ^.AO.A(e+^)...A(o+^«). 

La  valeur  de  y  est  toujours  une  fonction  algébrique  de  x.     En  effet  si  n  est 
un  nombre  impair  on  a 


43)      y  =  ^..^.      _  „ 


«« 


•  •  • 


«  V    2      n/ 


a.  s 


V.i 
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2S» 


et  si.n  est  un  nombre  pair: 


44)     y 


«    «V     • 


Considérons  maintenant  les  trois  cas  de  notre  problème  général. 

Premier  cas.     Si  a  est  rééL     Dans  ce  cas  on  doit  avoir  comme  nooft 

avons  vaa  =  ^.^=-!^-^oii  uet  v  sont  des  nombres  entiers  et  Téona- 

O         V      o  X  ^ 

tion  proposée  deviendra: 

On  doit  avoir  de  plus  -^^zk. — ==: —  —  ou  m  et  n  sont  entiers.      Si  l'on 

x3i  t3         n      ta 

fait  X  =  A(i^O)  et  y  =  ^^{jxviji)  où  0  est  une  nouvelle  variable,  l'équation  (4S) 
sera  satisfaite,  car  les  deux  membres  se  réduiront  à  fim^d^.  Pour  avoir  une 
intégrale  en  x  et  y  il  faut  donc  éliminer  0  des  deux  équations: 

46)  ar  =  A(ycj6);    y  =  A^(|MOj6). 

Nous  allons  voir  que  le  résultat  de  l'élimination  sera  une  équation  algébrique 
en  X  et  y. 

Soit  i^  un  nouveau  module  et  désignons 
par     1%  fù\  es',  A     les  valeurs  correspondantes 

de      AO,  œ,    o,  A.     Cela  posé  si  l'on  suppose  le  module  c'tel  que  ^=— /— 

ta  It     es 

on  aura  en  vertu  de  la  formule  (39),  en  mettant  (.iv^u  au  lieu  de  0 

47)      X'{[im'^)  =  ^^ .  A^ui/qO)  .  A  (^ wae  +—)...  ^(iUMae  +  5:=!  œ) , 

maintenant  ayant  î^=— .  —  etHitz=— .  —  on  en  tire ^=—.  ^;  donc  la  même 

0  It       19  17^  Il        0  13  fit     O^ 

formule  donnera: 

48)      A'Ouioa'O)  =  -^.  A,(Airi3,0)-A,(Ata.i3,e+^)  ...  A,  (aii^^H-?^  «>,). 

En  égalant  entre  elles  ces  deux  expressions  de  X\iiw&^%)  il  viendra  en  faisant 
pour  abréger 

49)  1/130  =  *,   iivi^^=zd^ 


50) 


i^.A,K).A,(.d,+  ^)...A,(.^ 


1  _c«X*  y  .  *• 

Second  cas.  Si  a!^ —  1  est  réel.     Dans  ce  cas  on  doit  avoir  selon  (IS), 

a  =  -î^  •  —  V^ —  1  où  it  et  1^  sont  entiers.   On  doit  avoir  de  même  -i  =  —  •  — • 
V      o  xsi        n     o 

L'éqnation  proposée  (i)  deviendra 

KQ\  2.  JLl/ 1    ^ ^ 

'"''>'   V.  xs^^  V[(l-if^)(l-^iV)]  ~  l/[(l-**)(l-c»jr«)3' 

Pour  réduire  ce  cas  au  précédent  il  suffit  de  faire  x  =  J^X~  ^v  où  z  est 

une  nouvelle  variable,  on  aura  alors  ^^^i^^i^^,,^^^y^=V-^^  ^^^^^ 
où  6  =  1^(1 — e*)  et  par  suite  l'équation  (52)  deviendra  en  y  et  z: 

•  (l-îf«)(l-c,V)]  ~"^'  "^^    •[(! -»«)(! -6«fl;«)] 

dont  l'intégrale  algébrique   est  exprimée   par  la   formule   (SO)   en  y   faisant 

z  =  Ad  =  ,,  /  ,.   et  mettant  a  au  lieu  de  w. 
•(*«—!) 

36* 


'Ml 


t      » 
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JLe  premier  membre  de  cette  équation   est  une  fonction  algébrique  de 
^(/^^  et  le  second  une  fonction  algébrique  de  X^{vâ^);  maisA(jud)  est  k  son  totuf 

une  fonction  algébrique  de  Xâ=zx  et  3i^{vâ^)  une  fonction  algébrique  de  >l^d^==y.  -If 

Donc  enfin  les  deux  membres  de  l'équation  (50)  sont  •  respectivement  desfonc-  mr, 

fions  algébriques  de  a:  et  de  y.    Donc  cette  équation  exprime  llntégrale  dier«  Jîjl 

cbée  en  ;p  et  y  de  l'équation  différentielle  (45).  Pour  en  avoir  l'intégrale  com- 
plète il  suffit  d'ajouter  à  d  ou  à  â^  une  quantité  constante  arbitraire.  Quant 
aux  quantités  A  et  A^  on*  doit  remarquer  qu'on  a 

51)  ^  =  4-      ^i  =  — • 

Pour  donner  un  exemple  supposons  qu'on  demande  une  intégrale  algébrique  de 

l'équation, 

^ ©1  dx 

v^[(l-3r«Xi-eiV)3  —  ô'  /[(i-*«Xl -«•'»)]* 
dans  le  cas  où  -^  =  2  .  >-.         Ou   aura  alors  a=:9^=:l,  m  =  2,  n  =  3. 

L'équation  (50)  deviendra  donc: 
c'est-à-dire  : 

Cl 

•(1— j«)  cv/c  ^    S       ' 
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Supposons  par  exemple  qu'il  s'agit  de  trouver  une  intégrale  alg^riqne  de 

réqnation: 

4[ ^  !/• 4 ds 

i/[(l-jf«)(l-c,V)]  ~  «  ^  \/[(l-*«Kl-^»'*)]' 

danà  le  cas  où  i^=:2.— .     Ayant  a=zv=ii  et  m=2y  91  =  1  l'équation 
(SO)  deviendra 

c'est-à-dire  en  remettant  les  valeurs  de  kâ  et  i.j^9^  : 


y 


Troisième  cas.     Si  ^=K**',  ^  =  l/4- 
Dans  ce  cas  on  doit  avoir  en  vertu  du  théorème  1:  a=^  •  -i+  -H-  .  -l  V^ —  1 
^^  ti9  ^9  M'»  ^  ^^^^  des  bombres  entiers.     L'équation  proposée  deviendra  donc: 

et  cette  équation  sera  toujours  intégrable  algébriquement     En  effet  comme  on 
a  tant 

i^  =  i.  :?.que^  =  *.^  ou  ifc'et* 

sont  des  nombres  rationnels,  on  pourra  en  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir 
dans  les  deux  premiers  cas  satisfaire  algébriquement  aux  équations 

•[(l-»»)(l-Ci*a«)]  ~  W   •[(!— *«KA— «^•**)] 
dv  ji/    ^  -^ j  dr 


Par  la  l'équation  (53)  deviendra: 

dy  d%  I  do 


V^[(l-y«)a-eiV)]  •[a-»*)(l-Ct*.*)]    •    V/[(l-t^*)(l-c,«r«)] 

à  laquelle  on  satisfera  comme  on  sait  en  prenant: 

g.x  ».  v/[(i_t,»)(i_c^»„2)]  +r .  v/[(l-«»)(l-c^«)] 

En  y  substituant  les  valeurs  de  v  %i  z  ^vl  x  on  aura  une  intégrale  algébrique 
en  xety  de  l'équation. 

Nous  avons  ainsi  démontré  que  les  conditions  nécessaires  exposées  dans 
le  théorème  I  sont  en  même  temps  suffisantes. 
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Bn  vertu  de  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  premier  cas  on  a  immédiatement 
ce  théorème: 

Pour  que  deux  fonctions  elliptiques  réelles  F(c',V)9  F{Cyi)  puissent  être 
réduites  l'une  à  l'autre  il  est  nécessaire  et  il  suffit  qu'on  ait  entre  les  fonctions 
complètes 

F^(c)y  F\b)j  F\&\  F\b')  cette  relation: 

55)  n.F\c).F^(b)=:m.F\b').F\c), 

ou  m  et  y»  sont  des  nombres  entiers.     Si  cette  condition  est  remplie  on  pourra 
établir  une  relation  algébrique  entre  sinO'  et  sinO  telle  que: 

56)  F(^,  •!)  =  *.  -Ç^  •  ^('^^  «)» 

OÙ  k  est  un  nombre  rationnel.     On  pourra  ajouter  que  dans  le  cas  où  A:  =  1, 
V  est  lié  à  0  par  Téquation: 

=  0  4-Arct(a4  .tangO)  -f- Arct («r^  tang 0)  -{-•••4-Arct(a^^,  tangO) 

où  a^j  a^...a\y  a',,  a\...  sont  des   quantités  constantes  données   par  les 
formules 


87)  I 


^)  C' 


après  avoir  déterminé  0^  et  0'^  tels  qoe 

En  prenant  n  =  1  on  aura  la  formule  (67)  du  mémoire  précédent 

11  y  a  un  cas  du  problème  général  qui  mérite  d'être  remarqué;  c'est  celui 
où  l'on  suppose  les  deux  modules  égaux  entre  eux,  ou  en  d'autres  termes  quand 
on  demande  tous  les  cas  dans  lesquels  il  sera  possible  d'intégrer  algébrique- 
ment l'équation  différentielle: 

fin\        ^ a — 

Dans   ce   cas   on  a   co'  =  9,  q'  =  g  et  par   conséquent  les  équations  (15) 
deviendront  : 

V    '    2v     o  v'         V      0 
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et  de  là 

m ji/        m'     tu  _^ 2|]i     o 

V         y  '        2v     u  v'      t3  *      ' 

Si  l'on  veut  que  a  soit  réel  on  a  a  =  — ,  ^':;=^=:0;  dans  ce  cas  on  n'aura 

aucune  condition  pour  la  valeur  de  c^  qui  peut  être  quelconque,   mais  on  voit 
que  a  doit  être  un  nombre  rationnel.     Si  au  contraire  on  admet  des  valeurs 

imaginaires  de  a  le  modul  c  doit  être  tel  que  ^*  —  =r B:.  —  d'où  l'on  tire 

—  =  ^.l/r — ^—\.    En  vertu  de  cette  expression  la  valeur  de  a 


--^-v  i{-=w)y-^- 


Soit  —  =  l/^fc  on  aura 

a  =  (ï+(y'|/"*,l/"— 1, 

où  h^  ij  â'  pourront  désigner  des  nombres  rationnels  quelconques.  On  voit 
que  pour  que  Téquation  (60)  soit  intégrable  algébriquement  en  supposant  a  ima- 
ginaire il  est  nécessaire  et  il  suffit  que 

k  est  essentiellement  positif. 

On  pourra  exprimer  le  modul  c  en  produits  infinis  comme  il  suit  : 

tV  —  l=:£l!l!   t-e-*^^*   i^e-^^v^* 

On  tire  cette  expression  de  la  formule  (34)  en  y  faisant  a  =  —  et  remarquant 

que  —  s:|/'A:et^rs=:— ..  .  On  aura  en  même  temps  le  module  b  par  cette 
formule  : 


jr                   t»                  <9* 

,^»= 

l^'Vk    i_c"Vk    i_e"Vk 

1+«"V*^    1  +  e"^^    l+e"Vk 

n  soit  encore  de  ce  qui  précède  que  si  le  nodal  c  a  la  valeur  ci-dessus, 
réquation 

^9 Lii/k — 

/[(l-»"Kl-»V)]     ~"  ^/[(l-4P«)(l-C«*»)]' 


J 
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m 


sera  toujours  intégrable  algébriquement  quels  que  soient  les  nombres  rationnels 
k  et  k'y  pourvu  que  k  soit  positif. 

Il  y  a  encore  beaucoup  de  choses  à  dire  sur  la  transformation  des  fonc- 
tions ellipti^es.  On  trouvera  des  développements  ultérieurs  sur  cette  matière 
ainsi  que  sur  là  théorie  des  fonctions  elliptiques .  en  général  dans  un  mémoire 
qui  va  paraître  dans  le  Journal  de  Monsieur  CreUe. 


•  : 


XV. 


Remarques  sur  quelques  propriétés  généndes  £une  certaine  sorte  de  fonc- 
tions transcendantes» 


Si 


i  ipx  désigne  la  fonction  elliptiq[ae  la  pins  générale,  c^est-à-dire  si 

pr.dx 

OÙ  r  est  nne  fonction  rationnelle  quelconque  de  x^  et  R  une  fonction  entière 
de  la  même  variable,  qui  ne  passe  pas  le  quatrième  degré,  cette  foiiction  a 
comme  on  sait  la  propriété  très  remarquable,  que  la  somme  d^un  nombre  quel- 
conque  de  ces  fonctions  peut  être  exprimée  par  une  seule  fonction  de  la  môme 
forme,  en  y  ajoutant  une  certaine  expression  algébrique  et  logarithmique. 

Il  semble  que  dans  la  théorie  des  fonction!^  trancendantes  les  géomètres 
se  sont  bornés  aux  fonctions  de  cette  forme.  Cependant  il  existe  encore  pour 
une  classe  très  étendue  d^autres  fonctions  une  propriété  analogue  à  celle  des 
fonctions  elliptiques. 

Je  veux  parler  des  fonctions  qui  peuvent  être  regardées  comme  intégra^ 
les  de  différentielles  algébriques  quelconques.  Si  Ton  ne  peut  pas  exprimer 
la  somme  d^un  nombre  quelconque  de  fonctions  données,  par  une  seule  fonction 
de  la  même  espèce,  comme  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques,  au  moins  on 
pourra  exprimer  dans  tous  les  cas  une  pareille  somme  par  la  somme  d'un, 
nombre  déterminé  d'autres  fonctions  de  la  même  nature  que  les  premières,  en 
y  ajoutant  une  -certaine  expression  algébrique  et  logarithmique"^).  Nous  dé- 
montrerons une  autre  fois  cette  propriété.  Pour  le  moment  je  vais  considérer 
un  cas  particulier,  qui  embrasse  en  même  temps  les  fonctions  elliptiques,  savoir 
les  fonctions  contenues  dans  la  formule 

'^)  J*ai  présenté  un  mémoire  sur  ces  fonctions  à  l'académie  royale  des  sciences  de  Paris 
vers  la  fin  de  Tannée  1826.  Note  de  l'auteur. 
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ff 

\ 

R  étant  une  foBCtioB  rationnelle  et  entière  qnelconqfue,  et  r  nne  fonctkm 
rationnelle, 

2. 

Noas  allons  d'abord  établir  le  théorème  saivant: 

7%éarème  1.     Sait  q>x  tme  fonction  entière  de  x^  décomposée  ^une  mor  fr| 

mère  quelconque  en  deux  facteurs  q>^x  et  q>^j  ensorte  que  ffx  =  tf^x  •  ç)^. 
Sont  fx  une  autre  fonction  entière  quelconque  et 

où  a  est  une  quantité  constante  quelconque.  Désignons  par  a^y  a^^  a^.  . 
^09  ^1  »  ^ly  *  ^^  quantités  quelconques  dont  Vune  au  nunns  soit  variable. 
Cela  posé,  si  Von  fait 

A.{x — x^{x — x^[x — x^  • .  •  {x — Xfi)y 
oii  A  ne  dépend  pas  de  Xj  Je  dis  qu^on  aura 

4)  e^tpXj^  +  e^ypx^  +  e^tpx^  +  •  •  •  +  e^W^^ 

•ça'    ®  V(ao+aia+...+a.a*)v/(Çia)— (co+Cia+...+c.a~)v^(9aa)/    '"     ~     * 

oiê  C  est  une  quantité  constante  et  r  le  coefficient  de  —  d/ms  le  développe" 

s 

ment  de  la  fonction 

suivant  les  puissances  descendantes  de  x.  Les  quantités  e^y  ^9»  •  •  •  V  ^^^t 
égales  à  -{-i  ou  à  —  i,  et  leurs  valeurs  dépendent  de  celles  des  quantités 

X^  9  x^  •  •  •  x^% 

Désignons  le  premier  membre  de  l'équation  (3)  par  Fx  et  faisons  ponr 
abréger : 

%x  =  a^  -f-  a  X  -|-  a^c^  -f-  •  • .  -|-  Otipif^y 

^0  +  ^1^4-  ^v^  4-  •  •  •  4-  ^~^j 
nous  aurons 

6)  Fx  ^  (e^)*.  q>^x  —  (0  ^x)\  ip^. 
Cela  posé,  soit  x  une  quelconq[ue  des  quantités  x^y  ^«9  •  •  •  ^^9  on  aura  Téquation 

7)  Fx  =  0. 
De  là,  en  différentiant,  on  tire 

8)  F'x.dx^dFx:=Oy 
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en  déstgnant  par  F^x  la  dérivée  de  Fx  par  rapport  k  x^  et  par  dFx  la  différen- 
tielle de  la  même  fonction  par  rapport  aux  quantités  a^,  a^y  a,,  • .  •  c^j  c^^c^... 
Or  en  remarquant  que  9>^:r  et  (f^  sont  indépendants  de  ces  dernières  variab- 
les l'équation  (6)  donnera: 

9)  dFx:=i%x.(p^x.d^x  —  2%^x.(p^^d^^Xy 
donc  en  vertu  de  (8) 

10)  F'x.dx=:^2^^x.q>^.d^^x  —  2^x.(f^x.d^x. 
Maintenant  ayant  Fx  =  0  =  (6;r)*.  (f^x  —  {^^x)^'(f^9  on  en  tire  : 

11)  ^x.y^q>^x  =  éO^or.  V^ç)^, 
où  «  =  jt;!-     ^^  1^  vient 

^^x.q>^  =  €^x .  y{<p^x.(p^x)z=:  e^x  .  y^i(px)y 
donc  l'expression  de  F^x.dx  pourra  être  mise  sous  la  forme 

12)  F'x.dx=z2€.{ix.â^^x  —  ^^xMx).y{(pxy 

Cela  donne^  en  multipliant  par  6. 


/r  1  1 


15) 


e . 


v/(çx)     F*  s      s — a 


(s — a)  /  {<fs)  (s  —  a)  F' s 

m 

En  faisant  pour  abréger 

14')  ;i(:r)  =  2fx(^x.  â^^x  —  e^ar.  d^x)y 

il  viendra: 


14) 


€  . 


fs.ds  \s 


(x— a)v'(9*)         {s—aL).Fs^ 

OÙ  Xx  sera  une  fonction  entière  par  rapport  à  x. 
Désignons  par  ^xx  la  quantité 

et  remarquons  que  l'équation  (14)  subsiste  encore  en  mettant  Tune  quelconque 
des  quantités  x^^  x^^ . .  .x^  au  lieu  de  x^  cette  équation  donnera 

15)  2^. ^fL^ =  2 ^ ^âv. 

^  {s—fj)  •(çjr)  (jp— a)jP'jP 

Cela  posé,  on  pourra  chasser  sans  difiiculté  les  quantités  x^^  x^y...x^  du  se- 
cond membre. 

En  effet,  quelle  que  soit  la  fonction  entière  Xx^  on  peut  supposer 

16)  Xx  =  {x — a) .  l^x  +  XiXy 

oxkX^x  est  une  fonction  entière  de  x^  savoir .     En  substituant  cette  va^ 

*  s — a 

leur  dans  (15),  il  viendra 
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X|X 


^  F  S     '  {s — tf)F's 

Maintenant  d'après  une  formule  connue  on  aura 

ayant  égard  que 

Fa  =  A{a — ^i)(a — ^J  •  •  •  (« — ^^), 
donc 

n  reste  à  trouver  2  -=^     Or  cela  peut  se  faire  à  l'aide  de  la  formule  (17). 

F  s 

En  effet  en  développant selon  les  puissances  descendantes  de  a,  il  viendra: 

d'où  l'on  voit  que  2  -^^  est  égal  au  coefficient  de  --^  dans  le  développement 

1  1  a* 

de  -=--9  ou  bien  à  celui  de  —  dans  le  développement  de  -=-.     De  là  on  voit 

.Fa  CL  Fol 

aisément  que  2  -^y  où  Jt^or  est  une  fonction  quelconque  entière  de  x,  sera 
égal  au  coefficient  de  —  dans  le  développement  de  la  fonction  -^^  selon  les 

s  Fs 

puissances  ascendantes  de  — .     Si  pour  abréger  on  désigne  ce  coefficient  com- 

pris  dans  une  fonction  quelconque  r  développable  de  cette  manière  par  Ur^ 
on  aura: 

I 

Or  la  formule  (16),  en  divisant  par  Fx.{z — a),  donne 

^  (x — a)Fs  Fs 

en  remarquant  que  H r-=—  est  toujours  égal  à  zéro.      Donc  l'expres- 
sion (16)  de  iv  deviendra 

22)  dif=i— ^+jfj       ^ 


Fa.    '  {s—(x)Fs 

Maintenant  on  a  (14') 

donc  en  mettant  a  au  lieu  de  x^ 

Xa  =  if  a .  (Oa .  dO^a  —  6  ^a .  (Wa). 


< 

! 


4.' 


■•  i 


\   f 
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En  vertu  de  cette  expression  et  en  substituant  pour  Fa  sa  valeur  (6a)*. 9) ^a 

—  (^1^)*  9^««>  ^^  obtiendra 

*^  ^_ 2/a.(0«.80ia— ■Ota.^Oa)     ■    jj  %fx  O^.SO^jr— O^jr.8^ 

On  trouvera  aisément  l'intégrale  de  cette  expression;  car  en  remarquant  que 
faj  q>i<Xy  ç^ccj  fxy  X — a^  tp^x^  q)^  sont  des  quantités  constantes,  on  aura  en 
vertu  de  la  formule 

25)       vr=zC ^,.log('''-»^i'^^'^,-^!^*-^i'^«''?) 

'  V  (ça)         V  «a.  /(Çi»)— •!«•  V  (Çx*)  ' 

^^        (*— a)v'(çjr)'     ®  \ôx.V(9i*)— •i*'V'(Ça*)''     ' 

Or  réquation  (15)  donne 

ds 


J  (s— a) 


L)^(Ç*) 

donc  en  faisant 

)  "f^  f      •/(*-a)^(ç») 

et  désignant  par  «^,  f  9»  •••«/«  des  qaantités  de  la  forme  ±1,  on  aura  la  formnle 

A  Iq-  /"  ft-g-  ^"(91 J^)  +  »!*•  V^(9a*)  '\ 

(«— a)/(ç*)     ®V  4*^(91*) — 61*.  v^(ç,*)  /* 

qui  s'accorde  parfaitement  avec  la  formule  (4). 

Les  valeurs  de  e^,  «,,  ...«^  ne  sont  pas  arbitraires,  elles  dépendent  de 
la  grandeur  de  x^,  x^f...Xft  et  celle-ci  est  déterminée  par  l'équation 

^x.Y{<p^x)  =zi%^xy{(p^\ 

équivalente  aux  équatloiis 

26)     ^lYiipjX^  =  ei'huffVin^ù)  ^^%'V(9>i^^  =  *A^tK(9>«a?J; . . . 

9x^.y{(p^Xf,)  =  ff,^iXf,yi(p^f,). 
D'ailleur  les  quantités  «^ ,  «s»  •  •  •  «u  conserveront  les  mêmes  valeurs  pour  toutes 
les  valeurs  de  x^,  ^^i'-'^fi»  comprises  dans  certaines  limites.     Il  en  sera  de 
même  de  la  constante  C. 

5. 
La  démonstration  précédente  suppose  toutes  les  quantités  x^  x^y...x^^ 
différentes  entre  elles,  car  dans  le  cas  contraire  F^x  serait  égal  à  zéro  pour 
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^•  =  «1 


En  verta  de  cette  remarque  on  aura  le  théorème  suivant: 

Théorème  IL     Si  ton  fait 
27)     {%x)\if^x — (^^xf.tp^  =zA.{x  —  ar J~i  {x — a:J~« . . .  (x — ar^)*/M, 
ak  les  fonctions  entières  ^x.tp^x  et  h^x.tp^  n^ont  pas  de  diviseur  commun, 
on  aura: 

êjm^^x^  +  êjn^\px^  +  fjn^^x^  -}"•••  +  V^/«^^/*  ^^ 

4. 

Si  l'on  suppose  fx  divisible  par  x — a,  on  aura  fa  =  0,  donc  en  mettant 
{x — ^)^fx  au  lieu  de  fx^  il  viendra: 

Théorème  III.  Les  choses  étant  supposées  les  mêmes  que  dans  le 
Théorème  IL  si  Von  fait 

^        J  •(<!>*)  ' 
où  fx  est  une  fonction  entière  quelconque^  on  aura 

2»)  e^m^tpx^  +  fJ>*%V>^t  •  •  •  +  V*»/'V'*a« 

5. 

Si  dans  la  fonnule  (28)  on  suppose  le  degré  de  la  fonction  entière  f(x) 
moindre  que  la  moitié  de  celai  de  <px,  il  est  clair  qae  la  partie  du  second 
membre  affectée  du  signe  II,   s'évanouira.     Donc  on  aura  ce  théorème: 

Théorème  TV.  Si  le  degré  de  la  fonction  entière  {fx)*  est  moindre  que 
ahd  de  tpx,  et  qu'on  fait 


un  certain  nombre  de  valeurs  de  or,  et  alors  le  second  membre  de  la  formule  \^^ 

(14)  se  présenterait  sous  la  forme  ^.     Néanmoins  il  est  évident^  que  la  for-  n  1^1 

mule  (!S5)  subsistera  encore  dans  le  cas  même,  où  plusieurs  des  quantités  x  ,  || 

x^j... Xf^  sont  égales  entre  elles. 

En  faisant  x^=ix^y  on  aura  (26) 

hx^y{q>^x^)  =  B^^^xyisp^^  =  f^Oj^,  K(9«^i),  f 

et  cela  donne,  en  supposant  que  %^x(p^  et  ^x.(p^x  n'aient  pas  de  diviseur  commun: 


.  •■ 

!* 


i 


i 
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_  Ç     fs.ds 

on  aura 

6. 

En  faisant  fa=zl  dans  le  théorème  précédent  et  différentiant  k — 1  fois 
de  snite,  on  anra  le  théorème  suivant 
Théorème  Y.      iSî  ran  fait 

oi»  aura 

£  {ÏÏli'^lf^^  +  ^ji»l«t/;^ft  -)-...-{-  ^(A^fÂ^^fA 

.     ~  1.2.. .(*—l)     rfa*-i  *  "7(9^'  ^\Ôa.t/(Çia)— «jaVCç^a)/ 

7. 
Si  dans  le  théorème  ID.  on  suppose  le  degré  de  {fxf  moindre  ([ue  celui 
de  (px^  le  second  membre  se  réduit  à  une  constante.     Cela  donne  aisément  le 
théorème  qui  suit: 

Tké&9ème  VI.     Si  Von  désigne  pur  fx  tm  fonction 

(h^  +  hiS-^h^s*  +  . . .  +  8^.jO<^ 


/- 


v^(Po+Pi*+M*  +  •  •  •  +  M*) 


oie   v^  =  — 1,  si'v  est  impair ^  et  y'  =  —  —  2  si  v  est  pair^    on  aura 

toujours:  •  « 

51)     «1^1  V(^i)  4"  ej^^'^ix^  +  . . .  +  ^fxV^ix^i^fj)  =  à  une  constante. 
On  voit  que  v^  a  la  même  valeur  pour  ^  =;=  2fii  —  1  et  pour  v  =  Sa»,  savoir 

if'  =  m  —  2. 

8. 
Soit  maintenant 

oè  r  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x.     Quelle  que  soit  la  forme 
de  r,  on  pourra  toujours  feire 


32)    r=/-;r+^-^+^-^  +  ...+-^-:^ 


I 


Q» 
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OÙ  fa:,  f^Xy  f^y . . .  ftaX  sont  des  fonctions  entières.     Cela  posé,  il  est  elatr 
^'en  vertu  des  tliéorèmes  UL  et  V.  on  aura  le  suivant: 

Théorème  VIL     Çttellê  que  sçU  la  fcnctwn  ratUmneUe  r,  exprimée  par 
la  formule  {S2)y  en  faisant 

on  aura  toujours: 

1  |<*«-1  /»<*» 


•  — ^ 


l0gZ«w, 


en  représentant  par  /'(A:)  le  produit  1.2.8»..(A:— 1). 

Précédemment  nous  avons  considéré  les  ^antités  x^^  x^j...x^  comme 
des  fonctions  de  a^,  a^,  a^,  • . .  ^^,  c^,  ^s>  •  •  •  Supposons  maintenant  qu'un  cet» 
tain  nombre  des  quantités  x^,  x^,  :..x^  soient  données  et  regardées  comme 
des  variables  indépendantes;  et  soient  x^,  x^y  .é.x^^,  ces  quantités.  Alors  il 
faut  déterminer  Hq,  a^j...c^y  c^y-  de  manière  que  le  premier  membre  de 
Véquâtion  (3)  soit  divisible  par 

yX'-'^  X  jyX'^'^x^  ...  {X'^^Xêiij* 
Cela  se  fera  à  l'aidé  des  équations  (26)     Les  /i'  premières  équations 

donneront  un  nombre  de  ^'  des  quantités  a^.  a^,. ..  c^,  c^, .. .  exprimées  en 
fonctions  rationnelles  des  autres  et  de  ar^^ ,  ar,, . . .  x^,]  V^Cy^J,  K(9^3i)?  •  •  •K(9>^^')'. 
Le  nombre  des  indéterminées  a^,  a^,...a»,  c^,  c^y...c^  est  égal  à 
m-j-^-f-l'  donc,  comme  il  est  aisé  de  voir  par  la  forme  des  équations  (35),  on 
pourra  faire  /i'  =  m  -}-  ^  -f~  1*  ^^1^  posé,  en  substituant  les  valeur  de  a^, 
a^, . .  •  c^,  c^, . . .  dans  les  fonctions  0;r,  0^:r,  • .  «,  la  fonction  entière  {^»f*(p^x 
—  (*i^)*-9«^  deviendra  divisible  par 

yX  ""^  iP.  y  ^^  — -^  ^fj  •  •  •  ^^^"^  •^14'  /• 


m 


1 


Désignant  le  quotient  par  Ry  on  aura 

56)  fi = -4 (^  —  ^ii'+i)  (^— a?^'+f) . . .  (^  — '^^)« 

Donc  les  ^ — /i'  quantités  âr^'^.i,  a:^'^^, . .  •  â?^,  seront  les  racines  d'une  équa- 
tion JS=0  du  degré  /i*— /i^  dont  tous  les  coefficiens  sont  exprimés  rationnelle- 
ment par  les  quantités  x^,  x^^  or,, . . .  :r^/;  }^{(px^)j  y((px^j . .  •  y^{g>Xf^). 

Faisons 

'i  — -  ^»  ^ —  *»  —  •  •  •  —  '/«i  —  *> 
*^j+i^^^,+a  =  -  •  •  =  */«'  —      *> 

^^'+1  =  yi >  ^^'+«  =ys>  •  •  •  ^^  =yi^ 

on  aura,  en  désignant  par  i/;(ar)  la  fonction /— — r, 

OÙ  t;  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique.   Les  quantités  âr^ ,  o?^ ,  •  • . or^^  ; 

^1'  ^9>  ^'"^ê^a  ^^^^  ^^^  quantités  variables  quelconques,  et  y^,  y%y*^yr 
seront  déterminables  à  l'aide  d'une  équation  du  degré  v\ 

Maintenant  nous  verrons  qu'on  pourra  toujours  rendre  v^  indépendant  du 
nombre  /^^-j-i^a  ^^^  fonctions  données.  En  effet  cherchons  la  plus  petite  valeur  dey'. 

En  supposant  indéterminées  toutes  les  quantités  a^,  0^9  •  •  •  ^o>  ^i?  *  •  •>  ^ 
est  clair  que  {i  sera  égal  à  l'un  des  deux  nombres  2n-\'V^  et  Sm-j-y^,  où  p^ 
et  9^  représentent  les  degrés  des  fonctions  tp^x^  (p^x.     Soit  p.  ex. 

jTf  =  2ii -j- 1^^  , 

on  doit  avoir  en  même  temps: 

/i  =  ou  >  2wi  +  yj|, 
d'où,  en  ajoutant,  on  tire 

^=:  ou  >  m  +  n -f- -î^ii^, 

or 

v*  =  /i  —  fi'=ifi  —  m  —  n  —  1, 
donc 

y  =  ou>:^  — 1, 
ou  bien,  désignant  le  degré  de  (px  par  y, 

58)  y'  =  ou>y  —  1. 


-\m 


297 

De  la  on  voit,  que  la  pins  petite  valeur  de  ^  est  ^~  ou -^  —  1,  selon  que 
v  est  impair  ou  pair. 

Donc  cette  valeur  est  indépendante  du  nombre  /i^-]"/^!  ^^^  fonctions  don-  | 

nées;   elle  est  précicément  la  même  que  le  nombre  total  des  coeflficiens  â^^  :i<| 

^19  ^s9*«*  ^°s  I^  6"^  théorème.     On  aura  maintenant  ce  théorème: 

7%6orèma  VIIL     /ïoif  ipa;=/ •— 7 — r^  oà  r  e^t  tma  fanctian  rationnelle 

quelconque  de  Xj  et  g>x  une  fonction  entière  de  degré  Zp — 1  ou  iv,  et  soient 
^19  ^%9  *  •  •  ^fi9  ^ij  ^S9  •  •  •  ^Vi  ^^  variables  données.  Cela  posé^  quel  que 
soit  le  nombre  A^i-f-//^  des  variables  y  on  pourra  toujours  trouver  au  moyen 
ffune  équation  algébrique,  v — 1  quantités  y^y  y^j.  ••y^-i^  telles  que: 

V  efim^  algébrique  et  logarithmique^  et  e^,  ^2  '  *  **  ^*''i  égaux  à'\'louà  —  1. 

On  peut  ajouter  que  les  fonctions  y^y  y^9''*yy-x  restent  les  mêmes» 

quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  rationnelle  r,  et  que  la  fonction  v  ne 

change  pas  de  valeur  en  ajoutant  à  r  une  fonction  entière  quelconque  du  degré 

ia 

Les  équations  (3S)  qui  déterminent  les  quantités  a^^  ^^^•••^^y  ^i»**- 
deviendront  en  vertu  de  la  formulée  (39) 

^Xf,y(if^Xf,)=Xi^Xf,^Y{q>^Xf,;),     O^A'.->^(Vi^^a)=  —  «i^^a- V^(ya^i«> 

Pour  déterminer  é^ ,  «^  » .  •  *  ^»^-i  9  on  aura  les  équations  : 

Les  fonctions  y ^ ,  ^a  9  •  •  •  ^1^-1  sont  les  racines  de  l'équation 

42)    (ftyP'9i5— 0iy)^'9gy =  0  ' 

^    (y— 'i)(af— *2)---(y— *^^)(y— *'i)(y— *'«)(»— >^Vi) 

Le  degré  de  la  fonction  Oy  est  n=  '^>'^>^^'*'^  ^^    et   celui    de    O^y   est 


i 


,  T. 


.    r' 


1 
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La  formule  (39)  a  lien  si  plusieurs  des  quantités  x[^y  x^^. ..  x'^y  ^,9 •  •  • 
sont  égales  entre  elles,  mais  dans  ce  cas  les  équations  (40)  ne  suffisent  pins 

r 

pour  déterminer  les  quantités  a^^  a^y...c^j  c^,...;  car  si  p.  ex.  x^:=x^ 
i=z.  ..=zXk9  l^s  k  premières  des  équations  (40)  deviendront  identiques.  Pour 
avoir  les  équations  nécessaires  dans  ce  cas  soit  pour  abréger 

^x.y{(p^x)  —  Ojar,|/(ç)^ar)  =  Aar, 

L'expression  ^ rr-  doit  avoir  une  valeur  finie  en  faisant  x^=x^.     De  la  on 

\X       Si) 

tire  d'après  les  principes  du  calcul  différentiel,  les  k  équations 
43)        Xx^=zO,  A'^^  =  G,  i*ar^  =  0,  • . .  A(*-*)a?^  ==  G, 
et  ce  sont  elles,  qu'il  faut  substituer  à  la  place  des  équations 

i^x  =  0,  Xx^  ==  0,  • .  •  Xxt  =  0, 
dans  le  cas  où  :r,  =  or^  =  . . .  Xk* 
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Note  sur  quelques  formules  elliptiques. 


fP  ai  présenté  plusieurs  formules  qoi  tiennent  au  développement  des  fonctions 
elliptiques  9a,  fa^  Fa^  dans  le  cas  où  les  modules  e  et  c  sont  réels.  Il  sera 
facile  de  tirer  de  ces  formules  d'autres  formules  analogues  pour  le  cas  où  è* 
est  une  quantité  négative.     C'est  ce  que  nous  ferons  voir. 

Soit  pour  plus  de  simplicité  c  =  1.     Cela  posé^  si  Ton  fait 

on  trouvera  aisément,  en  vertu  de  la  définition  de  la  fonction  fy  que 

^)  "*  =î/i/(l-;r>)(l-«V)' 

en  faisant 

x^Xa  et  €:= 


Donc  le  module  c  est  plus  petit  que  l'unité,  et  comme  on  a  6  =  \^{i — c"),  b 
sera  son  complément 
On  trouvera  aussi 


n 


o^  _^ ,  /•! ds _^  w  /*T  di 

^.  j'Z         Jo  •(!— jr«)(l— c«xa)         Jo     i/(l— o«  rin»»)  * 

»         Jo  v/(l— *»)(!— 4«JP*)         Jo     •(!— **iin«0)  ' 
Si  l'on  fait 

on  aura  encore 
et  en  faisant 

^^     T~Jo     i/(l— c*sin«6)'       2~Jo    /(l— 6«8Îii»0)  * 

58* 
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on  dy  en  verta  de  (3) 

7)  ^  =  -!l,     w=zbm%  I3=:fo^ 

Considérons  maintenant  d'abord  la  formnle  (185)  pag.  216,  fai  donne  la 
valeur  de  fa.     Pour  en  tirer  celle  de  la  fonction  Xa^  il  suffit  démettre  ^ — b.a 

à  la  place  de  a.    Fàisobs  a  =  -^  «--^  £  «  0  et  pour  abréger, 

ç=ie       ,   r=e  ^     : 


alors  la  formule  (18S)  donne  sur  le  champ: 


^     (l-r«iH-i)»-(p,^-p^i.r"H-i)« 


OU 


•  •  • 


*^  ^  -(1-r)  (!-»*)...• 

Or  on  a 

(1  — r«-+y — (çr-— ç-^  r-+»)»  =  (1  _  ç« .  r«-)  (1 — p-« .  r*^*) 

et 

(1+  y*-+»)*  +  (p»-—  (.-»  .r"^»)*  =  (1  +  (>«.r»-)(l +ç-».f**»^ 

par  conséqaent  Texpression  de  XÔ  deviendra  en  développant: 

^  1  +  p»        l  +  p«r«       l  +  p-».r«       l  +  p».r*       l  +  p-».r* 

Avec  la  même  facilité  on  tirera  des  deux  formates  (184)  et  (186),  en  y  faisant 
«==|— *.fl: 

10^     X'O—A'   -*P-     (l-p'-'-)a-p--^Kl-P*-'-»)(l-p-«.r») 

^  'l+p»*   (l+p«.r«Xl  +  p-*.'-»Xl  +  P»-»-*)(l  +  p-*'^*) 

JJ\      X'd^A'-^     (1  +  p'-r)  (1  +  p-«.r)(l  H-  p«.r»)(l  +p-«.r») 
■^  l+p«'   (l+p».r«)(l+p-».r»)(l+p».r4)(l  +  p-».r«)  •■* 

oit  ^',  ^'  sont  données  par  les  formules      * 

12)  VA'  =    (l  +  '-»)(l  +  r«)(l  +  r«)... 

^  ^"^  (l-r)(l-r«Kl-r*)...» 

15^  1/-4'—  (1 +«•')(! -H  *-*Xl +»•«)... 

^  '^         '—   (l  +  r)(l+r»)(l  +  r»)...* 

On  pourra  trouver  d.'autres  expressions  pour  A,  A',  A*  encore  beaucoup  plus 
simples  et  <[m  donneront  des  formules  très  remarquables. 

Si  Ton  fait  dans  la  formule  (9): 


aoi 


OD  aura: 


le 


/(!') 


•(l+e«)  _  1 
e  e 


et 


donc  en  sabstitoanl^ 


-wi-  —  n 


1  ^ /'!  +  »•      !+»•"      1  +  r»        V 


c'est-à-dire,  de  vertu  de  la  formule  (8') 


d'où 


A 


Vc 


En  faisant  dans  l'expression  de  l'6: 


on  a 


A'« 


et 


donc: 


«' 


d'où  Ton  tire  en  vertu  de  (12): 

EnfiB  si  Ton  fait  dans  la  formule  (11)  0=:  —,  on  trouvera. 


donc 


x^e=V{t'-i^=b,    ç^ 


et  par  suite 


\l+r       1  +  r*       J 


A' 


En  comparant  ces  valeurs  de  Ay  A\  A'  à  celles  plus  haut,  on  en  déduira  ces 
formules  : 

1— r      1— r»       1— r» 


14) 


Vc 


■  I 


1  +  r       1  +  r»        1  +  r* 


9     0    »> 


M' 


{^ 


«*•  V      '     if 

».  »  » 
■£4.'-. 


I  '■^  •  I 


4 


1 


ao2 

18)     ^i.=K*.K--ii^.|±^.4±^.... 

dont  Tune  est  une  suite  des  deux  autres. 

Si  dans  l'expression  de  kOy  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par 

on  fait  0=0,  et  qu'on  remarque  que 


^    =  1,  pour  fl  =  0, 


on  obtiendra 


17)   fcY.g:^  (;-;;)a-';*xi-;')--. 

^        '        r    iz  (l  +  r»)(l  +  r*)(l  +  r«)  ... 


De  là  on  tiré,  en  sobstitnant  la  valeur  de  yc: 

iH\  l/^  —  (H-r)(l-r»)(H-r»)(l--r*)... 

***/  r    ic   ~~   (l-r)(l  +  r«)(l— r»Xl+r*>... 

=  (l  +  r)«(14-r»)«(l-hr»)«...X(l  — r»)(l— y*)(l  — r*)... 
=((l+r)(l+r'Ml+r»)...)«.(14-r)(l+r«)(l+»^)-X(l-r)(l~r»Kl-r')... 
A  l'aide  des  formules  (16,  14,  18)  il  est  facile  de  trouver  l'expression  des 
produits  infinis 

(l  +  r)(l  +  r«)(l  +  r»)...,  (1— r)(l  — r«)(l^r»)... 

En  effet,  si  pour  abréger,  on  fait 

P'=(l  +  r)(l+r»)(l+r')... 
(l+r«)(l-hr*)(l+7^)... 
et  quon  ait  égard  à  la  formule 

les  formules  (14,  16)  donneront  sur  le  champ: 
d'où  Ton  tire: 

a*.   .  A         34 

y/hWr        1 


-)      {^; 


80)       i.  =  K2.l/(,-^>      P.  =  ^ 


la  8 

Cela  donne  les  produits  P  et  jP'.     En  les  multipliant  entre  eux,  il  viendra: 
21)         (l  +  r)(i  +  r*)(l+r»)(l  +  r*)...==^-^. 


j 


808^ 


De  même  la  fonuole  (18)  donne,  en  sobstitoant  les  valeurs  de  Py  /": 
et  de  là: 


13  5 


22)  (l_r)(l-r*)(l->)...  =  ^^^.|/^, 

formule  dAe  à  M.  Jacobi  (Tome  III.  pag.  193  du  journal  de  M.  ÇreUej    on 
ce  géomètre  en  présente  plusieurs  autres  très  remarquables  et  très  élégantes). 

Des  formules  démontrées  précédemment  on  peut  tirer  aisément  un  grand 
nombre  d'autres. 

En  voici  quelques  unes  des  plus  remarquables. 
Si  Von  fait  pour  abréger 


n 

m' 

e 


23)  q  = 

on  aura 

24)  Al— 0?)=   — r-- 1/fl^.  smar.  - — p — ^*  = — ^^4 5 — h'*- 

^       Vie    /  ^e    ^  ^  1—2?   co82jr  +  y«    1— 2ç»  co81j:  + j< 

-^       \ic    /         ^         1— 2çco82*  +  ç*     1  — 2jf»co82r  +  ç» 

Ces  formules  ont  été   déduites  respectivement  des  formules  (10,  9,  11),  en 
changeant  c  en  6,  et  en  faisant  ensuite 


e='^ 


|-+4-.K-i+-^^K-i. 


En  comparant  ces  valeurs  avec  celle  que  M.  Jacobi  a  données  pour  les 
mes  fonctions  à  l'endroit  cité,  on  parviendra  à  des  résultats  remarquables.     Sa- 
voir, en  faisant  dans  la  formule  (3)  de  M.  Jacobin  k=iCy  on  aura  : 

1  +  2y  CO8  2jr  +  2y^  co8  4jr  +  2ç*  co8  ftr  +  . . . 
1 — 29C08  2jr  +  29^coB4jr — 2î'co8ftr+... 
^    I  _  (1  +2yco8  2j  +  y^)(l4-2y>co8  2J4-/)(l+2^co82g>f  y^o)... 
^  (1  —%q  CO8  2*  +  jr«)  (1 — 2j»  CO8  2*  +  jf») (1— 2î*  CO8  2*  +  j* 0) . . . 

formule  qui  doit  avoir  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  réelles  de  x  et  q^  en 
supposant  q  moindre  que  l'unité. 

En  prenant  les  logarithmes  des  valeurs  de  l  (—  ;r)  etc.,  on  trouvera  après 
quelques  réductions  faciles: 


« 

II' 

M 


.t 

•i 


4 

i 


I 
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28)      logX(^a;)  =  log2— Jlogc— ^:^«  +  logs!ii;r 

Î89)  log  A» (—a?)  =  log2  +  J  log 5 — ^ loge — J  ^  «  +  logcosa? 

+  2(cos  2ar.  --Î—  -f-  ^  coséor.  j^  -|-  -J  cos  6a?.-2-j  + . .  A 

50)  logA*(^ar)=^log6+4.(co8 2:r.  j-i^+  ico«6ar.j^  +  ...). 
En  faisant  a;  =  0»  on  trouvera  : 

Eu  posant  dans  les   formoles   (S06)  et  (307)  pag.  2S0:   a  :=  1  —  ^,  on 
trouvera  les  expressions  suivantes: 

53)  A('H!a^Wiî^.|^yYsîna^.^  +  sîn3^.-^  +  sîn5a^^ 

'      \ic     /         co        ^     V  1 — q  *  1 — j*  1 — y*    '         /' 

54)  vi—x)  =z^.yq.  fcosar.  -i-  +  cosS^r.— ^  +cos5ar.  :r^+  . . .), 

Ces  formules  offrent  peut-être  les  plus  simples  expressions  des  fonctions  ellip- 
tiques en  quantités  connues. 

Voici  encore  deux  autres  formules,  qu'on  déduira  des  équations  (204)  et 
(205)  pag.   219,  en  y   faisant  ^  =  ^  —  ^^« 

35)    AMCû'ar)  =  — — .  (  — ...), 

56)    A.(«,';r)  =  -^.(-j— _-^+-3_, ...). 

où  r  signifie  la  même  chose  que  précédemment 

n  y  a  à  remarquer  que  les  quantités  r  et  ç  sdnt  liées  entre  elles  par 
Féquation: 

37)  log  r .  log  y  =  jt*. 

A  l'aide  des  expressions  des  modules  r  et  6  données  plus  haut,  pn  pourra 
trouver  une  relation  générale  entre  les  modules  de  deux  fonction  elliptiques 


806 


(l+r')(H-r'»Xl+r'»)...' 


tt 


OÙ  r*  =  e        .     Mais  relation  (59)  donne  : 

o^         m     ©'' 
donc 

c'est-à-dire  : 

n 

Donc  on  a  ce  théorème: 

£791^  fonction  elUptique  réelle  étant  proposée,  H  son  module 
par  la  formule: 

V  *^  (1  +  r)  (1  +  r»)  (l  +  r») 

on  aura  fe  module  de  toute  autre  fonction  elli 


•  •  • 


n  9ont  deux 
39 


II 


I 


fsi  sont  réductibles  rone  à  Tantre.    En  effet  on  pourra  démontrer^  comme  je  f  | 

Pai  fait  (voyes  pag.  285)  que  si  deux  fonctions  elliptiques  réelles:  'W 

' .      ^  ! 
1 

dont  les  modules  c  et  &  sont  moindres  que  Fanité,  peuvent  être  réduites  l'une 
à  l'autre  à  l'aide  d'une  relation  algébrique  entre  sin  6  et  sin  6%  on  peut  trouver 
deux  nombres  entiers  m  et  n,  tels  que  l'équation 

•/a     •(!— «••in*»)  Vo     y(l— «'«•în^O) 

soit  satisfaite.    6*  est  le  complément  de  r*,  savoir  ^  =  V(l  —  ^ 

Si  cette  condition  est  satisfaite  on  pourra  toujours  déterminer  sin  0'  algé- 
briquement en  sind  de  manière  que 

40)  F{&,e^^a.F{Cyd), 

où  a  est  un  coefficient  constant 

Cela  posé,  désignons  par  cd%  o',  r',  9^^,  les  valeurs  de  co',  o^  r,  q^  qui 
répondent  au  module  (f^  on  aura  en  vertu  de  la  formule  (14): 

^^  ^  (l-r')(l-V»)(l-r'») . . . 


L 


I 
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nwmbreê  efiiiers  et  positifs  quelconques,  c^est^dire,  on  meta  en  désignant 
par  (f  le  module  de  la  rumvéUe  fonction: 

42)  |Ve»  — G-^")0-^^°)0-^''")  '' 

(l +r»)(l+r*5')(l +/■)••  • 

Ed  faisant 

on  anra  encore  la  formule  suivante: 


•  ••• 


44)       K^=Kg>V^y^-^'''  "-^""^  MtiJL, 

1+y  "»    1+g   *     1+f  » 
Dans  le  cas  particulier  où  le  module  c  est  V^^  on  a  G*=s<o^  donc: 

r  =  «r »  =  5^. 
De  là  il  suit 
que  le  module  c  de  toute  fonction  elliptique  réelle^  qui  est  réductible 

fonction  Ç  ——— — j-jrrj  est  donné  por  la  formule: 


^  1+r^*^    1+ir»»*''    1+e-^J*^ 

.2ic  4tc  6ic     . 

1^^      "è    l+tf"»'      l+e"l*     1  +  e"»* 

1+r»*  1+r»^  i+r"i^ 

oii  fi  est  un  nombre  rationnel  quelconque. 

Au  reste  c  pourra  toujours  être  exprimé  dans  ce  cas  en  termes  finis  à 
l'aide  de  radicaux. 

Si  l'on  suppose  6'  =  r,  on  a  c'  =  6,  cd*  =  m'y  o*  =  cd',  mats  : 
donc: 

De  là  nous  concluons: 

Si  deux  fonctUms  elliptiques  réelles^  dont  les  modules  sont  leurs  com- 
pléments réciproques,  peuvent  être  réduites  rtme  à  Foutre  le  module  sera 
donné  par  la  fortnule: 
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46)         i^c===î=î:!l^.t:î:^!!^.î=?:f!!^ 

^  1+r-^VK    i+r-^^v'i^    i+e-^^Vj^ 

et  son  complément  6  par  celle-ci: 

ic  Sic  5tc 

1—/^    l—e"^    1— e"^»^ 


47)  Yh 


3ic  6ic    •  •  • 


1+r^l*     1  +  r^l^l  +  r^l^ 

on  ^  est  un  nombre  rationnel  quelconque. 

Nous  ajouterons  qu'on  a  en  même  temps: 
48)  F(*,00  =  AKa^.1^(c,0), 

où  k  est  un  autre  nombre  rationnel 

Cela  donne  immédiatement  le  théorème  suivant: 
Si  f  équation  différentielle 

j  QN  ç^f dx 


Mf  intégrable  algébriquementj  il  faut  nécessairement  que  le  coefficient  a  sait 
égal  à  la  racine  carrée  d'un  nombre  rationnel  et  positif,  en  sup^ 
posant  que  les  quantités  A,  Bj  Cj  et  a  soient  réelles;  et  si  a  a  cette  forme, 
on  pourra  trouver  une  infinité  de  valeurs  convenables  pour  A,  B,  C. 

Nous  terminerons  ces  remarques  par  la  démonstration  d'une  formule  curieuse, 
qu'on  tire  de  l'équation  (20)  savoir  de  la  formule 

(l+r)(l  +  r»)(l+r*)... ==1^2.-4^. 

Vihe) 

En  y  changeant  c  en  b^  b  se  changera  en  r,  et  r  en  q^  donc: 

(l-f-Sr)(l  +  /)(l  +  /)...  =  1^2.  _|i_. 

Vipe) 

En  comparant  ces  formules,  on  voit  que  l'équation 

80)   i.  (l+r)(l-f  r«)(l  +  r»)...=  i-(l-hy)(l  +  9r»)(l+4^)..., 

a  lien  toutes  les  fois  que  les  quantités  r  et  ç'  sont  moindres  que  l'unité  et 

qu'elles  sont  liées  entre  elles  par  l'équation 

log  r .  log  q  =  71^. 

59* 


SOS 

U  existe  un   grand  nombre  de  relations  semblables  entre  q  et  r,  par 
exemple  la  suivante: 

([ui  est  due  à  Mr.  Chauchy  (Exercices  de  tnathématiques).     On  pourra  la 
déduire  de  la  formule 

donnée  par  Mr.  Jacobij  en  y  cbangeant  e  en  b. 


1 


xvn 


Sur  le  nombre  des  transfarmatUms  différentes,  qu^rni  peut  faire  subir  à  une 

élUptique  pœr  la  substitution  d^une  fonction  rationnelle  dont 
le  degré  est  un  Tiombre  premier  donné. 


l^oit  pour  abréger 

et  supposons  ^'on  satisfasse  à  Féqaation  di£férentielle 

2)  ÉL  =  a.^ 

en  y  substituant  pour  y  une  fonction  rationnelle  de  x  de  la  forme 

où  2n  -|- 1  est  un  nombre  premier  et  au  moins  un  des  coefficiens  A^^^  et  B^^^ 
est  différent  de  zéro.     En  supposant,  ce  qui  est  permis,  la  fraction  précédente 

réduite  à  sa  plus  simple  expression,  nous  dirons  que  ^  se  transforme  en  a.  — 
par  la  substitution  d'une  fonction  du  degré  Sn-j'^* 

D  s'agit  maintenant  de  trouver  toutes  les  valeurs  différentes  de  y  qui  ré- 
pondent à  la  même  valeur  de  2n  4*  !•     Si  Ton  fait 
M\  «  p^ ds        o'  p%ds 

et  qu'on  désigne  par  M  une  fonction  de  0,  telle  que 

5)  ift  =  — -  pour  ar  =  AO, 

et  en  outre 

A(0)  =  0, 

il  suit  immédiatement  de  ce  que  j'ai  dit  sur  le  problème  général  de  la  transfor- 
mation  des   fonctions   elliptiques    dans  le   mémoire  XIIL,  qu'on  satisfera  de 

la  manière  .  la  plus  générale  à  l'équation  --y  =  ^*  'T'  ^^^  ^^  ^^^  ^^  Btm^{s=:Oy 
en  prenant 


I 


< 
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_„       -(-gb)('-^)-('-.^) 

'  *  (1  — e«X«a.«*)  [1—  cn«(ia).  *«] . .  •  [l  —  c«X«(imi).««]  * 

»)    ^c-=c«H.a.[^(»+„).x(|-+2„)...A(^+n«)]\ 

ï=^.  (;i«.A(2a)...A(na))«, 
où  o  est  une  quantité  de  la  forme 

m  et  9n^   étant  deux  entiers.    Maintenant,  ayant  trouvé  cette   solution,  il  suit 
encore  de  la  formule  (51)  du  mémoire  cité  que  toutes  les  autres  valeurs  de  y 

seront  de  la  forme  \^^'^,  où  y  est  donné  par  (5),  et  f\  /",  ffy  g^  sont  des 
quantités  constantes  qui  doivent  satisfaire  à  Téquàtion 

=  (1  —  a*)  (1  —  c^'a:»). 
Cette  équation  donne  vingt-quatre  systèmes  de  valeurs  différentes.  On  trouve 
ainsi  qu'à  chaque  valeur  de  a  répondent  24  valeurs  de  y  et  douze  valeurs  du 
module  c^.  Mais  comme  les  valeurs  de  y  sont  deux  à  deux  égales,  mais  de 
signes  contraires,  nous  n'en  compterons  que  douze.  Par  la  même  raison  nous 
réduirons  le  nombre  des ,  valeurs  de  c^  à  six.  Cela  posé,  si  l'on  fait  pour 
abréger: 

c-+4[a  (|-  +  a)  . . .  a(^  +  nc^  ;  <ï=  c*4(A«.;(2a) . . .  l{na))\ 

on  trouvera  aisément  ces  valeurs  correspondantes  des  trois  quantités  c*,  a,  y. 

I.  n.  HL  IV.  VJ  VI. 

^="-     h'    G^)*.    G4-:)'.    GîS)'.    G^*. 


a 


9) 


y 


±7»  ±«ï*,±4^^+*)*^  =f4(i-*)%±4(i+'*')'^=f4<^-*»')'^ 

h      p      t       V 

e      v^  h     p     1  +  e  iHhS.p    1 — e  tH^^^./^    l  +  ei  p+S.y.!    1 — si  v^pd 
1^     r^    ^      j9 '  1— s'r^S.j»'  1  +  «VfS.p*  1 — Utmpb.p.i^  1  +  SI  ©+5.p.f ^ 

(où  i  =  Y—  1). 
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On  voit  ^'à  chaqae  valeur  de  c^  correspondent  denx  valeurs  différentes 
de  la  fonction  y.  Maintenant  si  Ton  attribue  aux  nombres  m  et  m^  des  va- 
leurs entières  quelconques,  on  aura  toutes  les  solutions  possibles  de  notre 
problème.  Or  parmi  ces  solutions  il  n'y  aura  qu'un  nombre  ini  qui  seront 
différentes  entre  elles.     Chercbons  d'abord  les  solutions  différentes  qui  répon- 

dent  au  premier  cas^  savoir  c^  =  é'  et  y  =  —  •  ^  •      Pour  les  trouver  soit 

a}  une  valeur  de  a  et  désignons  les  valeurs  correspondantes  de  y^  py  v^  à^  ê 
par  y\  p\  v^j  â\  ëK  Cela  posé  il  est  évident,  que  si  y^  doit  être  égal  à^y, 
on  doit  avoir: 

P^=Pi  v'  —  v,  -  ==±-. 

Or  en  vertu  de  (8)  on  ne  pourra  avoir  p^srzp,  h  moinà  que  les  quantités  A*a, 
X\Za)y . .  •  A*(»a)  ne  soient,  quoique  dans  un  ordre  différent,  égales  à  celles-ci  : 

Soit  donc 

on  /i  est  moindre  que  n.  On  en  tire  Xa^  =  ^t  Xifià)  et  de  là,  en  vertu  du 
théorème  IL  du  mémoire  XIII: 

a^  =  ^a>  -f-  ^®*  ±  ^«> 
où  k  et  k^  désignent  des  nombres  entiers  quelconques.     Cela  donne 

et  puisque 

;(0  +  (2»-f  l)a)  =  AO, 
et  Sn-^i  est  un  nombre  premier,  il  suit  que 

p^  =jp,  v^z=:Vy  d^=iây  é*  =  €. 
Donc  les  solutions  qui  répondent  i  a  et  a^  sont  précisément  égales  en- 
tre elles. 


Soit  d*abord  m^  =:  0  en  sorte  que  a 


mo 


Sn  +  l 

Si  l'on  fait  Ar^  =  0,  et  qu'on  détermine  les  nombres  k  et  /i  de  la  mani- 
ère à  satisfaire  à  l'équation 

*± 
on  aura 


II 

h] 

^« 

■1. 

■  1 

l:  1 


1  ^ 


2fi  +  l 
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Oa  voit  par  là  que  la  solution  qui  répond  à  a  =  ^!^  est  la  même  que 
celle  qui  répond  à  az=— — -.,  quel  qae  soit  m. 

Supposons  maintenant  m}  différent  de  zéro^  on  aura 

Si  Ton  détermine  les  deux  nombres  entiers  /j^  et  l^  par  l'équation 

et  k  par  celle^i:  k  ±  Jf!L=:-^ , 

OÙ  «^  est  positif  et  moindre  que  2»  -{-  1,  on  aura 

<t     1     fl  -  • 

2n  +  l 

On  voit  de  là,  qne  ponr  tontes  les  valeurs  différentes  de  v  et  p,  il  suffit 
de  donner  à  a  les  valeurs: 

Or  toutes  les  solutions  ainsi  obtenues  seront  effectivement  différentes  entre 
elles;  car  si  l'on  attribue  à  a  et  à  a^  deux  valeurs  différentes  de  la  série 
(10),  il  est  clair  qu'on  ne  pourra  satisfaire  à  l'équation 

a*  =  Ao)  +  V-tù^  i  ^cr, 
qui  exprime  une  condition  nécessaire  de  l'identité  des  deux  solutions  qui  répon- 
dent à  a  et  à  a^. 

Donc  le  nombre  des  solutions  différentes  qui  répondent  k  y=:  —  •  ^est 

27>  4"  ^  Maintenant  si  l'on  attribue  à  a  toutes  les  valeurs  (10),  les  formules 
(9)  donneront  \3,.{pi-\'9)^\x^Qftk%y  et  il  est  évident  que  toutes  les  12.(2» -|- 2) 
valeurs  correspondantes  de  y  seront  nécessairement  différentes  entre  elles. 
Cependant  il  ne  répond  a  ces  24.(n-|-l)  solutions  que  12.(i»4"l)  valeurs  du 
module.  Il  faut  observer  que  la  conclusion  précédente  n'a  pas  lieu  pour  le 
cas  particulier  où  n  =  0.  En  effet,  dans  ce  cas  y,  n'aura  que  douze  valeurs 
différentes,  car  les  deux  valeurs  a  =  eo,  a  =  o^,  auxquelles  dans  ce  cas  se 
réduisent  les  quantités  (10),  donneront  pour  y  une  même  valeur,  savoir  yz=^x. 
Il  faut  remarquer  également  que  le  module  c  ne  doit  avoir  les  valeurs  zikso  et 

l'unité.  Dans  ces  cas  la  fonction  /  —  n'est  plus  une  fouction  elliptique,  mais 
circulaire  ou  logarithmique. 
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On  pourra  mettre  les  huit  dernières  valeurs  de  y  (9)  sons  une  antre  for- 
me ^i  est  à  quelque  égard  plus  élégante.     En  effet  on  pourra  démontrer  qu'on  à 

Ijx    f  ...(1— 2*,|^é?.ar  +  rar«), 

...(1 WnY ^-^ ^^*)- 

En  changeant  le  signe  de  x^  on  aura  des  expressions  semblables  pour  v^à.f 

et  i;-]-^*/'*V^*~l*     ^^^  quantités  A:^,   h^y  k^^  •••k^  sont  données  par  la 
formule 


k 


A(|wt) 


^       1— c.X«|xa 


Pareillement  on  a 


k 


1 


Aûia) 


OU  A(0)  désigne  la  quantité 


•""l  +  c.X^djia)* 


±^((l_A«e)(l_eVO)> 


Donc  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  (3)  qui  exprime  la 
valeur  de  y^  se  trouvent  décomposés  en  facteurs  dans  tous  les  cas. 

Dans  le  cas  ou  le  module  e  est  moindre  que  l'unité,  les  équations  (9)^ 
nous  font  voir,  que  généralement  les  modules  des  transformées  sont  imaginai- 
res, excepté  ceux  qui  répondent  à 


o       «A  •  o^ — o 


a==s et  a  a 


2it  + 1  i«  +  1  ' 

et  en  même  temps  à  l'une  des  solutions  I.,  II.,  III.,  IV.  Il  n*y  a  donc  que  huit 
modules  réels.  Si  l'on  ne  désire  que  ceux  qui  sont  moindres  que  l'unité,  qn 
n'en  aura  que  quatre.  Cependant  il  pourra  arriver,  c  ayant  des  valeurs  par- 
ticulières, qu'un  plus  grand  nombre  des  modules  transformés  sont  réels.  Je 
ferai  voir  dans  une  autre  occasion,  comment  on  pourra  trouver  toutes  ces  va- 
leurs particulières.  Pour  le  moment  je  ferai  connaître  une  manière  d'expri- 
mer toutes  les  valeurs  du  module  c^  à  l'aide  de  produits  infinis. 

Si  e  est  moindre  que  l'unité,  oo  sera  une  quantité  réelle,   co^  au  contraire 
sera  imaginaire  ;  car  on  a 

"■ = *y:*  ï = - + *'^-'/;  viF=w=^  • 

c'est-à-dire,  si  l'on  foit 

40 


f'I 
ri 

1 11, 

lit 


) 


Mi; 


;* 
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2 


p^  ds 


OU 


on  aura 


ft  =  l/-(l-0, 


(0^  ==  (0  -f-  ^  V^ — 1> 


où  13  est  une  quantité  réelle  comme  œ.     Cela  posé  les  2n-\-2  valeurs  de  a 
deviendront  : 

A  la  place  de  ces  valeurs  on  pourra  aussi  mettre  celles-ci: 

o  fsi  tsi+io        m+4o  tai-^4no 

iw+l  '      2^+ï'        2«+l  *       2«+l  •    *  '  '      î«+l   ' 
OÙ  i=zy—l. 

m 

En  faisant  ^  =  1,  ^  =  4*  (formule  189.  pag.  217),    et    mettant    ensuite 

0 

b(ù  et  6(3  au  lieu  de  co  et  ts,  et  enfin  a'=zh\J^  —  o\  on  trouvera  AO=/<x  et 
la  formule  donnera  en  vertu  de  quelques  réductions  faciles  : 

1 1  —  Jjf .  C08  (  —  9  ]  +  ?*  J  1 1— *ï    C08  ( 0  1  +  }•  J.  .  . 


1C 


où   y  =  6    •" 

Pour  avoir  la  valeur  de  b  (8),  U  suffit  de  chercher  les  valeurs  de  X\^  +  a\^ 
A  f  ~  +  2a X  •  •  •  ^  (^  +  ^«}  2^tt  moyen  de  la  formule  précédente,  et  de  les 
multiplier  ensuite  entre  elles.     D'abord  si  Ton  fait  a  =  — ^  on  trouvera  aisément 

De  même  si  Ton  fait 

et  pour  abréger 

d,  =  cos -^  +  K—  1  •  sin^, 
on  parviendra  à  cette  formule: 

14)  «  =  2.yV*^.ç*^V'  i 7^ /  1   xs 


I 
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Donc  on  voit,  que  ponr  avoir  tontes  les  valeurs  àe  f,  il  suffit  de  substituer 
dans  l'expression 

111  1 


au  lîeu  de  y,  2» +2 valeurs  q^^\  q^^\  â^  q^\  d\  q^^\...dY.q^^\  où  1, 
d^y  à\y...  sont  les  racines  de  l'équation  iP^^  =  1.  Deux  seulement  des  va- 
leurs de  9  sont  réelles,  savoir  celles  qui  répondent  à  la  substitution   de  ^^^ 


et  y**+S  c'est-à-dire  à 


a=- et  a 


Sn  +  l  2ii  +  l 


n  suit  encore  des  formules  précédentes  que  toutes  les  2n  -|-  2  valeurs  de 
9  sont  nécessairement  différentes  entre  elles,  excepté  peuirétre  pour  les  cas 
de  valeurs  particulières  du  module  c.  Ayant  trouvé  les  valeurs  de  ê,  on  aurai 
celles  du  module  c^  à  l'aide  des  équations  (9).  Il  y  a  à  remarquer  que  l'ex- 
pression (IS)  est  précisément  la  valeur  de  V^c,  comme  on  peut  le  voir  en  fai- 
sant 0  =  -^*      Dans  le  cas  où  l'on  suppose  y  de  la  forme  —  .t;,  le  module 

€^j  suivant  I.  (9)  sera  égal  à  h\  donc  Y^c^  =  f •  Par  conséquent  dans  ce  cas 
le  module  c  se  changera  successivement  dans  toutes  les  valeurs  du  module  c^, 
si  l'on  remplace  dans  la  formule 

Sn-fl  9»fl  3»+l  2»+l 

q  par  q^\  Vq,  âyq,  d\Vq.  •  •  •  c^î"!^?- 

Ce  théorème  s'accorde  parfaitement  avec  le  théorème  énoncé  par  Mr.  Ja 
cohi  dans  le  tome  111.  pag.  193.  du  journal  de  Mr.  Creïle.     Seulement  à  l'en- 
droit  cité  la  fonction  de  q^  qui  exprime  la  valeur  de  Y^c^  est  présentée  sous 
une  autre  forme.     Donc  on  trouverait  immédiatement  le  théorème  de  ce  géo- 
mètre, si  l'on  pouvait  parvenir  à  démontrer  l'identité  des  deux  fonctions  . 


")    i^^-GrfÏT^-)' 


l+2î+2Si»+iî"+- 


.  . 


On  pourra  encore   démontrer  qu'on  aura  les  2n  •!-  2  valeurs  de  c*,   en 
mettant  dans  la  formule 

40* 


■1' 

■   ■ 

.1  • 

• 
m 
m 
■■ 

If 


] 
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les  quantités  r**+^,  V^r,  (J>^r,  d^l/'r, . . .  â^Yr^  an  lieu  de  r,  la  lettre  r  dé- 
signant  la  quantité  e  ^    .     Donc  cette  quantité  est  liée  &  q  par  Téquation 

"'«(t)'»«(t)=-* 

Pour  avoir  la  valeur  du  coefficient  a  il  faut  connaître  celle  de  â  (8).  Or 
on  pourra  la  déduire  aisément  de  la  formule  (12),  en  y  faisant  0==:a,  ia..  .na. 
On  trouve  de  cette  manière  que  les  valeurs  de  â  qui  répondent  respectivement  i 


a 


•  • 


Sn+l 


"Jn+l*     iw+l'        2ii+l    ' 

sont  égales  à  la  valeur  de  l'expression 

.19)  ,=  ,.^.f,.(>=îî.>=ll...)-, 

en  y  supposant  au  lieu  de  q  les  valeurs  q*^\  Yq^  à^q^  ^iVÇy  •  •  •  dî"Kç. 


xvm 


mr  la  transformation  des  fonctions  elliptiques 
seconde  et  de  la  troisième  espèce. 


Si 


une  intégrale  algébriqae  f{if,x)^0  satisfait  à  Téfcation 


4r  __«.  ds 


on  aura  toujours: 

où  ^,  By  H  sont  des  ^antités  données,  A'^  B\  m^  k  des  qnantités  constantes, 
fonctions  des  premières,  et  p  une  certaine  fonction  algébriqae  de  y  et  a^  Il 
est  très  remarquable  que  les  paramètres  i»  et  n  sont  liés  entre  eux  par  la 
même  équation,  qoe  y  et  or;  savoir  fijny  n)  =  0.  Dans  le  cas  où  n  est  infini, 
le  premier  membre  deviendra  seulement  une  fonction  de  la  seconde  espèce  et 
dans  ce  cas  on  pourra  démontrer  que 

OÙ  V  est  une  fonction  algébrique  des  variables  x  et  y. 

Au  reste  il  est  aisé  de   démontrer  la  formule  (a).     Il  n^  ^  qu'à  différentier 

l'équation 

•[(i-*«Xi-«*'*)]  ~~J  •C(i-ar')(i-«'V)]* 

par  rapport  an  module  e.  Je  me  réserve  de  donner  dans  un  autre  mémoire 
des  développemens  plus  étendus  sur  le  théorème  ci-dessus. 


I 


\ 
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Théorèmes  sur  les  fonctions  elliptiques. 


jLdVL  formule  donnée  par  Mr.  Jacohi  dans  le  tome  III.  pag.  86.  du  journal  de 
M.  Crelle  peut  être  établie  facilement  à  l'aide  d'un  théorème  que  nous  allons 
démontrer  dans  ce  qui  suit 

En  faisant  9)0  =  x^  on  aura,  en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le  §.  ID.  du 
mémoire  XII.  pag.  157, 

1)  9)(2w  +  1)0  =: /?, 

où  R  est  une  fonction  rationnelle  de  or,  le  numérateur  étant  du  degré  (ân-f-l)* 
et  le  dénominateur  du  degré  (9/n-\-i)^ —  1.  L'équation  (1)  est  donc  du  degré 
(2n-)-l)*  et  ses  racines  peuvent  être  exprimées  par  la  formule:. 

en  donnant  à  m  et  /i  toutes  les  valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  in  incl. 
Soit  pour  abréger 

l'expression  des  racines  sera: 

4)  a:  =  ç)(0  +  ma  +  A^i?)* 
Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant: 

Théorème  \.    Soit  i^O   une  fonction    entière  quelconque   de   la    quantité 

9)(0  +  wia  4"  f^P)  9^^  reste  la  même  en  changeant  0  en  0  +  «  ®'  ^^  6  +  /?. 
Soit  V  le  plus  grand  exposant  de  la  quantité  g^O  dans  la  fonction  t/;0  on  aura 
toujours 

5)  i/;0=/i  +  5^/(2w+l)0.iP(2»+l)0 

où  p  et  q  sont  deux  fonctions  entières  de  (f{pi  -f- 1)0,  la  première  du  degré 
V  et  la  seconde  du  degré  v  —  2 

Dénumstration.     En  vertu  de  la  formule  (10)  pag.  14S.  on  a 

1  +  6*6* .  9*(ifta  +  jJLp)  •  ç*0 


•f-V 
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Cela  fait  voir  qae  t/;ft  pourra  s'exprimer  ratioimeUement  en  9O  et  f^.Fi. 
Or  le  carré  de  /*0./^0  est  rationnel  en  (p%  savoir 

(/^o.Fe)*=  (1  —  c*(pH)  (1  +  ^vo), 

donc  on  pourra  faire  en  sorte  que  l'expression  de  i^O  ne  contienne  la  quantité 
/"O.FO  qu'à  la  première  puissance.     On  pourra  donc  faire 

7)  t^e  =  i/;,(ç)e)  +  v;,M)./'o.Fo,  ^  j 

cil  '^i(q>i)  et  1^3(90)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  g^O. 

■  Si  l'on  met  «>  —  9  i  la  plaee  de  0,  on  aura,  en  remarqoant  qae  g)(m — 9) 

=  »o,A«>— 0)=— A  ^0»— e)  =  Fe:  '|. 

Des  épations  (7  et  8)  on  tire: 

9)  if;,(9)e)  =  J .  (v«  + 1^(09 — 0)), 

10)  ^,(ç)0) .  /"e .  Fe  =  ^ .  (t^o — v'(«» — o)). 

Considérons  d'abord  la  fonction  %{<pi).     En  y  mettant  ^-^a  tm  lieu  de  9,  il 

viendra  :    . 

V^iivi^ +«))  =  !•  ("Pi^ + «)  +  V^(^ — a — 0))  ; 
or  on  a  tf;(D-f-«)  =  ^0»   et  par  conséquent  aussi,  en  mettant  co  —  a-«0  au 

lieu  de  9: 

tp((» — 0)  =  ip(ai— ra  —  0); 
donc 

Vi(9(o +«))  =  !  (vô  +  v(w — e)), 

c'est-à-dire 

Vi(v(0+«))  =  ^i(<p6). 
On  aura  de  la  même  manière: 

La  première  de  ces  équations  donne,  en  mettant  successivement  0-^»  ^H"^^»  ••  • 
...au  lieu  de  0: 

il)  v'i(y(0 +»*«))  =  Vi(ye), 

où  m  est  un  nombre  entier  quelconque. 
La  seconde  équation  donne  également 

ViW+A'/*))=V'i(qpe), 
d'où,  en  mettant  ^^ma  au  lieu  de  0,  et  ayant  égard  à  l'équation  (11)  on  tire: 

Donc  la  fonction  1^^(9)0)  reste  la  même,  en  y  substituant  au  lieu  de  tp^  une 
autre  racine  quelconque  de  l'équation  (1).  En  attribuant  k  m  et  fi  toutes  les 
valeurs  entières  depuis  zéro  jusqu'à  2n  et  puis  ajoutant,  la  formule  (12)  donne: 


; 
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Le  second  membre  de  cette  équation  est  nne  fonction  ratumnéUe  et  symé- 
trique des  racines  de  Féquation  (1),  donc  on  pourra  Texprimer  rationnellement 
par  les  coefficiens  de  cette  équation,  c^est-à-dire  en  7(211 -f-i)0-     Soit 

la  quantité  p  sera  une  fonction  rationneUe  de  9)(2i}^  1)0.  Or  je  dis  que  p 
sera  toujours  entier.     En  effet  soit  9)(2n-f-l)0  =  y  et  ji=-^9  où  p*  et  q*  sont 

des  fonctions  entières  de  y  sans  diviseur  commun.  Soit  y  =  ^(Sn  -f- 1)^  une 
racine  de  l'équation  ç'  =  0:  la  quantité  p  =  ^ (i/;0 -f*  V^(^ — 0))  sera  infinie 
en  faisant  0  =  d,  donc  on  aura  ^pâ  -f-  V^(<(o  —  d)  =  ^  ;  maintenant  il  est  évident 
par  la  forme  de  la  fonction  i/;0,  que  cette  équation  ne  peut  subsister  à  moins 
qu'une  quantité  de  la  forme 

n'ait  une  valeur  infinie.  Soit  donc  q){â'\'ma'^fifi)z=z^j  on  aura  en  vertu  de 
l'équation  (30)  pag.  153: 

d  =  (m'  +  î)®  +  (w'  +  y)crf  — ^a — iW/9, 
où  m'  et  n'  sont  des  nombres  entiers;  or  cette  valeur  de  d  donne: 

ç(2»4-l)A=y(((2w+l)m'+n— 2m)a)+((2n+l)n'+n— 

c'est-à-dire  (26.  pag.  151.): 

ç(2w+l)(î  =  ^. 

Mais  T^ela  est  impossible,  car  une  racine  quelconque  de  l'équation  9'  =  0  doit 
être  finie.  On  trouvera  également  que  <p{ù}  —  d  -f-  ^^  4"  f^P)  =  -h  ^^nne 
9(2n-|- 1)()=^.     La  quantité  p  est  donc  une  fonction  entière  de  9)(29i-f  1)0. 

Considérons  maintenant  l'équation  (10).    En  divisant  les  deux  membres 
par  f{2n  -|- 1)0 .  JP(27i  + 1)9,  on  aura  : 

^a(90)>/0.J'9         1  ^0  —  ^(0  —  0) 

/(2«  + 1)0.^0 +  1)0         ^'f{1tn  +  l)^.F(pi+i)^  ' 

En  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  (45)  pag.  157,  on  aura  ^(2w  + 1)0  = /"O  -  «, 
F{2n'\'i)^=^ F^.Vy  où  u  etv  sont  des  fonctions  rationnelles  de  9)0;  donc  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  sera  une  fonction  rationnelle  de  7O. 
En  la  désignant  par  xiv^)^  on  aura:  . 

Z((r0)  =  i. ^^-^<^-^> 

^yr^v      ï  /(2«+i)«.i^(a»+i)o 


■cf- 

,i  ' 

.  I 
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En  mettant  ^-{-a  m  lien  de  9,  il  viendra  i^(e  -|-  «)  =  tf;0,  rp(<o — (0  -(-  a)) 
_tp(a>  — e), 

/{£»+  lX«+a)  =  /"((ân  +  l)  e  +  2m(o4-2/ioi)  =  /•(2n  + 1)0, 
F(2»  -f  1)(0 + «)  =  F((2»  + 1)  e + 2mû)  +  Zfixsii)  ==  F(2»  -f  1)0, 
donc  on  anra 

Z(V(0  +  a))  =  ;f(98)- 
De  la  même  manière  on  trouvera 

On  en  tire,  comme  plus  haut,  à  l'égard  de  la  fonction  i/^i(9)0),  que  xiv^)  P^^t 
être  exprimé  par  une  fonction  entière  de  (p{2n  -)- 1)0.     Soit  donc 

on  aura: 

ViM)-/*'^  =  ?/(2»+l)0.F(2w+  1)0, 
et  enfin: 

14)  if^O  =p  +  y./'(2w4-l)0.F(2»+l)0, 
où  jp  et  9  sont  des  fonctions  entières  de  (p{2n  -f- 1)0. 

Pour  trouver  les  degrés  de  ces  fonctions,  soit  (^0)^ .  x^  ^^  terme  de  t^O,  ^ 
dans  lequel  ^0  est  élevé  à  la  plus  haute  puissance,  on  aura,  en  supposant  g^O  infini  : 

où  A  est  une  constante.    De  même  on  aura 

V^(c»— o)  =  J^(<)pO)^ 

et  par  suite: 

mais  pour  çO  infini,  on  a  (p{2n'{'i)^^=B.(p%  où  B  est  une  constante.  11  suit 
de  là  que  p  sera  du  degré  v  par  rapport  à  qp(272 -f- 1)0.  On  démontrera  de  la 
même  manière  que  la  fonction  q  sera  du  degré  v — 2,  tout  au  plus. 

Voilà  démontré  notre  théorème. 

Dans  le  cas  où  la  quantité  90  ne  monte  qu'à  la  première  puissance  dans 
V^O,  on  a  v^=l;  par  conséquent  q  sera  du  degré  —  1,  c'est-à-dire  q=0.  Donc 
on  a  dans  ce  cas 

15)  tj/O  =  J  +  5 .  (pi2n  + 1)0, 

où  .^  et  jB  sont  des  quantités  constantes,  qu'on  trouvera  facilement  en  faisant 
0  =  0  et  90  =  ^. 

Soit  par  exemple  71O  le  produit  d'un  nombre  quelconque  des  racines  de 

l'équation  (1),  et  faisons 

41 


] 
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0         0  *^ 

il  est  clair  qu'on  aura  Y((;)r=tf;(0-|-«)  =  V(^4~/^)  ^^  remarquant  que 

«t  n;(fl-f  (2ii+l)/î+»ia)=jr(ô4-»ia). 

Donc 

16)  27^ J7  7r(0  +  ma+i[i/S)=:-4+jB.Ç)(2w+l)d. 

o  **  o  *^ 

Il  faut  remarquer  que  l'une  des  quantités  A  et  B  est  toujours  égale  à  zéro. 
On  a  J==0,  si  le  nombre  des  facteurs  de  nO  est  un  nombre  impair,  et£=0, 
si  ce  nombre  est  pain  Donc  la  quantité  %pO  est  indépendante  de  la  valeur  de  8. 
Dans  ce  dernier  cas,  par  conséquent,  en  faisant,  6  =  0  on  a  : 

9n     2n  lu     «n 

17)  S^SMe+ma  4-/1/3)  =  £2:^  n(ma  +/i/S). 

Donc  en  faisant 

TTÔ  =  çfl .  qp(fl + *a  +  A'/S), 
on  a 

211      211 

-2^.^.  <p(9+ma+ fifi) .  9,(0 + (m + A)a + 0» + k>)^) 

=  J7^Z'„  v(»»«+i«/5)-9'((»t+*)«+C» +**)/î)» 

où  ^  et  ^  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  moindres  que  Zn-}-!.  Ce- 
pendant on  ne  peut  pas  supposer  à  la^  fois  ^  ==:  0,  ^  =  0.  Car  cela  donne 
nO  =  (qpfl)*  et  par  suite  v  =  2y  tandis  qu'on  doit  avoir 

i'  =  1. 

De  la  même  manière  qiie  nous  avons  démontré  le  théorème  précédent  on 
pourra  encore  établir  les  deux  suivants: 

Théorème  II.     Soit  i/;d  une  fonction  quelconque  entière  des  quantités  de 
la  forme  f{0-\-nia^fj^)^  telle  que 

on  aura: 

\pd=ip+q.(p{2n+i)d.F{Zn+l)e, 
où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  /*(2n+ 1)0,  la  première  du  degré  v 
et  la  seconde  du  degré  v — 2,  tout  au  plus,  en  désignant  par  v  le  plus  grand 
exposant  de  fO  dans  i/;d. 

Théorème  III.     Soit  t^d  une  fonction  quelconque  entière  des  quantités  de 
la  forme  F(ô-f-»ïa +/*/?),  telle  que 
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Vie) = vie+a)  =  ^{d  +  /S), 


on  aura 


rpe=:p+q.q>{Zn+ï)e.f(in+i)e, 
ou  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  F(2m-{-1)^'  ^^  première  du  degré  v 
et  la  seconde  du  degré  v — 2,  tout  au  plus,  en  désignant  par  v  le  plus  grand 
exposant  de  F6  dans  ^pO. 

En  vertu  du  premier  théorème  on  voit  sans  difficulté  que  la  valeur  de 

yT         \  exprimée  en  fonction  de  (p0^  sera: 

où  p^  et  ^M  sont  deux  fonctions  entières  de  q>d^  la  première  impaire  et  du  de* 
gré  Zn-j-l»  la  seconde  paire  et  du  degré  2n — 2.  D'ailleurs  ces  fonctions 
sont  déterminées  par  l'équation 

où  a»  est  une  constante. 

CbristUnia  le  27.  Août  1828. 
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XX. 


Démonstration  ^une  propriété  générale  d'tme  certaine  classe  de  fonctions 

transcendantes. 


£  héorème.  Soit  y  une  fonction  de  x  qui  satisfait  à  une  é^ation  quelconque 
irréductible  de  la  forme: 

^^  Po9  Pi9  P%>  '  •  *Pm-i  ^^^^  ^^^  fonctions  entières  de  la  variable  x.     Soit 

une  équation  semblable,  q^j  q^^  ^^s»  •  •  •  9i»-i  ^^^^  également  des  fonctions  entières 
de  Xy  et  supposons  variables  les  coefiiciens  des  diverses  puissances  de  x  dans 
ces  fonctions.  Nous  désignerons  ces  coefiiciens  par  a,  a\  cP^...  En  vertu 
des  deunf  équations  (1)  et  (2)  x  sera  fonction  de  a,  a',  a*, .  • .  et  on  en  déter- 
minera les  valeurs  en  éliminant  la  quantité  y.     Désignons  par: 

3)  ç=0 

le  résultat  de  l'élimination,  en  sorte  que  ç  ne  contiendra  que  les  variables  x^ 
a,  a\  a%  • . .    Soit  fi  le  degré  de  cette  équation  par  rapport  à  or,  et  désignons  par 

4fy  X^j    X^y    X^y  •  •  •  X^ 

ses  fi  racines,  qui  seront  autant  de  fonctions  de  a,  a\  a*, . .  •  Cela  posé,  si 
Ton  fait 

5)  ^i}x=ff{x,y).dx 

où  f{Xy  y)  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  et  de  y,  je  dis, 
que  la  fonction  transcendante  'ipx  jouira  de  la  propriété  générale  exprimée  par 
l'équation  suivante: 

6)  VfX^+tpx^+...+^Xy,=u+k^logv^+k^\ogv^-\-...+kJogv^y 

^9  ^19  ^s»  •  •  •  '^n  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ii,  a',  a*,  • . .,  et  A:^,  k^y...kn 
des  constantes. 

Démonstration.     Pour  prouver  ce  théorème  il  suffît  d'exprimer  la  diffé- 
rentielle du  premier  membre  de  l'équation  (6)  en  fonction  de  a^  a\  a*, . . .;  car 


il 
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il  se  réduira  par  là  à  one  différentielle  rationnelle,  comme  on  le  verra.  D'abord 
les  deox  équations  (I)  et  (2)  donneront  y  en  fonction  rationnelle  de  Xj  a, 
afy  ify...    De  même  l'éqaation  (3) :  ç=iO  donnera  pour  dx  une  expression 

■ 

de  la  forme 

dx=:a.da'{'a\daf'^a^.daF  +  •  •  •> 
où  o,  a',  a%  « . .  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^  a^  a\  afj . . ,     De  là  il 
suit  que  la  différentielle  f{Xyy).dx  pourra  être  mise  sous  la  forme; 

f{Xjy)dx'=.  q)X.da'^q>^x.da'+(p^.dif-\'.. ., 
où  q>Xj  ipjXy . . .  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^  a,  a',  a*,  •  • .     Eft  inté- 
grant, il  viendra: 

\px=:^J*{(px.da^(pjX.da^  +  •  •  •) 
et  de  là  on  tire,  en  remarquant  que  cette  équation  aura  lieu  en  mettant  pour  x 
les  /i  valeurs  de  cette  quantité: 

7)  ^x^+ipx^+.'^x^ 

Dans  cette  équation  les  coefficiens  des  différentielles  da^  da\ . . .  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  a^  a\  cP^...  et  de  x^^  x^y.  ..x^^  mais  d'ailleurs  ils  sont 
symétriques  par  rapport  à  x^^  x^y ...  x^\  donc,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 
on  pourra  exprimer  ces  fonctions  rationnellement  par  a,  a',  a% . .  •  et  par  les 
coefficiens  de  Téquation  (>  =  0;  mais  ceux-ci  sont  eux-mêmes  des  fonctions 
rationnelles  des  variables  a,  a\  a*, . .  • ,  donc  enfin  les  coefficiens  de  dtiy  da\ 
d(fy ...  de  l'équation  (7)  le  seront  également  Donc,  en  intégrant,  on  aura  une 
équation  de  la  forme  (6). 

Je  me  propose  de  développer  dans  une  autre  occasion  de  nombreuses 
applications  de  ce  théorème,  qui  jetteront  un  grand  jour  sur  la  nature  des  fonc- 
tions transcendantes  dont  il  s'agit 

Chriitiania  le  6.  Janvier  1820. 
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Précis  d^une  théorie  des  fonctions  elliptiques. 


Introduction. 

jLia  théorie  des  fonctions  elliptiques,  créée  par  Mr.  Legertdrej  forme  une  des 
parties  les  plus  intéressantes  de  l'analyse.  Ayant  essayé  de  donner  de  nou- 
veaux développemens  à  cette  théorie,  je  suis,  si  je  ne  me  trompe,  parvenu  à 
plusieurs  résultats  qui  me  paraissent  mériter  quelque  attention.  Surtout  j'ai 
cherché  à  donner  de  la  généralité  à  mes  recherches,  en  me  proposant  des  pro- 
blèmes d'une  vaste  étendue.  Si  je  n'ai  été  assez  heureux  de  les  résoudre 
complètement,  au  moins  j'ai  proposé  les  moyens  pour  y  parvenir.  L'ensemble 
de  mes  recherches  sur  cet  objet  formera  un  ouvrage  de  quelque  étendue,  mais 
que  les  circonstances  ne  me  permettent  pas  encore  de  publier.  C'est  pourquoi 
je  vais  donner  ici  un  Précis  de  la  méthode  que  j'ai  suivie,  avec  les  résultats 
généraux,  auxquelles  elle  m'a  conduit.  Ce  mémoire  sera  divisé  en  deux  parties. 
Dans  la  première  je  considère  les  fonctions  elliptiques  comme  intégrales 
indéfinies,  sans  rien  y  ajouter  sur  la  nature  des  quantités  réelles  ou  imaginai- 
res, qui  les  composent     Je  me  servirai  des  notations  suivantes: 

Mx,€)  =  ±  ]/((l_a:«)(l  —é':^))y 


o(;r,c)  =yi 


ds 


I7(ar,c,a) 


-  r     ^ 


en  sorte  que 

i3(a:,c),  tsj{x,c)j  II{XyCja) 
désignent  respectivement  les  fonctions  de  première,   de   seconde  et   de  troi- 
sième espèce. 


827 

Pais  je  me  sois  proposé  ce  problème  général  :  "Trouver  tous  les  cas  pos- 
dans  lesquels  on  peut  satisfaire  à  une  équation  de  la  forme: 

=w  4-  -^1  log  ^1  +  -^«  l^g  ^t  4"  •  •  •  +  -^v  log  v^, 


Où 


ex  29    ^  29  *  *  *^  IJL9    ^^19     *^2'  *  *  *  "^V 

sont  des  quantités  constantes,  or^»  ^2'  •  •  -^m;  ^'19  ^2'  *  *  •  ^«»9  ^i»  ^29  •  •  •  ^ix 
des  variables  liées  entre  elles  par  des  équations  algébriqueSy  et  t«,«^i,t?j,..-Dv 
des  fonctions  algébriques  de  ces  variables." 

«rétablie  d'abord  les  propriétés  fondamentales  des  fonctions  elliptiques,  ou 
ce  qui  concerne  leur  sommation,  en  faisant  usage  d'une  métbode  particulière, 
qui  en  même  temps  est  applicable  avec  la  même  facilité  à  une  infinité  d'autres 
transcendantes  plus  compliquées.  En  m'appuiant  sur  ces  propriétés  fondamen- 
tales, je  considère  ensuite  l'équation  dans  toute  sa  généralité  et  je  fais  le  pre- 
mier pas  à  mon  but  en  démontrant  un  théorème  général  sur  la  forme  qu'on 
pourra  donner  à  l'intégrale  d'une  fonction  algébrique  quelconque,  en  supposant 
cette  intégrale  exprimable  par  des  fonctions  algébriques^  logarithmiques  et 
elliptiques^  théorème  qui  est  d'un  grand  usage  dans  tout  le  calcul  intégral,  â 
cause  de  sa  ^ande  généralité. 

J'en  tire,  comme  corollaire,  le  théorème  suivant:  « 

"Si  /  — ; — r- ,  OÙ  r  est  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x^  est  expri- 

mable  par  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  et  par  les  fonctions  el- 
liptiques ^pJ  ipj^,  ^2>  •  •  •>  ^^  pourra  toujours  supposer 

...+^^log(?lJl?l^ 

OÙ  toutes  les  quantités  jp,  q^y  5^2>  •  •  •  S^'u  ?  2»  •  •  •  y>  yi>  y2>  •  •  •  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  a:  '^)." 


•  •  • 


*)  Ce  théorème  a  ëgalement  lieu,  si  L(s,c)  est  la  racine  carrëe  d*ane  fonction  entière 
d'un  degré  quelconque. 


] 
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De  ce  théorème  je  tire  ensuite  celai-ci: 

"Si  aoe  équation  quelconque  de  là  forme  (a)  a  lien,  et  qu'on  détdgne  par 
c  un  quelconque  des  modules  qui  y  entrent,  il  y  en  aura  parmi  les  autres  an 
moins  un  module  &  tel,  qu'on  puisse  satisfaire  à  Féquation  différentielle: 

en  mettant  pour  y  une  fonction  ratumnélle  de  or,  et  vice  versa." 

Ces  théorèmes  sont  très  importants  dans  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques.  Ds  réduisent  la  solution  du  problème  général  à  celle  de  satisfaire  de 
la  manière  la  plus  générale  à  l'équation 

dy     _^^  dx 

c  • 


A(y,c')  •  A(jr,c)' 

OÙ  à  la  transformation  des  fonctions  de  première  espèce.  Je  donne  la  solu- 
tion complète  de  ce  problème,  et  j'en  J;ire  ensuite  la  transformation  générale 
des  fonctions  de  première  espèce.  Je  fais  voir  que  les  modules  doivent  né- 
cessairement être  liés  entre  eux  par  une  équation  algébrique.  On  peut  se 
contenter  de  considérer  le  cas,  où  le  degré  de  la  fonction  y  est  un  nombre 
premier,  en  y  comprenant  l'unité.  Si  ce  degré  est  désigné  par  ^,  c'  pourra 
avoir  6(/u  4- 1)  valeurs  différentes,  excepté  pour  iur==l,  où  ce  nombre  se  réduit  à  6. 

La  seconde  partie  traite  les  fonctions  à  modules  réels  et  moindres  que 
l'unité.  Au  lieu  des  fonctions  ts{XyC)^  xsJ^XyC)^  n{XyCya)  j'en  introduis  trois  au- 
tres, savoir  d'abord  la  fonction  A((?),  déterminée  par  l'équation 

y»X»     ds 

C'est  la  fonction  inverse  de  la  première  espèce.  En  mettant  xz=iXO  dans  les 
expressions  de  vsJ(XyC\  II{xyC^a)y  elles  deviendront  de  la  forme: 

©^(;p,c)=/(AÔ)«.rfô; 


e 


Mises  sous  cette  forme,  les  fonctions  elliptiques  offrent  des  propriétés  très 
remarquables,  et  sont  beaucoup  plus  traitables.  C'est  surtout  la  fonction  ).0, 
qui  mérite  une  attention  particulière.  Cette  fonction  a  été  l'objet,  du  mémoire 
XII.  où  j^ai  démontré  le  premier  quelques-unes  de  ses  propriétés  fondamen- 
tales. On  en  trouvera  d'avantage  dans  ce  mémoire.  Je  vais  indiquer  rapide- 
ment quelques-uns  des  résultats  auxquels  je  suis  parvenu: 


329 

1.  La  fonction  Xd  jouit  de  la  propriété  remarqaable  d'être  périodique  de 
deux  manières  différentes,  savcHr  non  seulement  pour  des  valeurs  réelles  de  là 
variable,  mais  encore  pour  des  valeurs  imaginaires.  En  effet  si  l'on  fait  pour 
abréger 

ou  6  =  1/^(1 — c*)  et  V — l=i,  on  aura: 

2.  La  fonction  }.0  devient  égale  à  zéro  et  à  l'infini,  pour  une  infinité  de 
valeurs  réelles  et  imaginaires  de  d,  savoir 

i(mo+»a)i)  =  0,  A(i»© -|- (n  4"  1)^0  ^^  V» 
on  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs.     De 
même  on  a 

XB'  =  XOy 
si  6'  =  ( — lyO-^mm-^nm;  mais  cette  relation  est  nécessaire. 

3.  La  propriété  fondamentale  de  X6  est  exprimée  par  l'équation 

OÙ  6'  et  6  sont  des  variables  quelconques,  réelles  ou  imaginaires. 

4.  La  fonction  XO  pourra  se  développer  en  facteurs- et  en  fractions  de 
beaucoup  de  manières;  par  exemple  si  l'on  fait  pour  abréger 

IC  TC 

q  =  e        ,    p.z=ze        , 
on  a: 

,/^v_ ±vr„  Binfam [i-Vco«(g9>c)-Hy*3[i-ag*-co«(»>icHy']Ci-»g«-co»(g9^)+g"3 •  •• 

^     '^V'c'^'''      ^     '[l— 2?  .co8(2«7c)+î«][l— 2î«.co8(2ÔJc)+?*][l— ^?••e«»(»««)+^"]••• 
=  li£? .  :ÎL  .  (-L .  g,in(drt)  4-  -?-. .  8in(8ôji)4.-?i-  .  sin  (Seit)  +  ...), 


(I  -  ,„) 


On  pourra  exprimer  d'une  manière  analogue  la  fonction  de  seconde  et  troi- 
si^e  espèce. 

5.  Une  des  propriétés  les  plus  fécondes  de  la  fonction  Ad  est  la  suivante  : 
[On  a  fait  pour  abréger:  A0  =  ±l/"((1  — /.»ô)(i— c*;*<9))] 

"Si  ré<iuation 
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est  satisÊiite,  en  mettant  ponr  0»  2n  quantités  9^,  9,, ...OtM»  telles,  qae  (^9^)*, 
(AO^, . . .  (A$|«)*  soient  différentes  entre  elles,  on  aora  tonjonrs  : 

^(•i  +  •«  4- •  •  •  M  =  0» 

les  coefficiens  a^^  ^9***9  ^09  ^19* ••  pourront  être  quelconqaes,  et  fl  est  fa- 
cile de  voir  qu'on  pourra  les  déterminer  de  sorte  que  O^,  0^, .  •  •  Oi»-i  sont 
donnés." 

Voilà  une  autre  propriété  plus  générale: 
"Si  Ton  fait 

où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  quelconques  de  la  quantité  indéterminée 
Xy  on  pourra  toujours  supposer  les  quantités  O^,  %^y*^^  de  la  sorte  que 
l'expression 

i(Oi  +  es+e.  +  ...  +  OK) 

soit  égale  à  zéro  ou  à  l'infinL" 
Ainsi  p.  ex.^  si 

où  l'une  des  fonctions  p  et  q  est  paire  et  l'autre  impaire;  on  aura 

1)  si  p  est  pair: 

k(/ii)  =:  0,  si  /i  est  pair  et 
A(juO)  =  ^9  si  /i  est  impair; 

2)  si  p  est  impair: 

A(/iO)  =  0,  si  fl  est  impair  et 
;.(^0)  =  ^,  si  /i  est  pair. 

De  là  U  suit  encore  que,  si  l'équation  ci-dessus  a  lieu,  on  aura  toujours: 

Ae  =  A('îî5L±iîîîîf), 

où  m  et  n  sont  entiers  et  moindres  que  /i. 

6.     n  existe  entre  les  quantités  x(^'^^^')  et  les  racines  {i/i  +  !)■•• 
de  l'unité  des  relations  bien  remarquables,  savoir  si  l'on  fait  pour  abréger: 

(y=cos^-*îL^-f  !/■— l.sin-*^ 

211  +  1    '    '^  2|ji  +  l' 

on  aura,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  m  et  fi: 
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D'ailleurs  tontes  les  quantités  x(^'^^^j  .  •  •   sont  les  racines   d'une  même 

éqnation  du  degré  (ifi  -|-  1)*  et  dont  les  coefficiens  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  c*. 

7.  Si  la  fonction 

y'^  ds 

dont  le  module  c  est  réel  et  moindre  que  l'unité,  peut  être  transformée  dans 
une  autre: 

Jà(s,cy 

dont  le  module  &  est  réel  ou  imaginaire,  en  mettant  pour  y  une  fonction  algé- 
brique quelconque  de  ;r,  il  faut  nécessairement  que  le  module  c*  soit  déterminé 
par  l'une  des  deux  équations: 

i+îi   i  +  îi*   i  +  îi* 

où  q^=:q\^^  (i  étant  rationnel;  ou  ce  qui  revient  au  même: 

fi  et  fi*  étant  des  nombres  rationnels  quelconques. 

8.  La  théorie  de  la  transformation  devient  très  facile  à  l'aide  des  pro- 
priétés les  plus  simples  de  la  fonction  AO.  Pour  en  donner  un  exemple,  soit 
proposé  le  problème:  satisfaire  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équation 

djf     ^_^  ds 


en  supposant  c  et  €^  moindres  que  l'unité  et  'y  fonction  rationnelle,  réelle  ou 
imaginaire  de  a:. 

Soit  a:  =  AO,  y  =  }.'V,  en  désignant  par  A'  la  fonction  qui  répond  an  mo- 
dule c'.     L'éqnation  différentielle  se  changera  dans  ce  cas  en  d^'  =  m^O,  d'où 

9'  =  *Ô  +  a, 
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a  étant  une  constante.    Cela  posé,  soit 

on  aura  A'(«0+ a)  =  î^ . 

£n  mettant  0  -f-  2g,  ^-{-  mi  an  lien  de  0,  AO  ne  change  pas  de  valeur  et  par 
conséquent  on  doit  avoir: 

;.'(*9  +  2é©  +  a)  =  A'(<0  +  a), 
X'(«0  +  ewt  +  a)  =  A'(eO  +  «). 
Donc,  si  Ton  désigne  par  ta'  et  o'  les  valeurs  de  o  et  e»  qui  répondent  an 
modale  c*,  on  aura  en  vertu  de  (2)  : 

2fxs  ^  imta'  -{-  tm'i, 
emz=.2m'vi'  -j-  n'a'i, 

», 


ce  qui  donne 
donc: 

£  =  m  .  —  +  Tr*  — ^  = 
t3      '     2      o 

—  2m'^ 

^  ty  .  o'         Il 

xs               o  '      2 

-2»i''^, 

ou  bien: 

ta'  ^^^  n'      xs  ^^^        n       o 
o'         m      o  4m'     ta 

Maintenant,  si  c  est  indéterminé,  cette  équation  ne  pourra  subsister  à  ihoins 
qu'on  n'ait  ou  n  =  0,  a»'  =  0,  ou  n'  =  0,  m  =i  0.  Dans  le  premier  cas  c 
est  réel  et 

xs  iù 

et  dans  le  second  cas  e  est  imaginaire  et 

2      o  o 

Supposons  €  réel.     Alors  on  aura  ce  théorème: 

"Si  deux  fonctions  réelles  peuvent  être  transformées  Tune  en  Tautre  il 

faut  qu'on  ait  entre  les  fonctions  complètes  xSy  q>,  m^  co'  cette  relation. 

xs' n'     _o 

G>'         m      o  ' 

OÙ  «'  et  m  sont  des  nombres  entiers." 

On  pourra  démontrer  que  si  cette  condition  est  remplie,  on  pourra  effec- 
tivement satisfaire  à  l'équation 

Ms,&)  '  xs    •AA(jr,c)'    • 
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Rien  n'est  pins  simple  qae  de  tronrer  l'expression  de  y.  Il  suffit  ponr  cela 
de  chercher  les  racines  des  deux  équations  q)x  =  0,  /"or  =  0. 

Désignons  par  Xâ  et  Xd'  une  racine  quelconque  de  ces  deux  équations, 
on  aura,  pour  déterminer  â  et  ^,  ces  deux  équations: 

ce  qui  donne: 

c'est-à-dire: 

A:  et  A:'  étant  des  nombres  entiers.  Pour  trouver  a,  il  suffit  de  remarquer  que 
AO  ne  change  pas  de  yaleur  en  mettant  m  —  0  au  lieu  de  0.     On  aura  donc 

Xf(txs  — .  éO  +  a)  =  X'{é^  +  a), 
ce  qui  donne 

a  =  ^({2fA  +  1  —  m)©'  -f-  /i'w'i) 
Dans  le  cas  où  m  est  impair,  on  pourra  toujours  faire  a  =  0. 

Connaissant  les  valeurs  de  â  et  ô\  on  aura  immédiatement  les  racines 
des  deux  équations  q)x  =  0,  fx:=  0,  et  par  suite  l'expression  des  fonctions 
q>x  et  fx  en  factorielles  Les  formules  les  plus  simples  répondent  aux  cas 
de  m=:  1  ou  91'=:^  1,  et  elles  sont  les  seules  dont  il  s'agit,  comme  il  est  aisé 

de  voir  par  l'équation  —=—.  ^.      On   pourra   aussi   se  servir  des   ex- 

pressions  de  la  fonction  AO  en  produits  infinis  rapportées  plus  haut  «Tai  fait 
voir  cela  dans  les  mémoires  Xni  et  XTV. 

9.  Le  cas  où  un  des  modules  c  peut  être  transformé  en  son  complé- 
ment V^(l — ^  =  6,  mérite  une  attention  particulière.     En  vertu  de  l'équation 

— ==  — .  —,  on  aura  dans  ce  cas 
o'       m     o 

Le  module  c  sera  déterminé  par  une  équation  algébrique  qui  parait  être  réso- 
luble par  les  radicaux  ;  au  moins  cela  nura  lieu  effectivement  si  —  est  un  carré 
parfait  Dans  tous  les  cas  il  est  facile  d'exprimer  c  par  des  produits  infinis. 
En  effet,  si  ^=j/(^),  on  a: 
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Vc=V^2.« 


G..-"^(-^))(...-'"^<^))... 


(x.r"^<-))(i..-'"(->)...' 

Si  denx  modales  &  et  c  peuvent  être  transformés  l'un  dans  Tautre,  ils  auront 
entre  eux  une  relation  algébrique.  Mais  généralement  il  parait  impossible  d'en 
tirer  la  valeur  de  ^  en  c  à  l'aide  de  radicaux"^),  mais  il  est  remarquable,  que 
cela  a  toujours  lieu  si  e  peut  être  transformé  en  son  complément  Par  ex- 
emple si  c*  =  |^ 

Les  équations  modulaires  jouissent  d'ailleurs  de  la  propriété  remarquable, 
que  toutes  leurs  racines  peuvent  être  exprimées  rationnellement  par  deux 
entre  elles.  De  même  on  pourra  exprimer  toutes  les  racines  par  l'une  d'elles 
k  l'aide  de  radicaux. 

10.     On  pourra  développer  la  fonction  AO  de  la  manière  suivante: 

où  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  séries  toujours  convergentes. 
En  faisant 

ço  ==  e  +  «o*  +  a'e*  + . . . 

ces  deux  fonctioiis  auront  la  propriété  exprimée  par  les  deux  équations: 

9)(6'  +  6)  .9(0'  —  0)  =  (yO./O')'  —  (yO'  'f^)^y 


*)  Dans  le  cas  par  ex.  où  g  est  de  la  forme: 


Vi 


^flg„ja)(flg_j.fl)_^ 


c'  '  (1  _  a^s^){l—a^s^)  *' 
Téquation  entre  &  et  e  est  du  sixième  de^ré.  Or  je  suis  parrenn  à  démontrer  ri- 
gonreusement,  que  si  une  équation  du  sixième  degrë  est  résoluble  à  Taide  de  radicaus, 
cette  équation  sera  décomposable  ou  en  "deux  autres  du  troisième  degré,  dont  les 
coefIScienp  dépendent  d'une  équation  du  second  degré,  ou  elle  sera  décomposable  en 
trois  équations  du  second  degré,  dont  les  coefificiens  sont  déterminés  par  une  équa- 
tion du  troisième  degré.  L'équation  entre  c'  et  c  ne  parait  guère  être  décomposable 
de  cette  sorte. 
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OÙ  0'  et  0  sont  deux  variables  indépradantea.    Ainsi  p.  ex.  si  l'on  fait  O'sO,  on  a 

A2e)=(A)*-^9«)^ 

Ces  fonctions  jouissent  de  beaucoup  de  propriétés  remarquables. 

11.     Les  formules  présentées  dans  ce  qui  précède  ont  lieu  avec  quel- 
ques restrictions,  le  module  c  étant  quelconque,  réel  ou  imaginaire. 


Première   partie. 

Des  fonctions  elliptiques  en  général 

Chapitre   I. 
Propriétés  générales  des  fonctions  elliptiques. 

Les  fonctions  elliptiques  jouissent  comme  on  sait  de  cette  propriété  re- 
marquable, que  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  ces  fonctions  peut  être 
exprimée  par  une  seule  fonction  de  la  même  espèce,  en  y  ajoutant  une  certaine 
expression  algébrique  et  logarithmique.  La  découverte  de  cette  propriété 
est  due  à  M.  Legendre.  La  démonstration  que  cet  illustre  géomètre  en  a 
donné,  est  fondée  sur  Tintégration  algébrique  de  Téquation  différentielle: 

dif  ds 

L'objet  de  ce  chapitre  sera  de  démontrer  cette  propriété  des  fonctions  ellipti- 
ques, mais  en  s'appuyant  sur  des  considérations  différentes  de  celles  de  Mr. 
Legendre. 

§.  i. 

Démonêtration  d'un  théorème  fondamental. 

Nous  commencerons  par  établir  un  théorème  général  qui  servira  de  fon- 
dement de  tout  ce  qui  va  être  exposé  dans  ce  mémoire  et  qui  en  même  temps 
exprime  une  propriété  très  remarquable  des  fonctions  elliptiques. 

Théorème  I.  Soient  fx  et  q>x  deux  fonctions  quelconques  entières  de  x^ 
l'une  paire,  l'autre  impaire,  et  dont  les  coefficiens  soient  supposés  variables. 
Cela  posé,  si  l'on  décompose  la  fonction  entière  paire 

(A)*  —  (9^r(Aar)* 
en  facteurs  de  la  forme  a^  —  o?^ ,  en  sorte  que 

où  A  est  indépendant  de  l'indéterminée  ;r,  je  dis  qu'on  aura: 


il 


4> 


1  <> 


i 
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où  a  désigne  le  paramètre  de  la  fonction  Us,  en  sorte  qae 

La  quantité  C  est  la  constante  d'intégration. 

Démonstration.  Supposons  d'abord  qae  tons  les  coefficiens  des  diverses 
puissances  de  x  dans  fx  et  ipx  soient  des  quantités  variables  indépendantes. 
Dans  ce  cas  toutes  les  quantités  x^^  x^j...x^  seront  évidemment  inégales 
entre  elles  et  fonctions  de  ces  variables.  En  désignant  par  x  Vxme  quelconque 
entre  elles,  l'équation  (1)  donnera 

4)  (fx)^  —  {(px)^.{àx)^  —  Oy 
et  de  là: 

5)  fx-^^px.^x^^O. 
Cela  posé,  faisons  pour  abréger 

i^a?  =  {fxf  —  {(pxf{àxfy 
et  désignons  par  tp'x  la  dérivée   de  cette  fonction  par  rapport  à  x  seul.     De 
même  désignons  par  la  caractéristique  â  la  différentiation  qui  se  rapporte  aux 
seules  variables  indépendantes.     Puis. en  différentiant,  on  tire  de  l'équation  (4): 

t/;'ar . «te -j-  Zfx.âfx  —  2ç)a: . dyar . (A:r)*  =  0 ; 
mais  en  vertu  de  (5)  on  a: 

fx=i  —  (px.  \x, 
(px(Axf  ==  —  fx.iiXy 
donc  en  substituant: 

ip'x.dx — i^x{(px.dfx — fx.d(px)^=>0.  ' 

De  là,  en  divisant  par  (i  —  ^j-Aar,  on  tire: 

ds         2(9J .  hfs  —  fs .  i^s) 

et  en  intégrant: 

Maintenant  en  faisant  x:=:x^y  x^y...  x^^  ajoutant  les  résultats  et  faisant  pour 

abréger  : 

Z{(px.âfx  —  fx.  â(px)  =  0:r, 

on  obtiendra: 
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6)  IIx^  +  /Zr,  +  •  •  •  +  nx^ 

Mais  ^x  étant  une  fonction  entière  de  a^  dont  le  degré  est  évidemment  in- 
férieur à  celui  de  la  fonction  ypXy  le  second  membre,  suivant  un  théorème  connu 
sur  la  décomposition  des  fonctions  fractionnaires,  se  réduira  à 

c'est-à-dire  en  substituant  la  valeur  de  6a  et  celle  de  '^Oy  à: 

/*9fl .  hfa  —fa .  89a 
•/(/a)«^(ça)«(Afl)»" 

Cette  intégrale  se  trouvera  facilement;  en  effet  Aa  étant  constant,  on  aura  en 
intégrant  d'après  les  règles  connues: 

C__?_iog($L±if^), 

2^a        ^\fa—^a.tiaP 

où  C  est  la  constante  d'intégration.  Cette  fonction  étant  mise  à  la  platfe  du 
second  membre  de  l'équation  (6)  donnera  précisément  la  formule  (2)  qu'il  s'agis- 
sait de  démontrer. 

La  propriété  de  la  fonction  n{x\  exprimée  par  la  formule  (2),  est  d'au- 
tant plus  remarquable,  quelle  aura,  lieu  en  supposant  la  fonction  ^  racine 
carrée  d'une  fonction  quelconque  entière  et  paire  de  x.  En  effet  la  démonstra- 
tion précédente  est  fondée  sur  cette  seule  propriété  de  la  fonction  A^.  Donc 
on  a  de  cette  sorte  une  propriété  générale  d'une  classe  très  étendue  de  fonc- 
tions transcendantes  *). 

La  formule  (2)  étant  démontrée  pour  le  cas,  où  les  quantités  x^^  x^^.  ..x^ 
sont  inégales  entre  elles,  il  est  évident  qu'elle  aura  lieu  encore  en  attribuant 
aux  variables  indépendantes  des  relations  quelconques  qui  pourront  aussi 
rendre  plusieurs  des  quantités  x^y  x^y...x^  égales  entre  elles. 

Il  y  a  à  observer,  que  les  signes  des  radicaux  A;r^,  A^r,,  ...Ao:^  ne  sont 
pas  arbitraires.     Ils  doivent  être  pris  tels  qu'ils  satisfassent  aux  équations 

^)     A^i  +  9>^i»A^i=0,  fx^'^(px^.àjx^^==.Oy..  .fx^'\-q>x^.t^^=iO^ 
qu'on  tire  de  l'équation  (S),  en  mettant  pour  x  les  valeurs  a?, ,  x^y...x^. 


^)  Voyez  les  mémoires  XV  et  XX. 
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La  formule  (2)  exprime  une  propriété  de  la  fonction  de  la  troisième 
espèce .  J7(:r).  Or  rien  n'est  plus  facile  ^ue  d'en  déduire  des  propriétés  sem- 
blables des  fonctions  : 

8)'  -=/^«'».'=/-^- 

D'abord  si  Ton  fait  a  infini,  on  a  nx=:îsx;  mais  il  est  clair,  que  la  partie 
logarithmique  de  la  formule  (2)  s'évanouira  dans  ce  cas;  le  second  membre  se 
réduira  donc  à  une  constante,  et  par  conséquent  on  aura: 

9)  oaTi+o^r,  -f-  •  •  •  4"  oar,jt=67. 

Egalement  si  l'on  développe  les  deux  membres  de  l'équation  (2)  suivant  les 

1  1 

puissances  ascendantes  de  —,  on  aura,  en  comparant  les  coefficieus*  de  —  dans 

les  deux  membres: 

10)  ©o^i  +  fs^^  + . . .  +  ©0^11  =  C'  — p, 

où  p  est  une  fonction  algébrique  des  variables,  savoir  le  coefficient  de  -^  dans 
le  développement  de  la  fonction 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  — . 

En  vertu  des  formules  (2.  9.  10)  il  est  clair,  qu'en  désignant  par  yfx  une 
fonction  quelconque  de  la  forme: 


\ 


1——-  1  — -— (     às 


- -x  /      on  aura: 

On  voit  que  cette  équation  a  lien  quelle  que  soit  la  constante  A. 

§.2. 

Propriété  fondamentale  des  fonctions  elliptiqueSy  tirée  des  formules  précédentes. 

Dans  ce  qui  précède  les  quantités  ar^,  or,,  â;,, . .  •  ;r^  sont  regardées  comme 
fonctions  des  coefficiens  variables  dans  fr  et  (px.  Supposons  maintenant  qu'on 
détermine  ces  coefficiens  de  manière  qu'un  certain  nombre  des  quantités  x^^ 
x^y.^.Xy,  prend  des  valeurs  données  mais  variables. 
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des  variables  indépendantes.     Alors  les  coeffleiens  dans  fst^  tpx  deviendront  des 
fonctions  de  ces  quantités.     En  les  sobstitoant  dans  l'équation 

le  premier  membre  sera  divisible  par  le  produit 

et  le  quotient,  égalé  à  zéro,  donnera  une  équation  du  degré  fi — m  par  rapport 
à  ai^9  dont  les  racines  seront  les  fi — m  quantités: 

qui  par  suite  sont  des  fonctions  algébriques  de  x^y  x^j.  *. x^. 

Le  cas  le  plus  simple  et  le  plus  important  est  celui,  où  le  nombre  ^e  —  m 
a  la  moindre  valeur  possible.  Pour  avoir  ce  minimum,  il  faut  donner  aux 
fonctions  fx  et  qix  la  forme  la  plus  générale  pour  laquelle  le  degré  de  l'équa- 
tion (/ar)* — (9)a?)*(Aar)*=  0  est  égal  à  /u. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  plus  grand  nombre  de  coefficiens  possible  à 
introduire  dans  fx  et  (pXy  est  (i.  Mais,  puisqu'en  vertu  de  la  forme  des  équar 
tions  (7)  on  peut  supposer  un  de  ces  coefficiens  égal  à  l'unité,  sans  '  diminuer 
la  généralité,  on  n'aura  réellement  qu'un  nombre  de  ^  —  1  indéterminées.  On 
pourra  donc  faire  m:=/i — 1,  en  sorte  que  toutes  les  quantités  x^,  a:,, . . .  x^^ 
excepté  une  seule,  seront  des  variables  indépendantes.  Par  là  on  aura  immé* 
diatement  la  propriété  fondamentale  des  fonctions  elliptiques  dont  il  a  été 
question  au  commencement  du  chapitre. 

D  y  a  deux  cas  différents  à  considérer,  savoir  fi  pair  ou  impair. 

Ctis  I.  fi  étant  pair  et  =  2n. 

A.  Si  la  fonction  fx  est  paire  et  tpx  impaire,  il  est  clair  que  fx  doit 
être  du  degré  Zn,  et  g>x  du  degré  2n — 3.     Faisons  donc: 

/à?  =  «0  +  ttiX^  +  a^  +  . . .  +  a»-.i^*""*  +  x^j 

et 

15)     (fx)^-{(pxf{i-x^){l-c^x^)=(x^—x\){x^-xl)...{^^^ 

ou  nous  avons  mis  y  au  lieu  de  x^ny  qui  sera  une  fonction  des  variables  x^y 

Les  coefficiens  ie^,  o^,  t^y***  On^iy  b^y  ^i»**«  ^«-ï  seront  exprimés  en 
fonctions  de  x^^  or,,...  à  l'aide  des  ju  —  i  équations  (7),  savoir: 
15')    fx^ 4"  V^i . AXj =0,  fx^'{-(px^ .  Aa:5j=0, . . .  fx2n^i  +  (pX2t^i*àxtn^i =0. 

45* 


I 
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1 


12)       I 
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840 

Ces  équations,  étant  linéaires  par  rapport  aux  inconnues^  domieroid;  celles- 
ci  en  fonctions  rationnelles  des  quantités  : 

n  est  clair  qu'on  pourra  donner  aux  radicaux  Ao?^ ,  àsc^y .  •  •  àXf^n^i  des  signes 
arbitraires. 

Pour  avoir  la  valeur  de  y  y  faisons  dans  Téquation  (13)  j?=0. 
Cela  donne 

d'où  l'on  tire: 

14)  y=: 

La  quantité  y  est  donc  une  fonction  rationnelle  des  variables  x^y  x^y..,  et 
des  radicaux  correspondants. 

Si  maintenant  y  a  cette  valeur  et  qu'on  fait 

Aar^»  =  —  4y, 
les  formules  (2.  9.  10)  donneront: 

rsx^  +  oar,  -|-  . . .  -|-  mx^^x  =  oy  -|"  C> 

is)  \  ®a^i+ «0^»+ •  •  •  +  ©o^2»-.i=Ooy  — **-«  +  c; 

Quant  aux  fonctions  tsyy  xs^y  ITyy  il  faut  bien  observer  que  le  signe  du  ra- 
dical ùy  n'est  pas  toujours  le  même.  Il  sera  dans  tous  les  cas  déterminé  par 
la  dernière  des  équations  (7)  qui,  en  mettant  pour  x^u,  ot  àx^  leurs  valeurs  y 
e.t  — Ay,  deviendra: 

On  en  tire 


16)  Ay 


EL 


et  cela  fait  voir  que  le  radical  Ay  9  comme  y  y  est.  une  fonction  rationnelle  des 
quantités  x^ ,  x^y . .  .  àx^  y  àx^ ... 

La  fonction  y  a  la  propriété  d'être  zà'O  en  même  temps  que  les  variables 
x^y  x^y.. . â^sM-i*     £u  effet  si  l'on  fait 

X  ^       Xm  S^IÎ   •    •   •   ^^  •*^2>^— 1         "       V 

l'équation  (13)  ne  pourra  subsister  à  moins  que  tous  les  coefficiens  a^y  a^y.. . 
^^1  ^p9  ^i9  •  •  •  ^»-s  1^0  soient  égaux  à  zéro,  donc  cette  équation  se  réduit  à: 

a?*-  =  ;r**-*(ar*— y*), 
donc  on  aura  y  =  0. 


:i 
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On  poornit  donner  le  signe  contraire  au  second  membre  de  l'éqaation 
(14).  Celui  qae  nous  avons  choisi  est  tel  que  le  radical  àjf  se  réduit  à  -f*  I9 
en  supposant  âr^  =  â;^  =:  ar,  = .  • .  x^^x  =  0,  et  en  même  temps  Ao?,  =  àx^ 
=  • .  •  àa:%^\  =  -|-  1.  Pour  démontrer  cela,  supposons  x^^  ^^y-  ^9»-i  infi- 
niment petits,  on  aura  dans  ce  cas: 

àx^  =  A^^  = . . .  A^^i^i  =:  1, 
et  les  équations  (13')  font  voir  que  x^j  x^^... x^^i  satisfont  à  l'équation: 

17)  x^+a^ix^*+b^^a^^  + . . .  +  ft^  -f.  «^  =  0. 

Cette  équation  étant  du  degré  2»,  doit  avoir  encore  une  racine.  En  la  désig- 
nant par  z^  on  aura: 

€Eq  ^s  Z  •X^  •  X^  •  •  •  ^Si»-l9 

donc  en  vertu  de  l'équation  (14)): 

L'équation  est  donc  satisfaite  en  faisant  x=:  —  y.     Or  cela  donne 

donc  en  vertu  de  (16): 

18)  Ay=:+1. 

On  pourra  encore  remarquer  que  y  se  réduit  pour  des  valeurs  infiniment  petites 
de  ;r^,  x^^.. .  x^^x  k  jr^  +  ar^  + . . .  -f-  x^^x.  Cela  fait  voir  l'équation  (17), 
qui,  n'ayant  pas  de  second  terme,  donnera  la  somme  des  racines  égale  à  zéro, 
c'est-à-dire  : 

donc: 

*^)  y  =  ^i  +  ^«+---  +  ^a«^i- 

B.  Si  fx  est  impair  et  (fx  pair,  fx  doit  être  du  degré  in — 1  et  q)x 
du  degré  2n — 2.     Donc  on  aura  dans  ce  cas  un  nombre  de  2n — 1  coefficiens 

» 

indéterminés,  et  on  parviendra  à  des  formules  semblables  aux  (15);  mais  la 
fonction  y  aura  une  valeur  différente.     On  démontrera  aisément  quelle    sera 

égale  à  —  la  valeur    de  y  étant  déterminée  par  l'équation  (14). 

if 

Cas  II.     Si  /i  est  un  nombre  impair  et  =2n-f-l. 
A.     Si  fx  est  impair  et  <px  pair,  on  aura: 
2QX       fx  =  («0+ «»*• + «a**  +  . . .  +  «»-t«*^*  +  af*»)ar, 

21)  ifx)*^((px)\l  — ar")(l— c»«*)=(*«~*î)(af*— arî)...(ar*— a?Î.K**— y*). 
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Les  coefficiens  009  a^y^iin^if  6^»  ft^,...&«^i  sont  détMinteés  par  leB  S» 
équations  linéaires: 

La  fonction  y  le  sera  par  l'équation: 

qu'on  obtiendra,  en  faisant  dans  -(21)  x:=0. 
Enfin  de  radical  ^  est  déterminé  par 

Cela  posé  on  aura: 

tsx.  -|-  o^i?.  "{•  •  •  •  -|-  ^^%n  =  ®y  *!"  C', 

fli.  +  Ht. +  ...  +  /&..  = /^  -  ^  l.g(^±H^)  +  a 

Les  fonctions  y  et  Ay  sont,  comme  dans  le  cas  précédent,  des  fonctions  ration- 
nelles  des  variables  o:^,  ^3,  •  •  •  x^n  et  des  radicaux  A;r^,  A^r^, .  • .  A^s»,  et  on 
démontrera  de  la  même  manière,  qu'on  aura  pour  des  valeurs  infiniment  petites 

UC      M/.    ,    •    •    •    «v^m, 

.26)  y  =  ^1+^, +  ..  .+^»«»  Ay  =  +  1; 

si  l'on  suppose  en  même  temps  que  les  radicaux  Z^^,  A^r,,...  A^r,.  se  rédui- 
sent à  -|-  1,    y  s'évanouira  simultanément  avec  les  variables. 

Les  formules  (2S)  pourront  d'ailleurs  être  déduites  sur  le  champ  de  celles 
du  premier  cas,  en  y  faisant  x^^i  =0,  et  changeant  ensuite  n  en  n-^-  i. 

B.  Si  fx  est  pair  et  tpx  impair,  on  parviendra  à  des  fonnules  sembla- 
bles.    La  valeur  qui  en  résultera  pour  la  fonction  y,  sera  égale  à  —,  où  y  est 

déterminé  par  la  formule  (23). 

On  voit  donc  par  les  formules  (15.  25),  qu'on  pourra  toujours  exprimer 
la  somme  d'un  nombre  donné  de  fonctions  par  une  seule  fonction  de  la  même 
espèce,  en  y  ajoutant,  pour  les  fonctions  de  la  première  espèce,  une  constaniSj 
pour  celles  de  la  seconde  espèce  une  certaine  fonction  algébrique^  et  pour 
celles  de  la  troisième  espèce  une  fonction  logarithmique. 

En  faisant  attention  qu'une  intégrale  quelconque  de  la  forme 


/- 
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peut  être  rédntte  aux  feoctioiis  9x  et  0^  et  à  nu  oerlain  nombre  de  foBCtions 
4e  I4  troisième  espèce,  en.  y  ajoutant  nne  expression  algébrique  et  logarithmi- 
que, il  egt  clair  qu'en  foisant 

on  anra 

27)  ipo?!  -f"  ^^a  H"  V^»  •  •  •  =  ^  "h  ^  "f"  ^» 

où  V  est  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et  logarithmiques. 

En  vertu  des  formules  (15.  25)  il  est  clair  que  la  fonction  v  ne  change 

pas  de  valeur,  si  Ton  ajoute  à  la  fonction  rationnelle  %x  une  quantité  constante 

quelconque,  de  sorte  qu'on  peut  supposer  également 

Je  dis  maintenant  que  la  fonction  t/;  est  la  seule  qui  puisse  satisfaire  à  l'équa- 
tion (27).  En  effet  si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport  à  l'une  des 
variables  indépendantes  x^y  o;^, .. .,  par  exemple  à  ^^,  on  aura:    . 

Cela  posé,  si  l'on  suppose  toutes  les  quantités  x^j  ^i»  •  •  •  y  égales  à  des  con- 
stantes déterminées,  on  aura,  en  mettant  x  pour  ar^,  et  faisant 

'ip'x.dxz=iA.qdX'\'pdxj 
d'où  Ton  tire: 

\px  •=zJ{Aq  +  p)dx. 

La  fonction  '^x  ne  pourra  donc  renfermer  qu'une  seule  constante  indéterminée 

Ay  et  par  conséquent: 

'^x  =  Ji\A  -f-  ^x) 

est  son  expression  générale. 

Les  propriétés  exprimées  par  les  formules  de  ce  paragraphe  appartien- 
nent donc  exclusivement  aux  fonctions  elliptiques  C'est  pourquoi  je  les  ai 
nommées  fondamentales. 

Dans  les  formules  que  nous  avons  données,  y  a  une  valeur  unique,  mais 
on  pourra  satisfaire  aux  mêmes  formules,  en  mettant  au  lieu  de  y  une  expres- 
sion algébrique  contenant  une  constante  arbitraire.  En  effet,  pour  avoir  une 
telle  expression,  il  suffit  de  supposer  une  des  varibles  x^y  ^2»  ^s>*'*  égale  à 
une  constante  arbitraire,  et  la  valeur  de  y  qu'on  obtiendra  par  là,  sera  la  plus 


.1 . 
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générale  possible,  comme  on  sait  par  la  Aéorie  de  l'intégration  des  éq^iations 
différentielles  dn  premier  ordre,  dont  l'intégrale  complète  ne  contient  qn'nne 
seule  constante  arbitraire.  ^ 

A  l'aide  des  formules  (IS.  25)  on  pourra  exprimer  la  somme  d'un  nom- 
bre quelconque  de  fonctions  par  une  seule  fonction.  D  est  facile  d'en  tirer 
les  formules  suivantes: 

tL/Z;r,  +  i^//ar.+  .  .  . +J^/Z:r.=  /ry_-^logf^î^^ 

OÙ  /ti^,  l^%y  '  '  Hnj  (^  désignent  des  nombres  entiers  quelconques,  et  y  est  une 
fonction  algébrique  des  variables  x^y  x^^.^.x^^  de  même  que  les  coeffidens 
dans  fa  et  (pa.     Pour  avoir  ces  formules,  il  suffit  de  supposer  dans  (13)  et 
(21)  un  certain  nombre  des  quantités  or^,  or,, . .  .y  égales  entre  elles. 
Pour  déterminer  y,  fx^  q>Xy  on  aura  cette  équation: 

29)  (A^)*  —  (ç)^)*(l— ^*)(1 — cV) 

^x^  —  x^i^ix^  —  xD^a  ...(x^—  x^y^ix^  — /)^ 

qui  doit  avoir  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x. 

§.  3- 

application  au  cas,  oà  deus  fonctions  sont    données. 

Pour  réduire  deux  fonctions  à  une  seule,  il  suffit  de  supposer  dans  les 

formules  (25):  . 

w  =  1. 
Cela  donne 

fx  =  a^x  -[-  â^y  (px  =  h^y 

et  pour  déterminer  les  deux  constantes  a^  et  6^,  on  aura  les  deux  équations: 
qui  donnent: 

Connaisant  6^,  on  aura  la  valeur  de  y  par  la  formule  (23),  savoir  pour  n  =  1: 

y-  *" 

■ 

donc  : 

30)  y  = 


*1*4 


s\  —s% 


s^^^ — jr^Afi' 
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on  bien  en  mnltipUant  en  hant  et  en  bas  par  iPit^^-\-xJix^'. 


51)  y 


S^ÙLS^+S^àSi 


Si  l'on  exprime  a^  et  b^  en  x^y  x^j  y,  on  aura  ces  expressions  très  simples: 

32)     h^:=:x^.x^.y,  flo=i(^^î^y— ^î— ^î— y*)- 
L'expression  de  a^  se  tire  de  l'équation 

(«^+a:»)«— *;(l-.ar«)(l-.cV)  =  (:r*-.xî)(:r«--;r;)(ar*-y»), 
en  égalant  entre  eux  les  coefficiens  de  sd^  dans  les  deux  membres. 

Les  fonctions  a^  et  y  étant  déterminées  comme  on  Tient  de  voir,  les  for- 
maies  (25)  donneront,  en  faisant  n=l: 

!mx^  "4-  vix^  =  oy  -f-  C, 
®a^i  +  ®a^i=  ©«y  —  ^i^^y  +  Cj 
/7:r,  + /&.  = /7y  - -f.  log(?i^îî^^ 

_  « 

Quant  à  la  valeur  du  radical  Ây,  elle  est  donnée  par  l'équation  (24): 
c'est-à-dire  : 

s*)  Aîr=^- 

Pour  réduire  la  différence  de  deux  fonctions  à  une  seule,  il  suffit  de  changer  le 
signe  de  x^  dans  les  formules  précédentes.     La  valeur  de  y  deviendra  par  là: 


35)  y 


SiÙLS^—S^àS^  s\  —s\ 


Si  dans  les  formules  (33)  on  fait  x^  égal  à  une  constante  arbitraire,  on  aura  la 
condition  qui  doit  avoir  lieu  entre  les  variables  de  deux  fonctions  si  elles  doi*^ 
vent  être  réductibles  l'une  à  l'autre.    En  faisant  a:^=e,  ar^=sar,  on  aura: 

En  différentiant,  il  viendra 

57)  -^  =  ^- 

li'intégrale  complète  de  cette  équation  est  donc  exprimée  par  l'équation  algé- 
brique (36),  e  étant  la  constante  arbitraire.  Parmi  les  intégrales  particulières 
il  y  a  à  remarquer  les  suivantes: 

1)  y  =  ar,  qui  répond  à  c=0,  Ay  =  Aar, 


2)  y=±i»  W  ^^f^^^  i^«  =  i>  Ay=T^t 


I 

t 

■ 
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5   4. 

Application  au  cas,  où  touteê  hê  fonctions  donnéeê  mM  égales. 

Si  l'on  fait  dans  les  formules  (IS.  25). 

59)    (/i)*-(»'»)'(»-»'Ki-«*»')=(*'— «X»'— y*). 

z  étant  l'indétemiinée. 

La  fonction  y  est  déterminée  par  les  éijnations  (14.  23)  : 

»)       , — ?j,  ,=^. 

La  première  a  lien  si  ^=2n — 1,  la  seconde  si  /i=i2n.  Les  équations  (13^. 
22)  qui  doivent  déterminer  les  coefficiens  a^y  a^y  a^y...y  b^y  b^,  à^y*  m 
réduiront  dans  le  cas  qpie  nous  coosidérons  à  une  seule^  savoir 

mais  en  vertu  des  principes  du  calcul  différentiel»  cette  équation  doit  avoir  en* 
core  lien,  en  la  différentiant  par  rapport  à  x  seule  un  nombre  quelconque  de 
fois  moindre  que  fi.  On  aura  donc  en  totalité  fi  équations  linéaires  entre  les 
/i  inconnus,  d'où  Ton  tire  leurs  valeurs  en  fonctions  rationnelles  de  la  variable 
X  et  du  radical  A:r.  Connaisant  a^y  a^,  a^, . .  •,  b^y  b^y  b^y. .  .y  on  aura  la 
valeur  de  ^  à  l'aide  de  l'équation: 

99 
On  pourrait  déterminer  de  cette  sorte  toutes  les  quantités  nécessaires,  mais 

pour  mieux  approfondir  les  pr<^riétés  de  la  fonction  y,  nous  allons  entamer 
le  problème  d'une  autre  manière,  qui  conduira  successivement  aux  valeurs  de  tfy 
correspondentes  aux  valeurs  1,  2,  3  etc.  de  /i. 

Désignons  par  Xy^  la  valeur  de  y  qui  répond  à  /i.     On  aura 

wx^  =  C  +  /«®^> 


I 


1— c«jr>^    ' 
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mais  Bi  ron  fait 

on  aura,  en  vertn  de  (2S): 
donc  : 

La  valeur  la  pins  générale  de  x^^^^y  qui  satisfera  à  cette  éq[uation  est  : 

oji  6  est  une  constante.     Pour  la  déterminer,  soit  x  infiniment  petit;  on  aura 

x^^=zmx,  x^=^iiXy  »y^:=(m+p)x,  àXm=z/ix^=zii 
donc: 

L équation  (41')  donnera: 

{m^fi)x=:(m^fi)x.Iie'^ey 
donc  0=0,  A0s=l  et  par  suite  x,^^=yy  c'est-à-dire: 

On  aura  de  la  même  manière: 


*^)  ^HHi>=   ".J^a^:^. 


La,  première  de  ces  formules  servira  à  trouver  Xy^^^  lorsqu'on  connaît  x^^  et 
Xp^l  on  pourra  donc  former  successivement  les  fonctions 


^•>    ^l>   ^4>    ^fJ  •  •  'f 


en  remarquant  que  or^  =  x^  àx^  =  àx* 
Sim=l,  en  trouvera: 

.y  Sx  Ils 

En  remarquant  que 

Xq  =  0,  â7j  l^  ^, 

cette  formule  fait  voir  que  x^  est  une  fonction  rationnelle  de  x^  si  /#  est  un 
nombre  impair,  et  que  x^  est  de  la  forme  p.àXj  oftp  est  rationnel,  si  fê  est  un 

Us 

nombre  pair.     Dans  le  premier  cas  --r-^  est  rationnel,  et  àx^  Test  dans  le 

second.     On  voit  également  que  x^  s'évanouira  en  même  temps  que  Àr,  si  /i 

est  un  nombre  pair.    Les  quantités 

44* 
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sont  donc  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Si  Ton  multiplie  entré  elles  les  deux  formules  (42,  43)  il  viendra  : 

ÂAy\  -»•         '»•       —     u       » 

équation  qui  parait  exprimer  la  plus  simple  relation  qui  puisse  être  établie  entre 
les  fonctions  x^. 

En  y  faisant  mr=zfi  —  1^  on  aura: 

■^  *         "       Il    UL— 1 

De  même  si  Von  fait  m  =:  /#,  on  aura: 
46) 


Ces  deux  formules  semblent  être  les  plus  commodes  pour  le  calcul  des  fonc- 

tiOnlS   X^y   X^y    ^4>««« 

Pour  trouver  les  expressions  les  plus  simples  de  x^y  supposons: 

où  p^  y  q^  sont  des  fonctions  entières  de  Xy  n'ayant  pas  de  diviseur  commun. 
En  mettant  ces  valeurs  dans  Téquation  (46),  on  aura: 

Or  il  est  évident  que  la  fraction  du  second  membre  est  réduite  à  sa  plus  simple 
expression;  donc  on  aura  séparément: 

En  faisant  les  mêmes  substitutions  dans  l'équation  (45),  on  obtiendra 

Or  je  dis  que  la  fraction  du  second  membre  est  réduite  à  sa   plus  simple^  ex- 
pression.    En  effet  si  l'on  avait  pour  une  même  valeur  de  x: 

on  aurait  encore: 

X^  =^  Xyi^l  y  1  —  C    Xy^  •  X^^l  =  0«  ^ 

Mais  on  a  en  général 
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donc  aussi: 

ar^Aarjj^.1  =  x^^^^  =  0, 
ou  bien: 

^î(l  -  <i)(l  -  ^*^^i)  =  0  =  arj^,(l  —  a;J)(l  —  c^arj), 
ce  qni  est  impossible,  car  on  doit  avoir: 

Cela  posé,  l'éqaation  (49)  donnera: 

Si  donc  on  détermine  successivement  les  fonctions 

P%y  9%yP%y  9tyPéy  5^4»  ••  • 

P 
par  les  éqnations  (48.  SO),  —  sera  toujours  réduit  à  sa  plus  simple  expression. 

On  pourra  faire  p^  =  07,  ^^  =  !•     D'après  la  forme  Ses  expressions  (48. 
SO),  il  est  clair  que 

i)  P2\L''i  ^s^  ^^^  fonction  entière  et  impaire  de  x  du  degré  {2fi  —  1)*, 

2)  p%^^=^p\èkXj  où  p*  est  une  fonction  entière  et  impaire  du  degré  (2/i)* — 3, 

4 

5)  q^  est  une  fonction  entière  et  paire  du  degré  ii^  —  1  ou  /4%  selon  que  (a 
est  impair  ou  pair. 
Les  fonctions  x^^x  et  x^^  auront  donc  la  forme  suivante: 

;       ^«11  l+gi,.,«  +  gi^.jr4  +  ...  +  g;^,.jr(*l^)' 

On  aura  par  exemple: 

gjN  2jrAjf  8—4(1+  c*) j^ + gc«  jr^  ^  c4  js 

^       *        1— c»***  ^'  '~'^*  1— ec«jp4+  4c«  (l+c«)j«  —  Sc*jr»  ' 

n  est  facile  de  voir  que  les  coeffîciens  A^^   A^^.  ..A\j    ^*, . . . B^>,  B^j 
...JS^,  jB^,...  seront  des  fonctions  entières  de  c^.     On  a  toujours 

J^  =  2^  — 1,  5o  =  2/i  et^i  =  i»;;  =  0. 

La  fonction  x%^  est,  comme  on  voit,  irrationnelle;  or  on  peut  facilement 
trouver  une  fonction  rationnelle  y  qui  satisfasse  à  l'équation 

Ajf  Ax 


I 


V 
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Une  fonction  de  cette  sorte  est  la  suivante: 

54)  y  =  l/C^~'^'^W     ^'^   , 

car  on  a  en  vertu  (37): 

et  y  est  rationnelle,  puisque  les  fonctions  Ar^^  et  arl^  le  sont     On  verra  aisé- 
ment que  cette  fonction  y  aura  la  forme: 

Pour  iu=  1,  on  aura; 

56)  y==JLii?f:!±£!îL. 

Nous  verrons  dans  la  suite,  comment  les  fonctions  x^  et  y  peuvent  être  dé- 
composées en  facteurs  et  en  fractions  partielles. 

Nous  ferons  voir  aussi  que  les  équations  précédentes  sont  toujours  réso- 
lubles algébriquement  par  rapport  à  x,  en  sorte  qu'on  puisse  exprimer  x  en 
x^  à  l'aide  de  radicaux. 

Chapitre   IL 
Sur    la   relation   la  plus    générale   qui   existe   entre  un    nombre 

quelconque  de  fonctions  elliptiques. 
Après  avoir  établi  dans  le  chapitre  précédent  les  propriétés  fondamentales 
des  fonctions  elliptiques,  nous  allons  maintenant  en  faire  d'applications  au  pro- 
blème  général,   que  nous  nous   sommes   proposé.      Nous   ferons   voir   qu'on 
pourra  en  ramener  la  solution  à  celle  de  quelques  autres  plus  simples. 

5i 

Sur  ta  forme  dont  l'intégrale  d'une  différentielle  quelconque  algébrique  eet  eueoeptiUiB^ 
en  êupposant  cette  intégrale  exprimable  par  des  fonctionê  algébriques,^ 

logarithmiquee  et  eUiptiqueê, 

Soient  x^\  x^^  x^^...  x^  un  nombre  quelconque  de  variables,  liées  entre 
elles  par  des  équations  algébriques  dont  le  nombre  est  moindre  que  celui  des 
variables.  Soient  y ^ ,  y^9  '**y^  ^^^  fonctions  algébriques  quelconques  de  ces 
variables  et  supposons  que  la  diflérentielle 

y^^dx^+y^.dx^  +  . . .  +  y^.dx^ 
soit  complète  et  que  son  intégrale   soit  exprimable  à  l'aide  de  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques  et  elliptiques,  en  sorte  que  l'on  ait: 


I 
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=  «  +  ^1  log»!  +  ^a  log'',  +  ...  H-  A  logV, 

OÙ  A^y  A^y...A^y  tt ^y  «^ ,...«. soot  dcs quautités coDStaotes,  «,  v  ,  t>  ,...v,, 
^j  >  ^,»  •  ..^»  des  fonctions  algébriques  des  variables  x^y  x^y...x^y  et  yp^y  if  y 
Vtf  "•Vm  des  fonctions  elliptiques  quelconques  des  trois  espèces  avec  des 
modules  et  des  paramètres  quelconques.  Désignons  respectivement  par  e  y 
^a>  "  *  ^o  ^'^  modules  de  ces  fonctions,  et  faisons  pour  abr^^r: 

en  sorte  qu'on  ait  en  général  : 

s»)  'c.'=/x?. 

où  0'  est  une  fonction  rationnelle  de  x^  de  l'nne  des  trois  formes: 

1    x^    -* 

selon  que  '^jx  est  une  fonction  de  la  première  de  la  seconde  ou  de  la  troisième 
espèce.  Nous  pourrons  même  supposer  que.  V  soit  une  fonction  ratiomielle 
quelconque  de  x. 

On  pourra  regarder  un  certain  nombre  des  quantités  x^^  ^^y^^^  comme 
variables  indépendantes.     Supposons  que  les  m  premières 

UUJ  X^y       X^y      X^J    •    •    •  X^^ 

le  soient:  dans  ce  cas  toutes  les  quantités: 

seront  des  fonctions  algébriques  de  x^^  ^^ 9  - •  •  ^»- 

Cela  posé,  imaginons  nue  fonction  algébrique  0  telle  qu'on  puisse  expri- 
mer toutes  les  fonctions: 

rationnellement  en 

« 

65)  •,  a?j,  a?,,  ar„ . . . x^y  y^,  y,,  y„ ...y^. 

Il  existera  une  infinité  de  fonctions  9  qui  jouiront  de  cette  propriété.  Une 
telle  fonction  sera  p.  ex.  la  somme  de  toutes  les  fonctions  (62),  multipliées 
chacune  par  un  coefficient  indéterminé  et  constant  Cela  est  facile  de  démontrer 
par  la  théorie  des  équations  algébriques.  La  quantité  0,  étant  une  fonction 
algébrique  des  variables  x^y  ^r^,  ...,  pourra  donc  satisfaire  à  une  équation 
algébrique,  dans  laquelle  tous  les  coefiioiens  sont  des  fonctions  ratUmneUesi» 
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^1 9  ^s9  •  •  •  Or  an  lieu  de  supposer  ces  coèfficiens  rationnels  en  x^y  âr^,  • . ., 
nous  les  supposerons  rationnels  en 

64}  X^y     X^y     X^y    .   .    .  X^y     If^y     Jf  ^  ,    J^ , ,    .    .    .  J^jj^. 

Cette  supposition  admise,  on  simplifiera  beaucoup  le  raisonnement 
Soit  donc 

es)  r=o 

Téquation  en  0,  désignons  son  degré  par  â  et  supposons^  ce  qui  est  permis, 
qu'il  soit  impossible,  que  la  fonction  0  puisse  être  racine  d'une  autre  équation 
de  la  même  forme,  mais  dont  le  degré  est  moindre  que  â. 

Imaginons  maintenant  qu'on  différehtie  l'équation  (57)  par  rapport  aux  va- 
riables indépendantes  x^y  x^y...  x^.  Il  est  facile  de  voir,  que  la  diflTérentielle 
qu'on  trouve  sera  de  la  forme 

^^  V\y  P^y^P»  seront  des  fonctions  rationnelles  des  quantités 

^1*  ^a>  ••  •  ^»>  ^«H-i» •••  ^\jLy  yx>  y» •  •  *y^9  ^  ^i>  ^«>  ^»> •  ••  ^^> 

Donc  en  introduisant  la  fonction  0;  p^^  p^9***Pm  deviendront  des  fonctions 
rationnelles  de 

^^)  w>  ^x>  ^a> •  •  •  ^|i.>  9x9  y%9  •  ' •yi4* 

Cela  posé,  l'équation  (66)  donnera  séparément 

68)  ;i^=:0,ii^  =  0,  /?,=.0,../^«  =  0, 

et  il  est  clair  que  si  ces  équations  sont  satisfaites,  l'équation  proposée  (S7)  le 
sera  également  Maintenant  les  équations  (68)  sont  autant  d'équations  en  0 
de  la  même  forme  que  F=0,  ou  pourront  aisément  être  réduites  à  cette  forme; 

mais  suivant  l'hypothèse  F=  0  est  une  équation  irréductible  en  0,  donc  il  suit 
d'un  théorème  connu,  que  toutes  les  équations  (68)  seront  encore  satisfaites, 
en  mettant  au  lieu  de  0  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  F=  0.  Donc 
l'équation  (57)  aura  lien  quelle  que  soit  la  valeur  de  0,  pourvu  qu'elle  satisfasse 

à  r=a 

Désignons  par 

69)  0,,  0^,...e5 
les  radnes  de  l'équation  F=0  et  par 

70)         U\    U%...  tt^«);    r'«,    Tf^y  .  .  .  Vj^^i    V^y    V^y...  tj^^ 

les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  «^  v^y  t^.  L'équation  (57),  en  sub- 
stituant dans  le  second  membre  les  expressions  des  quantités  te,  v^y  v^y.... 
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^19  ^9  •  *  *f  ^nnera.  A(f J,  à(t^ ...  en  fonctions  rationnelles  de  %  ar^,  x^,. .  i  x^^ 
Vij  y%y-y^\  substituant  ensuite  au  lieu  de  0  successivement  les  dTaleurs  ft^^ 
tj,  ...O^),  l'équation  (S7)  donnera,  dis-je,  d  équations  semblables  qui,  ajoutées 
ensemble,  conduiront  à  cçlle-ci: 

71)  {  +J,  .Oogn+logî^i+.-.+Iogi)Ç^))+.«+ J,.Oogl?^+ 

Le  second  membre  de  cette  équation  pourra  encore  être  réduit  à  une  forme 
beaucoup  plus  simple.    Considérons  d'abord  sa  partie  algébrique 
72)  tt»  +  M»  4-  . . .  +  leW  =  U. 

Cette  fonction  est  exprimée  rationnellement  en 

^i>  •^%y  •  •  •  ^|ji5  Vxj  y»  •  •  •  y^9  'u  Ojj  •  •  •  o^j 

mais  elle  est  en  même  temps  symétrique  par  rapport  à  O^,  0^, ,  «^Od»  donc  en 
vertu  d'un  théorème  connu  des  fonctions  symétriques  et  rationnelles,  on  pourra 
exprimer  la  fonction  U  rationnellement  en 

7oj  x^y  x^j .  • .  x^j  y^,  y^,  • .  •  y^ 

et  par  les  coefficiens  de  l'équation   F  =  0;  mais  ceux-ci  sont  eux-mêmes  àei 
fonctions  rationnelles  des  quantités  (73),  donc  la  fonction  U  le  sera  également 
Soit  maintenant 

74)         log  Fn,  =  log  t?'«+  log  t^«  +  •  •  •  4"  ^^8  *~^^^ 9 
on  aura 

donc  la  fonction  Fi»  est  aussi  une  fonction  rationnelle  des  quantités  (73.  69) 
et  symétrique  par  rapport  à  0,,  Q,,  ...0$;  donc  on  démontrera  de  la  même  ma- 
nière, que  F^  pourra  s'exprimer  rationnellement  par  les  quantités  (73)  seules. 

Il  reste  à  considérer  la  partie  elliptique  de  l'équation  (71);  or  d'après  les 
formules  du  cbapitre  précédent,  on  pourra  toujours  faire 

où  toutes  les  quantités 

76)  T^9  A«(7U),  jp,  ^1,  q^9>..qH 

sont  des  fonctions  rationnelles  des  fonctions 

«'«,  fm, . . .  tj^) ,  A«(<g,  A«(^^), . .  ii^itj^^  )  ; 
or  celles-ci  sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  (69.  73),  et  il  est 

43 
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daii^  qa'dles  senmt  synétriqnes  par  rapport  à  Oj^,  Os^-^-Ob»  Aonc  enfiii  ob 
pmcra  exprimer  les  foBCtioBS  (76)  rationnellemeiit  par  les  quantités  ar^,  ar^, 

•  •  •  ^|iî  Vu  y%9  •  •  •  yj!» 

En  verta  de  ce  que  nons  venons  de  voir,  on  pourra  donc  mettre  le  se- 
cond membre  de  Féquatiou  (71)  sous  la  forme: 

r  +  ^'  log  ç'  +  ^  log  p"  4- . . .  +  ^^*>  log(><*> 

Donc  nous  sommes  parvenus  à  ce  théorème  général: 

Théorème  IL     Si  une  intégrale  quelconque  de  la  forme 

/(y^rf^i  +  y,«tr,  + . . .  +  y^dx^\ 
ou  y^y  y^y  '  *  *y|JL  ^^^^  ^^s  fonctions  algébriques  de  x{y  x^y..  .x^^  liées    entre 
eUes  par  un  nombre  quelconque  d'équations  alffébriqueSj  peut  être  exprimée 
parades  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  elliptiques  de  sorte  qu'on  ait: 

/(yA+  ya«^a  +  •  •  •  4-yiirf^»i)  =  w  +  ^iiog^^+^^iogi;,  + . . .  +  -4^  log», 

+  «i^i(^i)  +  «a  V'«(^2) +  •••  + «•%('«)»      . 

où  A^^  A^j . . .  ai9  cr29**-sont  des  constantes;  Uy  v^^  ^99  •••'!»  's»-**  des 
fonctions  algébriques  de  ar^,  x^^...  et  t/;^,  '^a»*--  des  fonctions  elliptiques 
quelconques;  on  pourra  toujours  exprimer  cette  intégrale  de  la  manière  suivante: 
d/(y4.itei+y3.rf;p,+...+yj,.ifo:^==r+J'logç'+JM 

+  «1  •  V'i(ei)  +  «a  •  'V'îCOj  +  ..-  +  «-  V^«(M» 
^  étant  un  nombre  entier;  a^,  cf^^'^'Cfi»  les  mêmes  que  dans  l'équation   (S7); 

A\  A? y . . .  des  constantes,  et 

\x^  A,(Oj),  e^,  A,(ej, . . .  e«,  Me.),  r,  p',  (>%...  p^*> 

des  fonctions  rationnelles  des  quantités: 

•*^i  '  •*^2 >  •  •  •  ^litî  y i  '  y» >  •  •  •  y^ 

Ce  théorème  a  non  seulement  beaucoup  d'importance  dans  la  solution  de  notre 
problèipe  général,  mais  il  est  encore  le  fondement  de  tout  ce  qui  concerne 
l'application  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  elliptiques  k  la  théorie 
de  l'intégration  des  formules  différentielles  algébriques.  J'en  ai  tiré  un  grand 
nombre  de  résultats  nouveaux  et  généraux  que  je  sousmettrai  au  jugement  des 
géomètres  dans  une  autre  occasion. 

Comme  corollaire  de  ce  théorème  il  y  a  à  remarquer  le  suivant: 

< 

Théorème  W\.     Si  une  intégrale  de  la  forme 


J 


I 
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peut  être  exprimée  par  one  fonction  idgébrique  et  logaridimiqae  de  la  forme 

u  +  J^  \ogv^  +  J,  log t^,  +  • . .  +  A^logv^, 
on  pourra  toujours  supposer  qae  fiy  v^j  i)^, .  ..v^  soient  des  fonctions  raHon-^ 
nettes  de  a:^^  x^y.  x^y  y^j  y^»  •  *  'Jf^*     S'  àxmc  on  a  Fintégrale  fydxy  où  y 
est  liée  à  x  par  nne  éqaation  aigébri^e  qtteleon^e,  on  pourra  supposer  ^e 
Uy  v^  9  v^  etc.  soient  de&  fonctions  rationnelles  de  y  et  x% 

§.  2. 

AfpUcatwn  du  théorème  du  paragraphe  précédent  à  la  relation  générale  qui  existe  entre 

deê  fonetionê  algébriques,  logarithmiques  et  elliptiques. 

On  peut  tirer  immédiatement  du  théorème  général  démontré  dans  le  para- 
graphe précédent,  plusieurs  propositions  importantes,  relatives  à  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques. 

Soit 

^7)  «i-v^i(^i)+««-V',KH----+aii-V'ji(^iJ====««+^iiog» 

une  relation  quelconque  entre  les  fonctions  elliptiques 

dont  les  modules  sont  respectivement  c^ ,  c^y...c^.     Si  pour  abréger  on  fait 
iï^((l — ;r^(l  —  c*«ar*))==:A»:r,  le  premier  membre  sera  la  même  chose  que 

où  r^j  ^, 9  •  •  •  ^|i  seront  respectivement  des  fonctions  rationnelles  de  x^y  x^y 
...Xy.     Donc  en  vertu  du  théorème  III.  ou  pourra  énoncer  le  suivant: 

Théorème  IV.  Si  Féquation  (77)  a  lieu  en  supposant  que  u,  v^y  v^y...Vyt 
soient  des  fonctions  tdgébriqnes  des  quantités  x^y  x^y.^.x^,:  on  pourra  tou- 
jours, sans  diminuer  la  généralité,  supposer,  que  u,  v^y  v^y...v^  soient  ex- 
primées rationnellement 

en  x^y  x^y .  •  •  Xp^y  Aj^j,  A^â?^, .  - .  A|x^|i* 
En  écrivant  l'équation  générale  {77y  de  cette  manière  : 


*)  J'ai  fondé  sur  ce  thëorëme  une  nouyelle  théorie  de  l'intégration  des  formules  diiTé- 
rentielles  algébriques,  que  je  n'ai  pu  encore  publier  jusqu'à  présent.  Cette  théorie 
franchît  beaucoup  les  résultats  connus,  et  son  but  est  d'opérer  toutes  les  réductions 
possibles  des  intégrales  des  formules  algébriques,  à  l'aide  des  fonctions  algébriques 
et  logarithmiques.  On  parrient  par  là  à  réduire  au  plus  petit  nombre  possible  les 
intégrales  qui  représentent  sous  une  forme  finie  toutes  les  intégrale  d'âne  mène  classe» 
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78) 


on  aura  en  vertu  du  théorème  IL  le  suivant: 


•  • 


«ifcVii*i(,^ 


Théorème  Y.  Si  l'éqaatioa  (77)  a  lieii^  on  en  pourra  toujours  tirer  une 
autre  de  la  forme: . 

79)  âa^^^x^  +  ôa^'^^a:^  +  •  •  •  +  *««V«^«+  ««h-i V«+iOi + •  •  •  +  «i^V^ii^n-» 

=r+^'log()'+.4Mog()«'4....-t-J(*>log(>W 
ô  étant  un  nombre  entier  et  les  quantités 

des  fonctions  rationneîles  de 

On  aura  encore  comme  corollaire: 

Théorème  VI.     Si  une  relation  quelconque  entre  les  fonctions  elliptiques 

^1^1'  V^a^s  9  *  *  *  V'fi^ii  ^^  t'^oîs  espèces   a  la  forme  exprimée  par   l'équation 
(77),  on  en  tirera  une  autre  de  la  forme: 

80)  da^.^)^z=z — «i-V^iO^  — a^.i/^jjô, —  ... — ««-i-V'^-i^-i-i 

+  r+ J'loge'+ J'iogç»  + . . .  +  ^WlogpW, 
<9  étant  un  nombre  entier  et  toutes  les  quantités 

•i>  AjO,,  0^,  A^O^, . . .  r,  çS  q%... 
des  fonctions  rationnelles  de  la  variable  x  et  du  radical  correspondant  A«r. 
Toutes  ces  fonctions  pourront  donc  se  mettre  sous  la  forme: 

p-f-î^-A»^j 
où/i  et  q  sont  des  fonctions  ra^iim7^^//e^  de  x  seul. 

Voilà  le  théorème  qui  nous  conduira,  comme  nous  le  verrons  plps  bas^  à 

* 

la  solution  de  notre  problème.  ^ 

Si  l'on  suppose  toutes  les  variables  x^^  x^y...x^  égales  entre  elles  et 
à  Xy  et  les  fonctions  i^^ ,  '^a  x  •  •  •  'V'ijl  ^y^nt  le  même  module,  que  nous  désigne- 
rons par  r,   le  premier  membre  de  l'équation  (77)  sera  là  même  chose  que 

— -,  où  r  est  une  fonction  rationnelle  de  x\  donc  en  vertu  du  théorème  DL 
on  pourra  énoncer  le  suivant 


I 

I 

i 
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^    Théorème  YD.     Si  entre  les  fonetions  o^r,  v$^^  U^Xj  II^Xj  •  •  n^Xy  oà 
/7^ 9  n^f  ...Tly,  désignent  des  fonctions  de  la  troisième  espèce,  avec  des  pa« 
'  raniètres  quelconques,  mais  avec  le  même  module  c  qu'ont  les  deux  fonctions 
de  la  première  et  de  la  seconde  espèce  vix  et  is^,  il  existe  une  relation  quel- 
conque de  la  forme: 

^      (=tt  +  ^j  logi?^  +  A^ log  r^  + . . .  +  Jv logî?^, 
on  pourra  toujours  supposer  que  les  quantités 

soient  de  la  forme  /i  -f~  7^9  où  /i  et  ç  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  seul. 
Ce  théorème  est  encore  d'une  grande  importance  dans   la    théorie    des 
fonctions  elliptiques.     Nous  en  développerons  dans  le  chapitre  IV.  des  consé- 
quences importantes  pour  notre  objet 

%  3. 

Séduction  du  problème  général* 

Reprenons  la  fcNrmule  du  théorème  VI.     En  la  différentiant,  le  résultat 

sera  de  la  forme: 

P+Qii^x=^0       . 

on  P  etQ  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  ;  donc  on  aura  séparément  P=0, 

Q=0,   donc  encore  P — j?.A«^  =  0,   c.  à.  d.  la  formule  (80)   aura  lieu  en 

faisant  varier  le   signe  du  radical  ù^x.     Or  en  désignant  par  0\,  0',,  0',  etc. 

les  valeurs  correspondantes  de  0^ ,  Oa  >  •  •  •  »  cela  donne 

OÙ  pour  abréger  nous  avons  mis  le  signe  de  sommation  2;  v'  étant  la  partie  algé- 
brique et  logarithmique.    En  retranchant  cette  équation  de  (80),  on  trouvera 

82)  2*«, .  tp^x  =  2«(v^e' — 1/^0)  4r  t; — v*. 

Cela  posé,  désignons  par  c  le  module  de  la  fonction  \p  et  par  àx  la  fonction 
±V^((1 — x^{i — c*^));  on  aura,  selon  ce  qu'on  a  vu  dans  lé  chapitre  L(35): 

en  faisant 

Q/AO— PAO' 

ff  étant  une  expression  algébrique  et  logarithmique. 
Soient  maintenant 


3ô8 

0Ù  p,  q^  Ty  Q  dont  des  fonctions  rationnelles  de  x.    En  changeant  le  signe  dn 
radical  Lm^j  on  anra  les  valeurs  de  V  et  AO',  savoir 

V  =p  —  q^x^  AO'  =  r  —  çA»ar. 
En  snbstitnant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  y,  il  est  clair  que  cette  fonc- 
tion prendra  la  forme: 

85)  y  =  /.A.ar, 

où  t  est  rationnel  en  x.     En  vertu  de  la  formule  (34)  on  voit  que  Ly  sera 
aussi  rationnel  en  x^ 

Si  maintenant  on  fait 

OÙ  e  est  constant,  on  anra  encore: 

ipy  =  i/;z  -|*  i/», 
donc: 

'^V — V'O  =  i/;2;  -j-  v^. 

Or  je  dis  qu'on  pourra  faire  ensorte  que  z  soit  une  fonction  rationnelle  de-  x. 

En  effet  il  suffit  pour  cela,  d'attribuer  à  la  constante  e  une  valeur  qui  fait  Ae=0. 

Soit  par  exemple  ^=1,  on  aura 

84)  z=z—.^—^  et  de  là  Ag  =  /  ~  ^  .y, 

mais  y*  et  Ay,  comme  nous  venons  de  voir,  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
Xy  donc  z  le  sera  également 

La  formule  (82)  prendra  donc  la  forme  suivante: 

85)  2da«  •  'if^x  =  2a  v^a;  +  F, 

OU  V  est  une  fonction  algébrique  et  logarithmique,  qui  en  vertu  du  théorème  II. 
pourra  se  mettre  sous  la  forme: 

M  +  -4^  logt^i  +  A^  logt^a  +  •  •  • 
toutes  les  quantités  i^  ^i»  t^s».*  •  •  étant  de  la  forme  p  4*  q*Lw^. 

En  développant  le  second  membre  de  l'équation  (8S),  on  aura  aussi  la  formule: 

'  -f"  ^«+1  •  'V«i+i^i»+i  "T  •  •  •  "T"  «11'  Vii^ji  "F  ^> 

OÙ  en  vertu  des  deux  équations  (84,  83)  toutes  les  quantités 


86)  { 


it> 


sont  des -fonctions  rationnelles  de  la  variables  x.     Cette  formule  est  donc  une 
suite  nécessaire  de  la  formule  générale  (77).    Il  faut  faire  attention  que  â  est 
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an  nombre  entier  et  qne  les  coeSiciens  a^,  a^»  ..a^^  sont  prépisément  les 
mêmes  dans  les  denx  formules.     C'est  une  remarque  essentielle. 

A  Taide  de  la  formule  (86)  on  pourra  maintenant  réduire  la  formule  gé- 
nérale  (77)  à  une  autre  plus  simple;  En  effet,  en  éliminant  la  fonction  ^ip^  entre 
ces  deux  équations,  on  trouvera  une  équation  de  la  même  forme  que  la  pro- 
posée, mais  qui  contiendra  un  nombre  moindre  de  fonctions  elliptiques.  Fai- 
sons m  s=  /i  et  mettons  or^  pour  x  dans  la  formule  (86).     On  aura  : 

En  éliminant  la  fonction  '^^x^  entre  les  deux  équations  il  viendra: 
87)  a^{2ârp^x^—^p^z^)+a^{2âxp^x^—xp^zJ  +  ...+a^,i{2ô\p^^iX^^^  F'. 

Mais  2^  étant  un  nombre  entier,  on  pourra,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  vu 
dans  le  chapitre  précédent,  trouver  dés  fonctions  algébriques  or'^,  ^'«'""^H^-i 
telles  que 

etc. 
donc  la  formule  (87)  donnera  celle-ci: 

^  \u'+A\  \ogv\+A'^  logt;'^  +  . . .  +  A'Iogt^V 
Cette  équation  a  précisément  la  même  forme  qne  Téquâtion  proposée  ;  seulement 
elle  ne  cootient  la  fonction  t^'^^.  On  pourra  la  traiter  de  la  même  manière  et 
en  chasser  une  des  fonctions,  par  exemple  tp^^i*  En  continuant  ainsi,  on  par- 
viendra enfin  à  une  équation  qui  ne  contiendra  que  des  fonctions  algébriques  et 
logarithmiques,  et  qui  ne  présentera  plus  de  difficulté.  On  voit  donc  que  le 
problème  général  pourra  être  réduit  à  celui-ci: 

Satisfaire  de  la  manière  la  plus  générale  à  V équation 


89)  ["^"^  ~  ^^"^'^"^  ^  ^^"^^^^  +  •  •  •  +  ?n^^^ 


+  tt+^1  logt?^  +^,log  1?^  + . . .  +  J,logi>^, 
on  t/^,  i;;^,  V^^, . . .  V^M  désignent  des  fonctions  elliptiques  des  trois  espèces^  et 
en  Sfipposant  que 

soient  des  fonctions  rationnelles  de  x;  et  que  lijf^j  ^JH^^  '  *  *  ti^n.^^^^^^  de 
la  fortune  p.^^  ou  p  est  rationnelle  enxy  et  ^  le  radical  dans  la  fonction  ipx. 
Soient 


i: 


l 


SiqipOBOiis  que  ces  équations  soient  satisfaites,  et  soit 

9à  (Lr,  6,x, . . .  0,^  seront  toajonrs  des  fonctions  rationnelles  suivant  la  nature 
les  fonctions  -tj),  '^^^  ■ . .  i/'i»  on  aora: 

«.JV,=  /'J!^.    *1.-^; 

)r  -"^"  ■  — ^  est  une  fonction  rationnelle  de  a;,'  donc  rintéerale  da  second 

p.       ds  ° 

nembre  pourra  être  réduite  à  la  forme: 

■\f)^^  =  7-  -f  Jaz  +  ^o'î'o*  +  -à'II'ix^  a')  +  A'IIXx,  «•)  -|-  . . . , 
rà  r  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique.     En  transformant  toutes 
es  fonetions  if>x,  tf^y^,  if,y«}  ...  de  cette  manière,  l'équation  (87)  prendra 
«tte  forme: 

(  =W-f^jl0gîJ^-f-^jl0gUj-J-... 

Sn  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir  il  est  clair  que  la  solution  du  problème 
89)  pourra  être  réduite  à  celte  des  suivants: 

Problème  A,     Trouver  tous  les  c^   possibles  où  Ton  peut  satisfaire  à 
équation: 

91)  (l-y')(l— <^")=p\l— ;t^(l— c*^), 

n  supposant  y  et  p  fonctions  rationnelles  de  rindétermioée  x,  et  c  et  c'  étant 
es  constantes. 

Problème  B.     L'équation  (91)  étant  satisfaite,  réduire  les  trois  fonctions: 
sï(y.«'),  ra^Cy,  c%  y7(y,  (-,  a) 
la  forme: 

T  +  A^x  +  A^xi^  +  A'mx,  af)  -I-  A'n{x,  «•)  +  . . . 
n  r  est  une  expression  algébrique  et  logarithmique. 

Problème  C.     Trouver  la  relation  la  plus  générale  entre  les  fonctions  qui 
nt  le  même  module  et  la   même  variable,  c'est-à-dire:  trouver  les  conditions 
-écessaires  et  suffisantes  pour  exprimer  une  fonction  de  la  forme: 

avix  -\-  a'ja^  -\-  a^IF{Xy  a^)  4  tt^n'{x,  a^)  +  : . ., 
par  des  fonctions  algébriques  et  des  logaritiimes. 

La  solution  complète  de  ces  trois  problèmes  sera  l'objet  principal  de  nos 
recherches  ultérieures.  Nous  allons  commencer  par  le  dernier  qni  est  le  plus 
simple. 
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Chapitre  UI. 

Relation  la  plus  gëoërale  entre  un  nombre  quelconque  de  fonc- 
tions elliptiques  de  la  même  variable  et  du  même 
mudule;  ou  solution  du   problème  C. 

Soit  comme  précédemment 

Aa;  =  ±  K((l  — ^)(1  — ^^)), 
ex^  js^  les  fonctions  elliptiques  des  deox  premières  espèces  et  IPa^^  IP^^f 

...n^a^  des  fonctions  de  la  troisième  espèce,  ayant  pour  paramètres  a^,  a^^ 
.  *  •  «lik»  ensorte  que 

Cela  posé,  il  s'agit  de  satisfaire  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équatioa: 

^       (  =  «  +  ^j  logtJj  4-  A^  logv^  +  . . .  +  J,  logwv 
En  vertu  du  théorème  VI.  on  peut  supposer  que  u,  v  ,  v  ^...v^  soient  de  la 

f  .  ^  A 

forme  p  4~  9^'  oii  p  et  q  sont  rationnels  en  x. 

Nons  supposons,  ce  qui  est  permis,  qu'il  soit  impossible  de  trouver  une 
relation  semblable,  qui  ne  contenait  toutes  les  fonctions: 

Nous  supposons  encore  qu'aucun  des  paramètres  «^,  a^, ...  a»  ne  soit  égal  à 
4- 1  ou  à  +  —  ;  car  dans  le  cas  contraire  on  pourrait,  comme  on  sait,  réduire 

la  fonction  correspondante  de  la  troisième  espèce  aux  fonctions  mx  et  fs^or. 


Cela  posé,  désignons  le  premier  membre  de  l'équation  (92)  par  '^x  et  le 
second  par  u-^lLâXo^v.     On  aura  donc 

93)  i;;ar  ==  «  +  2^1og  V. 

Il  est  clair,,  que  cette  équiation  aura  lien  encore  si  le  radical  A:r  change 
de  signe.  Donc  en  désignant  par  u^  et  v^  les  valeurs  correspondantes  de  te  et 
a;,  on  aura: 

—  1/; j?  =  tt'  -f-  2^  logt^. 
Cela  donne 

î\pxT=iu  —  tt'  4-  2^  log  (^), 
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Mettons  ici  «—or  an  lieu  de  -^Xj  od  povrra  supposer  ^e  àjc  reste  invariable; 
la  fonction  tpx  changera  de  signe  et  par  conséquent  on  anra,  en  désignant  par 
tt%  ul'y  TfytF  les  valeurs,  correspondantes  de  y^  v}y  v^  if\ 

—  21^0?  =:  «•  —  «"-4-  2J  log  (-^) . 
De  là  on  tire: 

Soit 

m  » 

«? =/i  +  5^^  -f"  (p'  +  y'^)Aar, 
où  p,  Çy  p\  q'  sont  des  fonctions  paires,  on  aura: 

V'  r=p-\^qx  —  (/^'  +  q'x)àX9 
?y»  z=p  —  y^  +  (/>'  —  5f'a:)Aar, 

tf  z=zp  —  jrar  —  {p'  —  jr'ar)Aar, 

dono 

v.if  =ip*  —  fj^x^  —  (/!'•  —  q^x^)t^x  -}-  2x{pq'  —  qp')à^9 
v'.tf  -srzp^  —  q^x^  —  {p^  —  q^a^)C^x  —  2x(pq'  —  qp')àXy 

par  conséquent  on  aura: 

t>.»w  ^^^^  /r  +  çx.Ax 
c'.r"  ''^  fs — çx.A*  ' 

cil  /"x  et  q)X  seront  des  fonctions  entières,  dont  Fane  est  paire  et  l'autre  tm- 
paire.  Nous  supposerons,  ce  qui  est  permis,  qu'elles  n'ont  pas  de  diviseur 
commun. 

La  partie  algébrique  ^  {u  —  u'  +  w**  —  m")  est  évidemment  de  la  forme 
r.àXj  où  r  est  une  fonction  impaire  de  x.  En  écrivant  A  au  lieu  de  ^^ 
l'expression  de  tpx  prendra  la  forme  suivante: 

M)  ^x^rte  +  2^1.g(|±H^). 

Quant  aux  coefiiciens  A^^  ^.^,...^^,  nous  pourrons  supposer,  qu'il  soit  im- 
possible d'avoir  entre  eux  une  relation  de  cette  forme: 
95)  wij  ^^  +  m^  J^  +  . . .  +  m^A^  =  0, 

où  m^y  fn^y...m^  sont  des  nombres  entiers.  En  effet,  si  cette  équation  avaii 
lieu,  on  aurait: 

c'est-à-dire  : 

2A\o%v ^=  A\MgV  ■\-A\.\ogv\  -f  . .  .-f-  A-.logtVi, 


J 


t 


i   • 
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OÙ  le  second  membre  contient  nn  nombre  moindre  de  logarithmes  que. le  pre« 
mier.  On  pourra  donc  répéter  cette  rédaction  jusqu'à  ce  qu'une  équation  telle 
que  (95)  est  impossible.  Cela  posé,  il  faut  prendre  la  différentielle  des  deux 
membres  et  comparer  entre  elles  les  fonctions  algébriques  qui  en  résultent 

Considérons  d'abord  la  partie  logarithmique  du  second  membre  de  la  for* 
mule  (94).     Soit  pour  abréger: 

on  aura,  en  différentiant,  un  résultat  de  la  forme  : 

v.ds 


97) 


dç 


où  V  est  une  fonction    paire  et  entière  de  a;,  savoir: 

98)  v=z^.{fx.(p'x—(px.f'x)^^a;—2fx.ipa:.((i'{'C^)X'^ic^x^). 
En  faisant: 

99)  ear  =  (A)» — (ç):r)*(A:r)% 

on  pourra  aussi  mettre  v  sous  cette  forme: 

100))  V(fX=z%fx.^x—fx.Va:, 

équation  facile  à  vérifier. 

Cela  posé,  décomposons  la  fonction  entière   Oa?  en  facteurs  de  la  fortne 
(ar*  —  a*)*,  et  faisons  en  conséquence  : 

101)  (fxf—{ipxf.(l^f={x^—a^y'^{x^  —  aX^^^  . 

L'équation  (100)  fait  voir  que  si  ^x  a  le  facteur  {x^ — «•)•,  v  aura  nécessaire- 

ment  celui  (ar^-^a*)**"*;  donc  la  fonction  fractionnaire  —-pourra  être   décom- 
posée  de  la  natière  saivante: 


102) 


9 


t  + 


P'i 


+ 


P', 


+  ...+ 


P'. 


«»-*«= 


OÙ  t  est  la  partie  entière,  §\y  /?'„  ■ . .  /^V  des  constantes.  D'abord  je  dis  qne  t 
est  une  constante.  En  effet  l'expression  (98)  de  v  fait  voir  que  le  degré  de 
cette  fonction  ne  pourra  jamûs  surpasser  celai  de  ^x.  Pour  trouver  les  coef- 
ficiens  §\,  /?',, . . .,  soit  /$'  l'un  quelconque  entre  eux,  correspondant  au  facteur 
(a' — ;r*)"  de  hx.     On  aura: 


/5' 


%s 


pour  AT  =  a, 


mais  si  l'on  fait 


éjf  =  /!.(««— a;*)", 
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oa  aura  en  verta  de  (iO0): 

donc  en  faisant  x'=ia\ 

/S»  =  2iiia.  ^ 


Or  on  a 

donc: 

et  par  snite: 

On  a  donc: 
103) 


9a 

0jr  a\—s^  a\—s^  ^V~ 


En  multipliant  par  •—  on  aura  la  valeur  de  dtf.     La  formule  (94)  donnera  donc^ 
en  différentiant: 


^^»*\**  a\-x^ ««,-*«     ■~*>' 


+  etc. 

■ 

En  substituant  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x  au  lieu  de  r,  on  voit 
sans  peine  qu'il  sera  impossible  de  satisfaire  à  cette  équation,  à  moins  que  r  ne 
soit  égale  à  zéro.  En  se  rapellant  que  nous  avons  supposé  qu'il  soit  impos- 
sible de  trouver  une  relation  entre  un  nombre  moindre  des  fonctions  Wa^^ 
IVoL^y . . .  Wa^  et  ayant  égard  à  l'impossibilité  d'une  équation  de  la  forme  (95)» 
on  verra  aisément  que  tous  les  coefficiens: 

À     À  À 

doivent  se  réduire  à  zéro  excepté  un  seul.    Soit  donc 

^,==-4,=..   ^v=0  et -4j=  1, 


on  aura: 


f+f^-^^+^+-+^ 


2in..a..Aa. 
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donc: 


«1 .  "  o. 


Cela  posé,  la  fonnule  générale  (94)  prendra  la  forme: 

104)     p.fix  —  *^'^*^  . /Pa,  —  *^«^«  /?'«,  — . . .  —  Igi^  J7>«, 

= log  r.^^±5£4f ) + c, 

on  les  paramètres  a^j  a,»  •  •  •  a»  doivent  satisfaire  à  Téquatioii 

105)   (/or)*—  (ya;)*(l — a^(l — c*;r«) = (a:« — a^)- i(a^ — aj^  . . .  (o^—  a\)--. 

Tune  des  fonctions  /^r,  q)ûp  étant  paire  et  Fautre  impaire. 

Telle  est  donc  la  relation  la  plus  générale  entre  des  fonctions  rapportées 
au  même  modale  et  à  la  même  variable. 

Il  est  remarquable  que  la  fonction  de  la  seconde  espèce  n'entre  point 
dans  cette  relation. 

Quant  à  la  quantité  constante  fi  qui  multiplie  la  fonction  de  la  première 
espèce  oor,  elle  pourra  sous  certaines  conditions  se  réduire  à  zéro. 

L'équation  (105)  qui  donne  les  relations  nécessaires  entre  les  paramètres 
a^j  a^^...am  est  précisément  de  la  même  forme  que  celte  que  nous  avons 
considéré  dans  le  chapitre  I.'  En  regardant  a^^  ^s>***^»  comme  des  varia- 
bles, elle  donnera  en  vertu  du  théorème  L: 

où   /7a  =  / ^ —  • 

Les  paramètres  a^y  «,»•••  «m  satisfont  donc  à  l'équation  diiférentielle : 

1 07  )  î^^^  +  ^î^  + . . .  +  "^^^  =  0. 

Pour  avoir  toutes  les  fonctions  de  la  troisième  espèce  qui  seront  réductibles 
indéfiniment  k  la  première  espèce,  il  faut  faire  n  =  1.  En  posant  a^  =  a, 
m^  =  191,  on  a  : 

108)  /Z>«  =  J^0a:~-^.log(^±5^ 

Pour  trouver  dans  ce  cas  le  paramètre  a^  on  aura  l'équation: 
109        {fxy  —  ((px)%l  -^a:^  (1  —  c^x^)  ==  {x^^  «•)• 
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ce  qui  fait  dépendre  a  d'une  éqfnation  qui  généralement  est  du  degré  m*.     Le 
cas  le  plus  simple  est  celui  où  m  =  2.     On  aura  dans  ce  cas  : 

(fx  =. —  y^ —  1,  fx  =  axj 

c 
donc  : 

donc  a  pourra  avoir  les  deux  valeurs — ,  _  ,      Les  valeurs   correspon- 
dantes de  a  sont  1 y  l-{ .     On  aura: 

OÙ  l'on  pourra  varier  le  signe  de  c. 

Si  m=S,  on  aura  dans  le  cas  fx  impair: 

fx  =^  ^  -^  aoTy  ç)a?  =  6, 
donc: 

(a^  +  or)*  —  6»(1  —  or»)  (1  —  r'o;*)  =  {x^  —  a*)»- 

De  là  on  tire: 

a»=6,  a»  +  aa+6Aa  =  0,   2a  —  c*6*  =  —  3a*,   a*  +  (1  +  c*)*' =  Sa*, 

donc  en  éliminant  a  et  6,  on  trouvera: 

a=zl  (r»a*  —  3a*), 

Aa  =  ^(l  — cV). 

Si  donc  a  est  une  racine  de  cette  équation,  on  aura: 


ITa 


■ 

#  /        £*\  ^    1  —  c«a*      ^  Vjp»  +  i(c*a«  —  Sa*)x—  a» .  Ax/  ' 

Généralement  la  quantité  a  sera  pour  un  m  quelconque  racine  de  l'une  des 
deux  équations: 

110)  ar^  =  0;  ^»  =  ^, 

où  x^  est  la  fonction  de  x  que  nous  avons  considéré  dans  le  §•  4.   du  cha- 
pitre L,  et  qui  est  telle  qu'on  ait 

dsm  ds 

et  en  même  temps  Xm^=^0  pour  x:=zO. 

n  y  a  encore  à  remarquer,  que  si  l'on  désigne  par  a  une  racine  de  x^ = 0,  — 

COL 

en  sera  une  de  l'équation  x^^z^.     Pour  prouver  que  a  satis&it  à  une  des 
équations  (110),  il  suffit  de  remarquer  qu'on' a  (39): 
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m)  p^^  q^iàxf  =  (a?*  —  a*)-(ar*  —  a««), 

où  a»  désigne  la  même  fonction  de  Uy  que  ar^  l'est  de  x     En  moitipliant  les 
deux  équations  (109.  111)  membre  par  membre,  il  viendra: 

111')     {pfx  ±  qcpxà^'xf  —  {ptpx  ±  qfx)\l^Y  =  (ar^  —  a«)*"'(ar^  —  a«^). 
Or  on  tire  des  mêmes  équations: 

p\fxf  —  q\(px)\i^Y  —  {x^  -—  «T-^, 
on  R  est  une  fonction  entière.    De  là  on  voit  que  l'une  des  deux  fonctions 

pfx  4-  q(px.!^Xy  pfx  —  qq>x.^x 
sera  divisible  par  {x^ — a*)"*;  donc  en  divisant  Téquation  (111')  par  (ar* — a*)***, 
le  résultat  sera  de  la  forme: 

r*  — ç*(Aar)*  =  ;r*— a*«, 
où  Tune  des  fonctions  r  ei  q  sera  paire  et  l'autre  impaire.  On  doit  donc  avoir 
d'abord  ()  =  0,  et  ensuite  r*  =  ar*  —  ce*„,  et  de  là  a«  =  0,  ou  a„  =  ^.  Ré- 
ciproquement si  l'une  de  ces  équations  a  lieu,  il  est  clair  par  la  forme  de  (111) 
qu'on  pourra  satisfaire  à  l'équation  (109).  11  y  a  à  remarquer  que  dans  le  cas 
que  nous  considérons,  /?  ne  pourra  jamais  être  zéro.  Donc  il  n'existe  pas  de 
fonction  de  la  troisième  espèce,  exprimable  par  des  fonctions  algébriques  et 
logarithmiques. 

Le  cas  particulier  le  plus  remarquable  de  la  formule  générale  (104)  est 
celui,  où  w  =  3  et  m^  =m^  =  »i,=  1.  Dans  ce  cas,  en  faisant  a,  =  a, 
A«,  =  —  Aa,  on  aura  : 

OÙ 

mmm\     j/ô:  =  ar* -f-  axy  (px  =  6,  ensorte  que 

^      \  {a^+axf—  h\\  '^x^){l  —  c^x^)  =  (x^  —  ^){x*  —  a\){x^—  a^), 
d'où  l'on  tire,  comme  dans  le  paragraphe  3.  du  chapitre  I.: 

114)   /6=a.a,.a^;  «  =  ^.(rV«*a.^  — a^— «J  — «p. 


Aa  a*  +  a 


;  fisszc  a.ttj.a^. 


CL  (X*  OL-i  •  OLi^ 

Les  deux  paramètres  a„  «^  sont  donc  arbitraires. 

Comme  cas  particulier  on  remarquera  celui  où  a^  est  infini.     On  aura 
dans  ce  cas 

«  :=s  4-  - —  • 
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On  pourra  donc  rédoire  Time  à  l'autre  deux  fonctions,  dont  les  paramètres  sont 
respectivement  a,  — .  La  formule  correspondante  pour  effectuer  cette  réduc- 
tion est  : 

US)    ^.„+/..(l)=„.+J.^.„g(^±^). 

Pour  trouver  toutes  les  fonctions  réductibles  l'une  à  l'autre,  il  suffit  de  faire 
dans  la  formule  (104)  n=2.     Cela  donne 

H6)  »..^/z...+»,.^ff«.=^.«-JI,g(^|±^), 

oà  les  paramètres  a^  et  a    sont  liés  entre  eux  par  relation: 

117)   (fx)*  —  (<px)^  .(1  — ar«)(l  —  c^x*)  ==  (x»— «;)-.  (a?*— «•)-. 
«t  cela  donnera  one  seule  équation  entre  «^  et  a,. 

Chapitre  IV. 
De  rcquation  (1— y'Xl—c'V)  =»''(1--**)(1— «'*")♦ 
Considérons  maintenant  le  problème  (A),  savoir  de  satisfaire  de  la  manière 
la  plus  générale  k  l'équation: 

118)  (1— y«)(l  — c'y)  =  r»(l~a:»)(l— cV), 

^  et  r  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  La  méthode  qui  s'offre  d'abord 
de  résoudre  ce  problème  est  celle  des  coefiiciens  indéterminés,  mais  cette 
méthode  ne  parait  guère  applicable,  si  le  degré  de  la  fonction  y  est  un  peu 
élevé  ;  au  moins  son  application  serait  très  pénible.  Je  vais  présenter  une  autre 
plus  simple  et  qui  est,  ce  me  semble,  importante  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

§4. 

'Réduction  du  problème  à  celui  de  satiefaire  à  l'équation: 

dy     dx 


A(y,c)  L(s,c) 

On  voit  d'abord  que  si  l'équation  dont  il  s'agit  a  lieu,  on  doit  avoir 
nécessairement 

^^  =  T-(â-)' 

OÙ  e  est  constant 

Il  est  facile  de  voir  que  les  deux  facteurs  1 — y%  1 — c'y  ne  peuvent 
s'évanouir  en  même  temps,  car  dans  ce  cas  on  aurait  c*^  =  1,  et  ce  cas  à  été 
excepté.     On  doit  donc  avoir  séparément: 
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H9)  i—y^  =  rl.ç:  1— c'V==^ÎP' 

où  r^  et  r^  sont  des  fonctions  rationnelles  dont  le  produit  est  égal  à  r.  Egale- 
ment on  anra 

Or,  différentiant  les  deux  équations  (119),  on  en  tirera: 


120)  \~^  «y  •  rfy  =  ^1  •  i^idç  +  2q  dr^\ 


Mais  il  est  clair  que  y  ne  pourra  avoir  aucun  facteur  commun,  ni  avec  r^  ni 
avec  r  ,  donc  il  faut  que  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  -^  soit  divi- 

sible  par  r^  et  par  r^  ;  mais  ces  deux  fonctions  ne  pourront  s'évanouir  en  même 
temps,  donc  on  doit  avoir: 

où  V  est  une  fonction  rationnelle  de  Xj  qui  ne  devient  pas  infini  en  attribuant 
à  X  une  valeur  qui  donne  r  =  0.  Soit  ^  =  -^9  où  /i  et  ç  sont  deux  fonctions 
entières  de  x  sans  diviseur  commun,  on  aura  évidemment: 

-h 

122)  ^donc: 

Cela  fait  voir  que  v  est  une  fonction  entière.  Or  je  dis  que  a)  se  réduira  à 
une  constante.  Désignons  par  m  et  n  les  degrés  des  fonctions  p  et  ç,  et  par 
fi  et  V  ceux  de  0  et  v.     Cela  posé,  il  y  a  trois  cas. 

Cas  I.  m>n. 
Dans  ce  cas  l'équation 

123)  to*— />%*— ^V*)  =  e*(l  —x^)(l  —  c^x^) 
fait  voir  que 


mais  comme  on  a 


on  trouve 


donc: 


'•^ di ' 

fi'\-v  =  m-\-n  —  1, 
p  <2m  —  /i  —  1, 


'[il 

11 
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,  c'est-à-dire,  poisse  £iii->-^=£: 

donc: 

et  par  con8é<{aeiit  v  constant 

Cas  U.  n>7rL 

On  anra  de  la  même  manière: 

4»  =  2iti  +  4,  tn — ii=^% 

v<2n — fi — 1,  p<ly  y  =  0, 

donc  aussi  dans  ce  cas  v  sera  égal  à  une  constante. 

Cas  ni.  72  =  m. 
Dans  ce  cas  il  peut  arriver  que  le  degré  de  l'une  des  fonctions 

9—Py  9  +  P^  9—Cp,  q  +  Cp 
soit  moindre  que  n  =  m. .  Soit  donc  par  exemple 

q—p  =  (p, 
ou  le  degré  de  (py  que  nous  désignerons  par  m — k^  ne  pourra  surpasser  m. 
On  aura  en  vertu  de  (123): 

4m — A:  =  £^-f-^' 
d'où 

2m — /i  =  2  +  ^, 

maintenant  si  l'on  substitue  la  valeur  de  ^  =j9  -f"  9?  ^^  aura: 

ô  ^, pdq  —  qdp pd<f  —  <fdp 

'^•^ d^~^  — di ' 

donc  : 

jtt  +  y  =  m  +  m  —  k  —  1  =  2m  —  k  —  1,  si  A:  >  0,  et 

/ti  +  ^  =  ^  +  ^  —  *  —  2  =  2m — k  —  2,  si  A:=0. 
Dans  le  premier  cas  on  a        . 

p  =  2m — fi — k —  1  =  1  —  ^A  ==  0, 

et  dans  le  second 

^=:2m  —  fi — k  —  2  =  0. 

Le  degré  de  la  fonction  entière  v  est  donc  dans  tous  les  cas  égal  à  zéro» 
et  par  conséquent  v  se  réduit  à  une  constante.  En  la  désignant  par  e,  on  aura  : 

124) 


dy 
ds 


Cela  posé,  1  équation 

(l-y*)(l -cr'V)  =  (|)^*-^(l--*")(l-^•*") 


'f 
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douien  eeUe^d. 

i2&)  ^    *-^ 


et  le  problème  est  ramené  par  là  à  celai  de  satisfaire  de  la  manière  la  pins 
générale  k  cette  équation  en  supposant  y  rationnel  en  x.  En  intégrant,  on  aura: 

126)  I3(y,c')  =  é.i3(ar,i:)  +  C. 

En  comparant  ce  résultat  à  celui  que  nous  avons  démontré  dans  le  chapitre  II. 
on  aura  ce  théorème: 

Théorème  Vm»  "Si  Ton  a  une  relation  quelconque  entre  un  nombre  quel- 
conque de  fonctions  elliptiques,  et  qu'on  désigne  par  c  le  module  de  Tune 
d'elles  prise  à  volonté,  il  se  trouvera  parmi  les  autres  fonctions  au  moins  une, 
dont  le  module  est  c'y  et  qui  est  telle,  qu'on  ait  entre  ies  fonctions  de  la  pre* 
mière  espèce^  correspondantes  respectivement  aux  modules  &  et  c^  cette  rela- 
tion très  simple. 

rsijfy  C)  =z  €  m{x,  c)  +  Cy 
où  y  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  e  une  quantité  constante." 

Ce  théorème  est  de  la  plus  grande  importance  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Il  s'agit  maintenant  de  trouver  toutes  les  valeurs  de  y  et  des  modules  & 
et  c  propres  à  satisfaire  à  Téquation  (125).  Si  la  fonction  y  contient  des  puis- 
sances de  X  supérieures  à  la  première,  elle  jouira  d'une  certaine  propriété, 
qui  conduira  à  son  expression  générale,  en  supposant  connue  la  solution  com- 
plète dans  le  cas  où  y  ne  contient  que  la  première  puissance  de  x.  Cest 
pourquoi  nous  donnerons  d'abord  la  solution  dans  ce  cas. 

§2. 

(X  4"  â .  .r 
Solution  dm  problème  danê  le  eue  de  vrr ^— — • 

En  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation: 

«•(l-y«)(l— c^>)  =  (l-;c«)(l-c*;i:») .  (^)\ 

rien  n'est  plus  facile,  que  de  trouver  toutes  les  solutions   possibles.     Je  ne 

« 

ferai  (pw  les  transcrire: 

n.    «•=±7>   y=±«:,  y=±^.    «=±<?, 

47* 


'11 

I 
\\ 

•î 


i 
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On  voit  que  le  module  &  a  six  valeurs  différentes.  La  fonction  y  en  aura 
douze,  car  à  chaque  valeur  de  c'  répondent  deux  valeurs  différentes  de  y.  Ces 
formules  nous  seront  utiles  pour  la  solution  du  problème  général. 

§  5. 

Propriété  générale  de  la  fonction  rationnelle  y,  qui  satisfait  à  une  équation  de  la  forme: 

dy  ds 

Soit  pour  abréger: 

V'Ca— y*)(l-^'V))  =  A'y  et  K((l  — ^^)(l-cV«))  =  Aar, 
réquaUon  (12S)  qu'il  s'agit  de  satisfaire,  prendra  la  forme: 

127)  ±^^^à^ 

OÙ  y  est  supposée  fonction  rationnelle  de  x. 
Soit 

128)  y=zrpx 

la  fonction  cherchée.  Si,  en  réduisant  ipx  k  sa  plus  simple  expression,  les 
puissances  de  la  variable  a:  qui  y  entrent  s'élèvent  jusqu'à  la  ^«^  inclusivement, 
nous  dirons  que  \px  est  une  fonction  rationnelle  de  x  du  degré  /u.  Sa  forme 
générale  sera  donc: 

129)  'kpx  =  ■         »* 

le  numérateur  n'ayant  de  diviseur  commun  avec  le  dénominateur,  et  les  deux 
coefficiens  A^  et  B^  n'étant  nuls  à  la  fois. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  x  comme  fonction  de  y,  Téquation  yr— ya- 
donnera  ^  valeurs  différentes  à  x,  nécessairement  inégales,  en  suppoi^ant  y  va- 
riable. Il  est  évident  que  toutes  ces  valeurs  de  x  satisferont  également  à 
Féquation  différentielle  : 

à» ,     ds 
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En  désignant  donc  par  :p  et  a?*  deox  de  ces  valenrs,  on  anra  en  même  temps  : 

Donc,  en  égalant  ces  denx  vâleors  de  -^,  on  aura 

Ajf 
dsf         ds 

Lf         as 

Cette  relation  aura  toujours  lieu  entre  deux  racines  quelconques  de  l'équation 

0  est  facile  de  tirer  de   là  une   équation  algébrique  entre  x*  et  x.     En  effet 
l'intégrale  complète  de  cette  équation  est  en  vertu  de  (36): 

130)  ^        sàe  +  elx 
^  1—c^e^s^' 

OÙ  e  est  une  constante.    Maintenant  x  et  or'  étant  tous  deux  racines  dey=^âr, 
on  aura:  yz=z\pXy  yzznxpx'y 

donc: 

131)  ^x'z^ipxy 

et  puisque  y  est  variable,  cette  équation  doit  nécessairement  avoir  lieu  pour 
une  valeur  quelconque  de  x.     On  ftura  donc  immédiatement  ce  tbéorème  : 

Théorème  IX.  "Si  une  fonction  rationnelle  y  de  ar,  du  degré  //,  doit  sa- 
tisfaire à  une  équation  différentielle  de  la  forme 

dg  ds 

A'y  as' 

il  faut  que  cette  fonction  reste  la  même,  en  mettent  pour  or,  fi  valeurs  différen- 
tes de  la  forme: 

s  lie  +  e Ajt 
1— c«e«j?»' 

e  étant  constant" 

Ce  théorème,  nous  conduira,  comme  nous  verrons,  de  la  manière  la  plus 
simple  à  l'expression  générale  de  y.  Il  s'agit  seulement  de  déterminer  les  va- 
leurs convenables  de  la  constante  6;  car  celles-ci  étant  trouvées,  rien  n'est  plus 
facile  que  de  trouver  ensuite  toutes  les  autres  conditions  nécessaires.  Occu- 
pons nous  d'abord  de  la  rechercbe  de  cette  constante. 

§  4. 

Recherche  dee  racinee   de    l'équation  yz=i^s. 

Soit  pour  abréger: 

132)  e^—  ^Ae  +  eAx 
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nm»  vûrmm  d'iqirè»  w  fte  ftoiiA  veftMs  de  voir  (131)  t 

155)  ij;(Oar)  t=  yjf, 

où  le  sigoe  da  radical  àsc  est  évidemment  ariiitraire.  Je  remarqae  qae  cette 
équation,  ayant  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x^  subsistera  encore  en 
mettant  éx  au  lieu  de  x.     On  aura  donc: 

^(Ji(^x))  =  ip(iix)  =  '^x. 
En  mettant  de  nouveau  ^x  au  lieu  de  x  et  ainsi  de  suite,  on  trouve 

y==2^x=:  tp(iix)  =  t/;(0*^)  =i  ip{h^x)  =t  •  • .  =  fp{Vx)  =  etc^ 

où  Ton  a  écrit  pour  abréger: 

^*x  =  War,  0*ar  =  06*:r,  •  • .  etc.  0*a?  =  $0*"*ar. 
Il  suit  de  là  que  toutes  les  quantités  de  la  série 

^*^^J  Xy     yXy     V    Xy  «   •  •    V    Xy   •   •  • 

seront  des  racines  de  l'équation  yz=:tpx.  Maintenant  cette  équation,  n'ayant 
qu'un  nombre  limité  de  racines,  savoir  /u,  il  faut  nécessairement  que  plusieurs 
quantités  de  la  série  (154)  soient  égales  entre  elles.  Il  s'agit  de  savoir  si 
cela  est  possible.  Pour  cela  il  faut  d'abord  avoir  l'expression  générale  de  ft"ar 
en  fonction  de  x  et  e.  Supposons  pour  le  moment  e  indépendamment  variable. 
On  aura  en  vertu  de  l'équation  (152) 

1— c«e«(e«-^jr)« 
d(0"jr)  _^  rf(6»"*j)    ,     de 
A(0«jr)  ~"  A(0*-*jr)  "^  A»  ' 

£n  mettant  dans  cette  équation  successivement  n — 1,  n — 2,...  12,  1  au  lieu 
de  n,  et  supposant,  ce  qui  est  permis,  que  les  radicaux  A(0*âr),  à(V^^x) . . .  A(0^), 
ÙLX  conservent  leurs  signes  dans  deux  équations  consécutives,  on  aura  sur  le 
cbamp  : 

A(e»*)         A*  ~     *  A« 

Cela  posé,  cherchons  suivant  le  paragraphe  4  du  chapitre  L  une  fonction  ra- 
tionnelle e.  de  ^  telle  que 

de.  de 


Le.        *•    Le' 
on  aura: 

rf(0«Jf)  dSi^  de. 


^.+ 


A(«*dr)         Air  '    Àe. 

Mais  si  Ton  fait 


ar» 


1— «Vx*  ' 


•   • 
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on  a: 


if 


donc: 


Cette  dernière  équation  donne 
QXk  €f  est  nne  constante. 


EL 


Pour  trouver  cette  constante,  faisons  6  =  0;  on  aura  e,»  =  0  et  A^, 
Donc  la  valeur  de  x^  deviendra  afT=zXj  et  pajr  conséquent  celle  de  Vx: 

'xA^  +  a'Ajr 


1. 


Mais  puisque  %x 


â;,  on  aura  encore  V^x  =  âr,  donc  : 

_         *A^  +  e'Ajp 


Cette  équation,  devant  avoir  lieu  pour  une  valeur  quelconque  de  x^  ne  pourra 

subsister  à  moins  qu'on  n'ait  séparément  6'=:0,  A^  =  l;  donc  on  aura: 

0"a?  =  x\ 
c'est-à-dire: 


13S) 


Vx 


1  — c'e^jT* 

Telle  sera  l'expression  de  Vx  pour  une  valeur  quelconque  du  nombre  entier 
n.  Elle  a  en  effet,  comme  on  voit,  la  forme  d'une  racine  quelconque  de  l'équa- 
tion y  =  i^x. 

Cela  posé,  soient  V^x  et  0*^":r  deux  quantités  de  la  série   (154),  égales 
entre  elles^  dont  il  existera  toujours  suivant  la  remarque  plus  haut.  On  aura  donc: 

mais  0~^âr  est  évidemment  la  même  chose  que  ("(O'^â:),  donc  en  mettant  x  pour 
0*j?,  il  viendra: 

156)  0"a?=ar. 

Une  équation  de  cette  forme  doit  donc  toujours  avoir  lieu  quel  que  soit  x.  Si 
elle  a  lieu  effectivement,  il  e^t  clair  que  la  série  (134)  n'aura  que  n  termes 
différents,  car,  V^^x^  passé,  les  termes  se  reproduiront  dans  le  même  ordre, 
puisque  V^'^x  =  Oor,  0"+*j?  =  %^x  etc.  Si  Ton  suppose,  ce  qui  est  permis,  que 
n,  dans  l'équation  0*â7==^,  a  la  valeur  la  plus  petite  possible  pour  la  même 
valeur  de  6,  il  est  clair  également  que  les  n  quantités. 
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157)  or,  Oar,  0*ar,  •..0*;r 

seront  nécessairement  différentes  entre  elles.     Car  si  Fon  avait  par  exemple 

il  en  résulterait  e^ar  =  ar,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse,  attendu  que  (i  est 
moindre  que  n. 

n  s'agit  maintenant  de  satisfaire  à  l'équation 

•Cr    •^—    •C'a 

En  y  substituant  l'expression  de  6";r,  donnée  par  la  formule  (135),  il  viendra: 


X 


X—c'e^s 


3^3  «>3 


Or  il  est  impossible  de  satisfaire  à  cette  équation  pour  une  valeur  quelconque 
de  x^  à  moins  qu'on  n'ait  séparément  les  deux  équations: 

158)  e»  =  0,  AeH=l; 

et  réciproquement:  si  ces  équations  subsistent,  il  en  sera  de  même  de  l'équa- 
tion ^x  =  X.  Or  je  dis  qu'il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  à  ces  deux 
équations  à  la  fois. 

D'abord  si  n  est  impair,  les  deux  quantités  e^  et  — ^  seront  des  fonc- 
tions rationnelles  de  ^,  comme  nous  l'avons  vu  chapitre  I.  §  4.  Si  donc  on 
désigne  par  e  une  racine  quelconque  de  l'équation 

159)  «?»  =  0, 

il  suffit,  pour  satisfaire  à  l'équation  A^»  =  1,  de  déterminer  le  radical  Ae  de  la 
manière  que: 

140)  Ae=^ 

après  avoir  mis  le  second^  membre  sous  la  forme  d'une  fonction  rationnelle  en 
e.  Ce-ci  se  fait  voir,  en  remarquant,  que  si  e^  =  0,  la  quantité  A^»  = 
iT^((l — ^*n)l  —  <?*^%))  06  pourra  avoir  que  l'une  des  deux  valeurs  -f-l»  —  1- 

Si  au  contraire  n  est  un  nombre  pair,  on  a  vu  que  A^m  sera  une  fonction 
rationnelle  de  e^  de  la  même  sorte  que  - — ^.     En  la  désignant  par  f»,  on 

doit  avoir  en  vertu  des  équations  (158): 

141)  6^=1. 

Or  je  dis  que  si  e  est  une  racine  quelconque  de.  cette  équation,  on  aura  à  la 
fois  e^  =  0,  A6»  =  1.     En  effet  ayant 
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.  —     Ae,      _    •(!-<)  _, 

on  en  tire  en  quarnmt, 
et  cela  donne: 

car  c*  est  différent  de  Tunité.  Or  ayant  e.  =:  0  et  f j,  =  1,  on  aura  évidem- 
ment àe^  =:  1  ;  donc  etc. 

On  pourra  donc  satisfaire  à  la  fois  anx  deux  équations  : 

et  on  aura,  toujours  un  nombre  n*  de  valeurs  différentes  et  convenables  de  e^ 
car  en  vertu  des  formules  (51.  55)  les  équations  «,»  =  0,  «»  =  1  seront  du 
degré  n*  en  e. 

n  s'agit  maintenant  de  dioisir  les  valeurs  de  ^  qui  rendent  toutes  les  n 
quantités  x^  %x^  ...  ^"^^x  différentes  entre  elles,  car  cela  est  une  seconde 
condition  à  laquelle  doit  satisfaire  e. 

Or  pour  cela  il  suffit  de  rejeter  toutes  les  valeurs  de  e  qui  pourraient 
donner  ^^x  =zxy  oh  fi  est  moindre  que  n.  On  pourra  toujours  supposer  ^  fac- 
teur de  n.  En  effet  soit  k  le  plus  grand  commun  diviseur  de  fi  et  ti^  on 
pourra  trouver  deux  nombres  entiers  /i'  et  7if  tels  que: 

/l'fi  =z  n'n  «4-  k. 
Or  réquation  V^x=rx  donne: 

V^V-X  =  Xj 

donc  :  6*'"+*;r  =  a:  =  6*0*'*;r  ; 

mais  en  vertu  de  0"âr  =  ;r  on  a  encore 

0*'*a?  =  Xy 
donc  enfin: 

^xzszx; 

donc,,  si  ^f^x^=Xy  on  aura  encore:  ^x=^Xy  ou  k  est  diviseur  de  n.    Donc  il 

suffit,  de   rejeter  toutes  les  valeurs  de  e,  qui  pourraient  satisfaire  en  même 

temps  à  ces  deux  équations: 

où  /i  est  un  facteur  de  n;  et  il  faut  nécessairement  les  rejeter  toutes,  car  si 
Ton  a  ^^x  =  ^r,  on  a  nécessairement  ^""x  =:  x. 

Ainsi  on  trouvera  aisément  une  équation  en  e,  dont  toutes  les  racines  don- 
neront  des  Talenrs  convenables  de  cette  constuite.    Si  »  est  on  nombre  pre- 
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mier  impair,  on  a  /i  =  1  ;  donc  la  seule  racine  qa'il  faut  rejeter  de  celles  de 
réquation 

est  celle-ci: 

c  =  0- 

On  aora  donc  un  nombre  n*— - 1  de  valeurs  convenables  de  e.     Car  l'équation 

c^  =  0  est  du  degré  n*. 

Il  y  a  une  remarque  essentielle  à  faire  sur  les  quantités 

Savoir,  on  aura  toujours  en  même  temps: 


En  effet,  on  a  (43)  : 


mais  e^  =  0,  Ae,»  =  1, 

donc: 


On  aura  également  (42) 


^M-M  —   """"   ^»» 


donc  à  cause  de 


on  aura: 


^m. 


En  substituant  ces  valeurs  de  ^«-«9  A^»^  dans  Téquation 


1— cV    *«     ' 

on  aura  précisément  la  seconde  des  équations  (142). 

Si  l'on  multiplie  entre  elles  les  valeurs  de  V^x  et  0"^^,  le  produit  sera 
rationne],  et  on  trouvera 

143)  e»a:.e— ar=  ^^"j^,  . 

On  aura  de  la  même  sorte: 

14*)  ,-;.+,r-^=_^t_. 

Ces  formules  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 
l>'après  ce  qui  précède^  les  n  quantités 
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sont  différentes  entre  elles  et  racines  de  l'équation  y  ==  ^x.    Le  degré  ^i  de 

cette  équation  est  donc  égal  à  n^  s'il  ne  surpasse  ce  nombre.    Nous  verrons  plus 

bas,  qu'U  suffira  de  considérer  le  cas,  où  (i^=.n.     On  pourra  même  supposer 

n  premier. 

§  5. 

TVoifPer  twdeê  le9  vahurê  de  g  çui  pourront  répandre-  ans  valeurs  des  racines, 

lorsqu'on  en  connaît  une  seule. 

Pour  simplifier  la  solution  du  problème  général,  voyons  si  plusieurs  va- 
leurs différentes  de  la  fonction  y  et  du  module  c'  pourront  répondre  aux  mêmes 
racines  de  l'équation  y  =  ^px.  Rien  n'est  plus  facile  que  de  trouver  les  va- 
leurs de  y  et  &.  En  efiet  soit  1^2;  =  ^  où  j9  et  q  sont  des  fonctions  entières 
de  z  sans  diviseur  commun.     En  désignant  par 

•V,      «v   ,      X^    ...     X^*"    ' 

toutes  les  racines  de  Téquation 

y  =  ^Xj 

on  aura      p  —  qyz={a — by){z — x){z — x'){z — x')...{z — a^f^O), 
où  a  et  b  sont  des  constantes.     Soit  maintenant  y^  une  autre  valeur  de  y  qui 
satisfait  aux  mêmes  valeurs  de  or,  afj  af  ...^  on  aura  en  désignant  par  p^  et  q^ 
les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  p  et  qi 

P' — îy = (^' — ^'y)(^ — ^){^  ~  ^){^ — af*)  ...z — :p^»*-0 
donc  : 


En  attribuant  à  z  une  valeur  constante,  il  est  clair  que  cette  équation  donnera 
pour  y'  une  expression  de  la  forme: 

où  a,  /?,  a\  /?'  sont  des  constantes.     En  désignant  maintenant  par  tf  le  module 
qui  répond  à  y\  on  aura  en  même  temps: 

v'Ki— y'*)(i— ^V*)]~   '^'    A'y        '^' 

donc  : 

j  jg\  ^ '_ _«^    ^ 

J  •[(i-3r«)(i-c'y»)]~  •  '  •C(i-y«)(i-c'V)]  ' 

En  y  substituant  l'expression  de  y^  en  y,  on  aura  les  équations  nécessaires 

pour  trouver  y\  c^,  i\     Ce  problème  est  précisément  le  même  que  celui  du  pa^ 

ragrapbe  2.     On  voit  donc»  qu'une  seule  solution  de  l'équation 
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dg  ds 

ày  *  as 

donnera  snr  le  champ  cinq  autres  qui,  généralement^  seront  différentes  entre 
elles.     La  fonction  y  aura  toujours  deux  valeurs    correspondantes  au  même 

module  &.  savoir  v  et  ---  • 

cy 

§  6. 

Sokitian  complète  du  problème  dans  le  coê  |ji  =s  n. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  y=:^px  n'ait  d'autres  racines  que 
celles-oi  : 

ce  qui  à  lieu  toujours  si  fi  est  un  nombre  premier,  comme  nous  le  verrms 
plus  bas.  On  aura  alors,  si  p  et  ^  signifient  la  même  chose  qu'an  paragraphe 
précédent  : 

147)  p^m^qy=z{a — bt/){z — x){z — ^x){z — 0*^:)  .  • .  (z — V^^x). 
En  attribuant  à  z  une  valeur  particulière,  on  aura  une  expression  de  y,  dans 
laquelle  tout  est  déterminé,  excepté  trois  quantités  constantes.  Nous  allons 
voir  qu'on  pourra  toujours  trouver  ces  quantités  de  sorte  que  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  soit  satisfaite.  Pour  cela  considérons  deux  cas:  n  impair 
et  n  p^r. 

Cas  I.     Si  n  est  un  nombre  impair. 
Soit  dans  ce  cas  n  =  2/i  -f-  1      Alors  l'équation  (147)  donne,  en  attri- 
buant à  z  la  valeur  particulière  zéro: 

af — b'y  =  —  (a — 6y)a? .  Oo? .  ô'a? . . .  6«i*ar, 
et  de  là: 

Remarquant  maintenant  qu^en  vertu  de  (143)  : 

^a ^ 

Ht 

il  est  clair  que  l'expression  précédente  de  y  sera  une  fonction  rationnelle  de  x 
du  degré  2^  -{-  1  ;  donc,  puisque  cette  fonction  ne  varie  pas,  en  mettant  pour  x 
les  2^  -f-  ^  valeurs 

Xy     ^Xy      V    •!?  •    .    •    9     f^Xy 

ce  qui  est  évident  à  cause  de  0*»*+^:r  =  ar,  on  conclura  que  l'équation  (147)  a 
lieu  en  mettant  au  lieu  de  y  cette  fonction  et  pour  p  et  q  les  valeurs  corres* 
pondantes  en  z.     Cette  équation  pourra  s'écrire  comme  il. suit: 
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140)  />—9y=(«>—*y)(*—arXa—«ar)(>-0«i*«X*—«**K*— •"*"**)  •  •  • 

Cela  posé,  faisons: 

x—i    —1     1      —1 
ar—l,        1,    _,    —  _, 

et  désignons  les  valeurs  correspondantes  de  y  par 

a,  ft  y  y  â. 

Puisqu'on  a  pour  ces  valeurs  de  or,.  Ao?  =  0,  il  suit  en  vertu  des  deux  équations 
(142)  du  paragraphe  4: 


.i 

I: 


Ve»  ' 


d'où  l'on  voit  que  les  facteurs  du  second  membre  de  l'équation  (149)  seront 
égaux  deux  à  deux,  en  faisant  abstraction  du  premier  facteur  z — x.  On  a  donc: 

150)  J/'  —  y/»  =  («  —  */*)(!  +^)-Ç'** 

/  y_yy=:(«_Jy)(i_C2).ç»* 

—  y*  =  (a  —  6(J)(1  +r^).p"*, 
où  Çy  c'y  Q'y  ç*  çcrout  dcs  fonctions  entières  de  z  du  degré  /i.    Mais  puisque 

151)  (y«—p«)(i^_c^«)  =  r»(l  — :2^(1  — c*^), 

les  équations  précédentes  font  voir  que  les  quatre  constantes  a,  /?,  j^,  d  égalent 
ceUes-ci  : 

+1,  -1,  +1,  -1-, 

c  c 

et  si  cette  condition  a  lieu,  les  quatre  équations  (1^)  donneront  évidemment  une 
de  la  forme  (151),  et  par  suite  on  aura 

152)  ±=ze.^y 

en  vertu  de  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  1  de  ce  chapitre. 

Puisqu'il  suffit  de  connaître  une  seule  valeur  de  y,  nous  pourrons  faire 
par  exemple: 

1S5)         «  =  1,   /î  =  -l,  y  =  l,    <y=-^- 

Cela  posé,  il  reste  à  satisfaire  à  ces  épations.     Or  si  l'on  fait  pour 
un  moment:  - 

154)    y^=^- e;r.(»«^ . . .  e«^^  =  (i--,.e»:r*)(i~o«,v') ♦  ■  •  {i-cul^sp* 

l'expression  de  y  deviendra: 
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d'où  Ton  tire,  en  remarquant  qae  (p{ —  a;)  =  — -  ipXy  et  fiitsant  x=i^  —  1, 

1       1 

____     _^^  • 

ce 

donc  en  verta  des  équations  (133),  on  mura: 

D  est  impossible  de  satisfaire  à  ces  éqoations  à  moins  qne  l'une  des  qnan- 
tités  a'j  b^  ne  soit  zéro.  Faisons  donc  a'=:0,  on  anra  en  même  temps  6  s=0. 
Donc  deux  des  équation  précédentes  donneront: 

d'où  l'on  tire  la  valeur  de  e*,  savoir: 

r.^    9(1) 

La  valeur  de  y  deviendra: 

a  ms 

y  =  T-  •  V^  ==  -rr.  • 
^        »/    ^  ç(l) 

Quant  aux  valeurs  de  q){\)  et  tp  (— \  on  aura  en  vertu  de  l'expression  deqpor: 


y(i) 


1— e«        1— e»a  1— «IL 


1— «««•     1 — e*9\  '     \—e*e'* 


»(4) 


l_ea««    l—e*»\ 


donc: 


c«l*+i      i_e«      1— e\  •••  1— ••   ' 


»(i) 


et 


C«I*+».<J>(1) 


c«  =  c«^+i.(9(l))*,  9(1)  =  -^. 


Enfin,  pour  avoir  la  valeur  du  coefficient  e^  il  suffit  de  faire  :r  =  0,  après  avoir 
différentié  l'expression  de  y.     On  aura: 


Mais  comme  on  a 


^y I  p»  ptt  pft       p«     ^ 
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il  en  résulte,  en  faisant  âr=:0. 


y 


^  — +  . 
donc  on  pourra  faire: 

En  vertu  de  ce  qui  précède  on  pourra  énoncer  le  théorème  suivant: 

Théorème  X.  "Soit  e  une  racine  quelcon^e  de  ré([uation  ^^^^^  ==  0, 
mais  qui  ne  puisse  être  racine  d'une  autre  équation  de  la  même  forme 
^«•^.1  =  0,  ou  2m-|-l  6St  diviseur  de  £/i-f~  1*  ^^^^  posé,  si  l'on  détermine 
la  fonction  y,  le  module  r',  et  le  coefiicient  f,  en  vertu  des  formules  : 

2|i+i    /        (l-e«)(l-e\)(I-e%)  . . .  (1-ep       y 

on  aura  toujours: 

^ .  .  *[ 

i/[(l-if*)(i-c'V)]  ~^  '  •[(l-*«)(l-c«x«)]  ' 

en  déterminant  convenablement  le  signe  du  second  membre. 

Ayant  trouvé  de  cette  sorte  un  système  de  valeurs  de  y^  &,  e^  on  en 
aura,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  paragraphe  précédent,  cinq  autres  à  l'aide 
des  formules  du  paragraphe  1.  Il  répond  six  systèmes  de  valeurs  de  y,  e',  e 
à  chaque  valeur  de  e.  On  trouvera  même  douze  valeurs  de  y,  car  à  chaque 
valeur  de  c*  répondent  deux  valeurs  différentes  de  cette  fonction.  Nous  revien- 
drons plus  bas  au  problème  de  trouver  le  nombre  total  des  solutions  qui  ré- 
pondent à  la  même  valeur  àe  fi. 

Pour  donner  un  exemple  des  formules  ci-dessusj  soit/i  =  l.  Puisque 
dans  ce  cas  2/i  -|~  ^  =  ^  ■  ^^^  ^^  nombre  premier,  on  pourra,  en  vertu  de  ce 
qu'on  a  vu  plus  haut,  prendre  pour  e  une  racine  quelconque  de  l'équation 
e^  =  0,  excepté  la  racine  zéro.  Cette  équation,  en  vertu  de  la  formule  qui 
donne  l'expression  de  ar,,  est  du  huitième  degré,  savoir: 

0  =  3  —  4(1  +  c*)è»  +6c*e*  —  e^é^. 
La  quantité  e  étant  une  racine  quelconque  de  cette  équation,  on  aura: 

dy  ,  ds 

/[(i-»»)a-«'V)]"~**  V[(i-'»)(i-c*'«)]  * 
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VI— c«e»/*  *"KVc/       »^        ^e      1— c»«««« 

Puisque  é"  est  exprimé  en  e  par  une  équation  dn  quatrième  degr^  le  modale 
c  le  pourra  être  également     Cette  équation  est: 

(C— c)»  ==  ^Yc(f.{lL—Yc&)\ 
L'expression  générale  de  y,  donnée  plus  hau^  est  exprimée  en  forme  des  pro- 
duits.    On    décomposera  aisément  cette  fraction  en  fractions  partielles.     En 
effet,  puisque  les  racines  de  l'équation 

0=^.z(z»— è^(z«— c»)...(^— c»)H-y(l— «•«•z«)...(l— c*éî*z*) 

sont  les  2/t  -^  1  quantités  suivantes 

•  df,  %Xy  0*.!P . . .  O'i^ar, 
la  somme  de  ces  quantités  se^a  égale  an  coefficient  de  2*i^,  divisé  par  celui  de 
2*i*+i  et  pris  avec  le  signe  — 1,  donc: 

donc,  en  vertu  de  Té^tion 


!—«»«•«» 


on  aura  l'expression  suivante  de  y. 


157)  v  —  (r  I     ^''      I     ^'*''    4-       4-    '^V   >    -J!^.     <-^>'^ 

^  ^        V    ~  1— «««««*  ~  1— c»e V*  ~  '  •  '  ~  1— c>«'*V     «•'•c'    «• . «?,. . .  «^ 


»^V   A      •«        (-1)'*+' 

Cor  IL    Si  n  est  un  tmmbre  pair. 
Faisons  n==2/i.     Puisqu'on  a 


on  aura,. en  faisant  m=zfi: 

^v-xr=: 1 — !i— = Si !i— . 

Cette  égalité  ne  peut  subsister  à  moins  que  e^  n'ait  une  des  deux  valeurs  :  zéro 
ou  l'infini.     Cela  donne  lieu  à  considérer  séparément  ces  deux  cas: 
A.     si6,,  =  f 

On  aura:  Oï*;p=4-  — • 

•*-  es 

En  y  substituant  0*'a:  au  lieu  de  x^  on  aura: 
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Les  radiies  de  l'équation  y=^x  deviendront  donc: 

*»  ±  —  »  •*,  0**, . . .  «»*■**,  «'***a:,  $i^ar, . . .  e«i^-*a?, 
par  conséquent  on  aura: 
158)  p—qy — («— *y)(^— ar)(2qF  — )(«— ea?)  {z—a^y-'-^x) . . .  (zr^^^-^x)  (z— e»*+*a?). 

En  désignant  par  a'  et  b'  les  coefiiciens  de  z^^'^  dans  les  deux  fonctions 
entières  p  et  ^,  on  aura  : 

«»  —  %=  —  (a  —  6y)  Yar  ±  —  +  Oa:  -f-  e»«*-*ar  +  . .  .  +  e«*-*ar  +  ei^+^J?) 

—  (h,—d\('r\    *-l-      ^«'^     -U      »^*a^      -4-        4._J^V1_V 
V  y         'V     3=  car"  l-c««a*«~  1— c««V*  ~ "  '"  1— c«e^,*V 

L'expression  qu'on  en  tire  pour  y  sera  évidemment  nne  fonction  rationnelle  de 
X  du  degré  2//,  et  puisqu'elle  reste  invariable,  en  mettant  pour  x  les  2/«  quantités  *) 

l'équation  (1S8)  aura  lien  en  mettant  pour  y  cette  valeur  et  pour  p  et  ^  lés 
valeurs  correspondantes  en  z. 

Nous  allons  voir  qu'on  aura  une  valeur  convenable  de  y  en  faisant 

Cela  donne  ' 

c^    1        

*       -l-i-       »Ag.^  »^V.-*    ' 

expression  qui  est  évidemment  de  la  forme: 

159)    y  =  -d. ^ =iA.q>x. 

Pour  trouver  la  valeor  de  A^  remarquons  que  si  l'on  fait  :r  =  1,  y  doit 
avoir  nne  des  valeurs:  ^[^  1,  Jh  -r-     Soit  par  exemple  y  =  1,  pour  a?=  1,  on 

c 

aura: 

160  ^  =  -^' 

Cela  posé,  faisons  dans  l'éqnation  (158)  :  a:  =  1.    En  remarquant  que  a  =  0, 
on  aura 

Ç^^  =  (1  — .  2)(1  :f  C2)  .  Ç*, 


^)  On  « 


a' +o(jp+«4P+ft«jr... +  «••*-'*)     ^  .,,. 
•  ^ i r  et  V*^S^1S. 
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où  ç  est  une  fonction  entière  de  z^  car  pour  ar  =  1  on  aura  : 

En  changeant  le  signe  de  z  dans  l'éqnation  précédente,  on  aura»  en  remarquant 

que  q  est  une  fonction  paire  et  p  une  fonction  impaire: 

q'^p=^{i'^z){i^cz).ç^. 
Cela  donne: 

Maintenant,  puisque 

16i)         (y*  —P^){q^ — ^' V)  =  (1  —z^){i  —  c^z*)r\ 
cela  fait  voir  que  la  fonction  q^  —  c'^p*   doit  être  un  carré  parfait     Or  on 
pourra  toujours  déterminer  &  de  la  manière  que  cette  condition  soit  remplie. 

Faisons  dans  l'équation  (1S8) 

1 

on  aura: 

donc  :  .       ôi*+"ar  =  Ô"ar. 

■ 

Si  donc  on  désigne  par  a  la  valeur  de  y  qui  réponde  à  ;r  =  ,  les 

racines  de  l'équation 

p  — ««'  =  0, 
c'est-à-dire  les  facteurs  de  p — aq^  seront  égaux  entre  eux  deux  à  deux;  donc 
p — ccq  sera  un  carré  parfait     En  changeant  le  signe  de  z,  on  aura  p-^-^tq^ 
qui  par  conséquent  sera  également  un  carré  ;  donc  en  multipliant,  on  aura  : 

p*  —  a*q^  =  t\ 

où  t  est  une  fonction  entière  de  z.     En  faisant  donc 

, 1 

^  —  â^ 
l'équation  (161)  aura  lieu,  et  par  suite  ou  aura: 

dv  d%  X    p  ^  ^ 

—  f.-T-,     ou-^=!«;, 


A't^  As 

c'est-à-dire,  en  changeant  2:  en  ;r: 


dy  ds 


A'y  Ajt 

Pour  déterminer  le  coefficient  f,  on  aura  d'abord,  en  vertu  de  la  dernière 
équation: 
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ê  =2  -^9  pour  x=iO. 
i8  Texpression  de  y  donmera: 


ày 


A 


^~  9(1)' 

donc: 

_:  1 

*"~Ç(1)" 
Le  numérateur  de  la  fraction  qui  exprime  la  valeur  de  y  sera  décomposé 

en  facteurs;  savoir  si  Von  fait  y  ?=  ^,  on  aura: 

On   pourra    facilement  décomposer  de  la  même  manière   le  dénominateur  q\ 
comme  on  va  le  voir. 

En  divisant  les  membres  de  la  formule  (147)  par  y,  il  viendra  à  cause  de 
a  =  0: 

Cela  posé,  soit  â  une  valeur  de  Xy  qui  rend  y  infini,  c'est-à-dire  une  des  ra- 
cines de  l'équation  q^  =  0.      On  aura 

q==:  b{Z'—â){z—ed){z—6^â)  . . .  (z—e^V'-^d). 

Il  suffit  donc  de  connaître  une  valeur  de  â.     Or  une  telle  valeur  est  -77-; 


En  effet  puisqu'on  doit  avoir  y  =  ^,  et  remarquant  que 

a^  1    . 

on  aura 

r=:x+ex-\-0^x  +  ...  +  e^^-^x  =  0. 

Soit  pour  une  valeur  quelconque  de  x  : 

on  aura  évidemment,  en  remarquant  que  d^\^x:=x: 

Or  je  dis  que  si  l'on  fait 

on  aura  :  ■       p^=zOf       ■ 

pour  une  valeur  quelconque  de  m.     En  effet  on  a  d'abord: 

^^  1— c»»'*»  ' 


^(±P) 
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donc  en  mettant  d^x  an  lieu  de  x,  et  remarqoant  que  di*«=:^  —  : 

€S 


En  faisant  maintenant 


X 


Virfc)  ' 


on  aura: 


.donc  en  effet:  y^  —  q 

On  pourra  donc  faire 


v^(=F^). 

En  remarquant  que  q'  =  1,  pour  a;  =  0,  on  aura,  en  mettant  dans  l'expression 
de  q,  X  au  lieu  de  z; 

«■  =  0-T)('-^)('-fe)-('-^> 

D'après  ce  qui  précède  on  pourra  énoncer  ce  théorème: 

Théorème  XI.  "Soit  e  une  racine  quelconque  de  l'équation  e^=z  ^  mais 
qui  ne  satisfait  pas  en  même  temps  à  deux  équations  de  la  forme  e^  ==  0, 
A^m  =  1,  où  m  est  facteur  de  2^.  Cela  posé,  si  l'on  détermine  les  trois  quan- 
tités y^  c\  €  en  vertu,  des  formules  : 


±  7  ■  y  — ^±  car "*"  1— cî»«2jra       1— c^eV*  "*"••'"*"  1— caej;^_jjr« 

on  aura  toujours:  ' 

dy e.dr 

Le  cas  le  plus  simple  de  cette  formule  est  celui  où  /i  =  1.    On  aura  : 

/[a-3r*)(i-c'v)].  ^  ^  ^'  i/[(i-^«)(i^c«x*)]  • 

Après  avoir  déterminé  en  vertu  du  théorème  précèdent  un  système  de  va- 
leurs pour  y,  &,  €y  on  aura  cinq  autres  solutions  à  l'aide  des  formules  du  pa- 
ragraphe 2  de  ce  chapitre. 
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B.    Si  6,4  =  0. 


Si  e^  r=  0,  le  radical  t^^^  ne  pourra  avoir  que  l^ime  des  deux  valeurs  -|-  1  ou 
—  1;  mais  il  faut  ici  supposer  Ae^= —  1,  car  si  Fou  avait  en  même  temps 
e^  =  0,  àe^  =  1,  il  en  résulterait  O^^x  =  ar,  ce  qui  n'a  pas  lieu.     Mais 

she   +e  Ax 

cela  donne 

e^x  =  —  a?, 

et,  en  mettant  CTx  au  lieu  de  x: 

ei»+^ar=  —  erx. 

Les  racines  de  Féquation  y=z%px  seront  égales  dans  ce  cas]deux  à  deux, 
mais  de  signe  contraire,  et  par  conséquent  ^x  sera  une  fonction  paire  de  x. 
En  faisant 

on  aura: 

164)    p-^qy={a—by){z'—xXz'—{exY){z'—(^^xf) . . .  {z^  —  {ev'-^xf). 

Si  l'on  fait  z=zOy  et  qu'on  désigne  les  valeurs  correspondantes  de  p  et 
q  par  a'  et  (',  on  aura: 

af  —  %  =  ± {a —  bî/){x. Ox.e^x...  0^"^x)^. 
Cela  donne  pour  y  une  expression  rationnelle  du  degré  2fi.     Comme  dans  les 
deux  premiers  cas  on  démontrera  aisément  qu'il  sera  toujours  possible  de  dé- 
terminer les  constantes  a,  by  a\  b^  de  la  sorte  que  l'équation: 

dy  ds 


sera  satisfaite,  en  attribuant  au  module  (^  et  au  coefficient  e  des  valeurs  con- 
venables. Je  vais  considérer  seulement  le  cas  le  plus  simple,  où  /i  =  1.  On 
aura  dans  ce  cas 

et  par  suite: 

a'  +  ax^ 

y- 


En  mettant  cette  valeur  dans  l'équation: 

dy  ds 


on  trouvera  facilement  une  solution,  savoir: 

*6S)  y=4^,  c'=I=i,.  =  (i+cr-.i. 
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V 

Connaissant  ainsi  nne  solution,  on  en  déduira,  en  vertn  des  fommles  dn  $  2» 
les  cinq  autres,  de  sorte  que  Téquation 

à9   _^     ds 


L'y  ùkx 

pourra  être  satisfaite  des  six  manières  suivantes: 

166^         w_l±^       l±v/(l-c')       c±V{c^-l) 

§7. 

Réduction  du  problème  général  au  cas  où  le  degré  de  la  fonction  rationnelle  g 

est  un  nombre  premier* 

Soit  maintenant  yz=^x  une  fonction  rationnelle  quelconque  qui  satisfait 
à  l'équation  différentielle: 

dy  ds 

Ay  *  as 

Comme  on  a  vu  dans  le*  paragraphe  3,  Téquation 
aura  toujours  n  racines  de  la  forme: 

167)  Xj  6x,  â*x, .  • .  d^\  où  fl*ar  =  ar. 

Cela  posé,  désignons  par  x*  une  nouvelle  racine,   différente   de    celles-ci,   en 

sorte  que: 

^û^  =r  xpx  =  y. 

On  a 

donc  aussi 

xp{0^x')  =  'ipx'  î=  y. 

Il  suit  de  là  que  les  n  quantités 

168)  x',  Ox',  e^x'y . . .  e^^x' 

qui  sont  différentes  -entre  elles,  seront  racines  de  l'équation  dont  il  sagit  Or 
toutes  ces  n  racines  seront  différentes  des  racines  (167).  En  effet  si  Ton  avait 
6^x'=zO^Xy  il  en  résulterait: 

c'est-à-dire  : 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Le  degré  fi  de  l'équation  y=i\px  est  donc  égal 
à  2n,  ou  plus  grand  que  ce  nombre.  Dans  le  dernier  cas,  si  l'on  désigne  par 
x*  une  racine  différente  des  2n  racines  précédentes,  on  aura  en  même  temps 
celles-ci: 
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qui  seront  différentes  entre  elles  et  des  racines  (167.  168).    Donc  fi  sera  égal 
à  3n  on  plus  grand  qne  ce  nombre.     En.  continuant  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé 

toutes  les  racines,  on  voit  que  ix  doit  être  un  multiple  de  n^  et  si  l'on  fait  en 

> 

conséquence : 

les  fA  racines  se  rangeront  en  m  groupes,  de  n  termes  chacun,  savoir: 

iXj    BXj    &^x . . .  6""*^, 
a^,  ex»,  (ÏV...<>-V, 
a:(— »),  Ox^'^^\  6^x^^^^ . . .  Ô-V~-*). 
Cela  posé,  soit 

oh  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  z^  sans  diviseur  commun.     On  aura: 
170)  p  —  qy  =  {a—by).{z  —  x){z  —  ex){z  —  0''x)    ..(z—O'^'^x) 

X{z — x'){z  —  ex'){z  —  ÔV)  . . .  (z  —  6*-V) 


Xiz—x^^^^){z—0x^^^^){z^  eV—^>) . . .  (z_0-»;r<— ^)), 
et  d'après  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  paragraphe  précédent,  on  pourra  trouver 
une  fonction  rationnelle  :  ^^  =  1/^1(0;),  telle  que  les  racines  de  l'équation 

soient  égales  à  ces  n  quantités: 

X,  dx^  e^x, . . .  6*^^Xj 
et  que  yi  satisfasse  a  une  équation  différentielle  de  la  forme: 


171)  iî?i— 


:f, . 


Faisons 

^'1^  =  ^, 

où  p'  et  q'  sont  des  fonctions  entières  du  degré  n.     On  aura  : 

172)  p' — q'y^  ==  (a'  —  b'y^{z  —  x){z  —  ex)...{z — B'^^x), 
où  a'  et  b'  sont  des  constantes. 

En  y  mettant  au  lieu  de  x  successivement  les  m  valeurs: 

et  puis   multipliant  entre  elles  les  équations  qui  en  résultent,  on  trouvera,  en 
ayant  égard  à  l'équation  (170): 


\ 
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^  a-bg  ^  a'— t'y,      a'-b'g^  '  '  '  a'-4>.  ' 

OÙ 

y«'  ysj  •  •  -y» 

sont  les  valeurs  de  la  fonction  y^»  qai  répondent  anx  valeurs 

de  X. 

Puis,  attribuant  à  x  deux  valeurs  particulières  a,  |$,  telles  que 

i/;a  =  0,  1/;/?  =  ^, 
et  désignant  par 

«1>    «2>  •  •  •  ««>   /^1>    /^«>  •  •  •  /?« 

les  valeurs  de  y^,  y^, . .  .y»»  respectivement  correspondantes  aux  valeurs  a  et 
/9  de  ;r,  l'équation  ci-dessas  donnera: 

A'(p<  —  a, .  q')  (p'  —a^q')  ...(/»'—««.  q% 
q  =  A'ip'-^ P,.q')  (p'—^^q')  . . .  (/>'— /Î-S^, 
OÙ  A'  et  ^*  sont  deux   constantes.      En   divisant  p    par   9,   on  voit  que 
^r=i\pz  sera  fonction  rationnelle  de  ^:=z\p^z.     En  mettant  a:  au  lieu  de  Zj 

on  aura  , 

p  P* 

donc  : 

J7K\         „ J    (Si  —  «i)(yt  —  «a)(yi  —  «s)  •  •  •  (gi  —  eu) 

^       ^■~    '(»i-Pi)(»i-P«)(»i-W---(»i-W' 

où   -4  =  --;-  est  constant 

On  voit  donc  que  y  pourra  être  exprimé  par  une   fonction  rationnelle  de 
y^  du  degré  m. 

£n  combinant  maintenant  Féquation  (171)  avec  celle-ci  : 

dy  ds 


"*)  i: 


qui  doit  avoir  lieu,  on  aura: 

176)  ^y —  ^  ^yi 

donc  la  fonction  y,  rationnelle  en^y^i  et  du  degré  m,  doit  satisfaire  à  cette 
équation.     Réciproquement,  si  cette  équation  a  lieu,  l'équation 

dy   dx 

L'y  as 


Sd3 

subsistera  également^  car  la  fonction  y,  est  déterminée  en  ;r  de  la  manière  k 
satisfaire  à  la  formule  (171). .  Ainsi  le  problème  général  est  réduit  à  satisfaire 
de  la  manrièe  la  plus  générale  à  l'équation  (176).  Or  ce  problème  est  pré- 
cisément  le  même  que  celui  que  nous  traitons  actuellement  ;  seulement  le  degré 
de  la  fonction  y  en  y^  sera  m,  au  lieu  que  y,  comme  fonction  de  Xy  est  du  de- 
gré ni.n,  qui  est  plus  grand  que  m.     On  pourra  donc  appliquer  \  l'équation 

(176)  te  même  procédé  dont  on  s'est  servi  pour  l'équation  -^  =  £. — ,  et  il 

est  évident  qu'on  parviendra  ainsi  à  l'expression  générale  de  y,  car  les  degrés 
des  fonctions  successives  vont  toujours  en  décroissant 

Supposons  maintenant  que  le  degré  /i  de  la  fonction  y  eux  est  un  nombre 
premier.     Puisque  ^nzzm.n,  on  a  nécessairement  m=±:l9  ii=zn.    Par  suite: 

On  connaît  l'expression  de  y^  en  x  par  les  formules  du  paragraphe  précédent 
En  substituant  l'expression  de  y  en  y^  dans  l'équation  (176),  on  trouvera  à 
l'aide  des  formules  du  paragraphe  2  toutes  les  solutions  possibles. 

En  vertu  de  ce  qui  précède  on  pourra  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

inkécrème  XII,     Soit  y  une  fonction  rationnelle  de^  x  d'un  degré  quelcon- 
que >,  qui  satisfait  à  l'équation  différentielle: 

dv                                               dx 
—  ^  — e.  


•[(l-y')(l-c' V)]  i/[(l-jr*)(l-c«*»)] 

On  pourra  toujours  décomposer  (i  en  deux  facteurs  n  et  ^  dont  l'un  n  est  un 
nombre  premier,  tels  qu'on  ait: 

cfjVi  ds 


Vi{\-9\){l-c\y\)i  •[(l-jr»)(l-c«jr«)] 

et 

<%f ± rfyi 

i/[(i-y»)(i-^V)]  ~  «iV[(i-»*i)(i-e*ijr\)]' 

où  y  est  une  fonction  rationnelle  de  y^  du  degré  m,  et  y^  une  fonction  ration- 
nelle de  X  du  degré  n. 

Si  donc  on  désigne  par  n^  n^y  n^y...n^  des  nombres  premiers  dont  le 
produit  est  ^,  et  qu'on  fait,  pour  |d>réger  : 

.       A(ar,  c)  =  Y{{1  ~  a?)(l  —  i?^), 
on  pourra  faire: 

dy     _^1_ <^yv-i        rfy^       ds 

50 


1 


où  y^  est  une  fonction  rationnelle  de  x  da  degré  n, 
•  y«  -      •      -      -      -      -      -    «1  -      -     Wi, 

-  y.  -     - y*  r     -     »,. 

-y^» y^-i-    -    «v-i» 

-  y    - yv  -    -    «V. 

En  vertu  de  ce  théorème  la  solution  du  problème  général  sera  donc  ra- 
menée au  cas  où  le  degré  de  la  fonction  y  est  un  nombre  premier.  On  trou- 
vera toutes  les  solutions  qui  répondent  à  ce  cas  par  les  formules  du  paragra- 
phe précédent,  et  le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  au  commence- 
ment de  ce  chapitre  pourra  être  regardé  comme  résolu. 

$  8. 

Sur  la  forme  de  la  fonction  g. 

Désignons  par  a:^  x'y  af  . . .  x^v-"^^  les  racines  de  l'équation 

Si  l'on  fait  \pz=:^y  où  p  et  q  sont  des  fonctions  entières  de  Zy  on  aura: 

177)  p  —  qjf=:{a—by){z—a;){z—x'}{z—af)  . . .  {z—'X^V'-% 

où  a  et  6  sont  des  constantes.     Cela  posé,  soit  a  une  racine  de  Véqnation 
y  =  0,  on  aura  en  faisant  or  =:  a  : 

178)  p  =  a{z—a){z—a%z—ar)  . . .  (2;  — a<>^-*>). 

Soit  également  p  une  racine   de  l'équation  y  =  ^.     Cela  donnera,  en  faisant 
0;  =  /?,  et  après  avoir  divisé  les  deux  membres  de  l'équation  (177)  par  y: 

179)  q=b{z—§){z—p%z—p') . . .  (z— /SCii-i). 
Ces  valeurs  de  /i  et  ^  donneront,  en  mettant  x  au  lieu  de  z: 

180)  y^A  (x-a)(x-«')...(x-«(»^')) 

où  A  est  un  coefficient  constant,  qu'on  trouvera  en  remarquant  que  si  l'on  fait 
a?  =  1,  y  doit  avoir  une  des  valeurs  i  1?  ±  — 

Mais  il  y  a  deux  cas:  savoir,  il  pourra  arriver  que  l'une  ou  l'antre  des 
deux  quantités  a  et  h  soit  égale  à  zéro,  et  dans  ce  cas  l'une  des  racines  des 
équations  y  =  0,  y  =  ^  sera  zéro  ou  infini. 

Cm  L     Si  6  =  0. 
On  aura  dans  ce  tas 
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184)        p — 5y  =  «(«  —  ^)^ — ^)  •  •  •  («— a?(**-*)), 
et  "p  sera  do  degré  /i,  et  f  seulement  da  degré  fi — 1.     En  égalant  le  coef* 
fieient  de  zi^^  dans  les  deux  membres,  on  aora: 

on  a*  et  i'  sont  des  constantes.     Maintenant  si 
est  nne  racine  de  y  =  yfx^  la  ^piantité 

jr Ae  —  eAx 
1  — c***x« 

le  sera  également;  donc  si  ces  deux  «{nantîtes  sont  différentes  entre  elles  pour 
toutes  les  valeurs  de  e^  ^  sera  un  nombre  impair,  et  en  faisant  iiz=,2nJ(-\j 
on  aura: 

Maintenant  si  Ton  fait  ^=:t  ^9  db — »  ^^  ^^^^  y  =  d:  ^>  j^=db~'  ^'^^   ^ 

est  facile  de  conclure  que  a'  sera  égal  à  zéro.  Donc  y  sera  nne  fonction  im« 
paire  de  Xy  et  de  la  forme: 

IM)     3,  =  ^.x.(l  +  j-^  +  ...  +  jz^)- 

Cela  fait  voir  que 

Pour  avoir  p,  il  suffit  de  faire  dans  l'équation  (181)  x:=zO,  et  cela  donne 

p  =  a2(^— ^*) . . .  (z*— è*,), 
donc  on  aura: 

.jjgv  —  ^>«i-x«)(e\-x«)..:(e;-^«) 

Telle  est  donc  la  forme  de  la  fonction  y  dans  le  cas  où  le  degré  de  son  nti- 
mérateur  est  impair  et  plus  grand  que  celui  du  dénominateur. 

Si  pour  quelque  valeur  de  e  les  deux  quantités 

sLe  +  eùa        sàe  —  eùLx 

étaient  égales,  on  aurait: 

6  =  0,  où  e  =  ^. 

Soit  d'abord  ^  =  ^ ,  on  aura  ;r'  =  ^±2  — ,  et  par  suite  le  second  membre  de 
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réqaation  (182)  serait  une  fonction  impaire  de  ar,  dont  le  degré  serait  on  nombre 
piair.     On  trouve  seulement  que  cela  donne  af^=sO;  donc  en  faisant  /i=:2n: 

et  par  suite  y  sera  exprimé  en  factorielle  comme  il  suit: 

^  ^         s{l—c^e\s^)(i—c^e\s*) . . .  (l— c*e^,**/ 

Si  au  contraire  e  =  0^  on  aura  en  même  temps  : 

Donc  dans  ce  cas  y  sera  une  fonction  paire  de  x.  Mais  le  degré  du  numéra- 
teur doit  être  le  même  que  celui  du  dénominateur,  comme  il  est  facile  de  voir; 
donc  Texpression  (187)  appartient  à  y  toutes  les  fois  que  le  degré  du  numé- 
rateur est  un  nombre  pair  et  en  même  temps  plus  grand  que  celui  du  déno- 
minatènr. 

CasU.     Si  a=iO. 
On  aura: 

En  raisonnant  conune  ci-dessns  on  tronvera  aisément  qne  dans  le  cas  où 
/i  est  nn  nombre  impair,  y  sera  une  fonction  impaire  de  â?  de  la  forme  : 

\m\         —        (l-cae\x«)(l-c«gV«) . . .  (l-c'>>«) 

•    *   >   y— «•     ,(««^_,.)(e«,_,.)... (,;_,«)     • 

Si  /»  est  pair,  y  sera  une  fonction  impaire  de  x  de  la  forme  : 
189)  y^a (i_s,^,.)...(i_5.,.) 

§  9. 

Dt  la  fonction  s,    , . 

Nous  avons  vu  chapitre  L  paragraphe  4.  qu'à  Téquation  différentielle 

^  =  (8^+1).* 

on  peut  satisfaire,  en  mettant  au  lieu  de  y  une  fonction  impaire  de  x  du  degré 
(2jt^  -}"  l)^  V^^  s'évanouit  avec  x.  En  la  désignant  comme  nous  l'avons  fait  à 
l'endroit  cité  par  ara,^4.i,  et  faisant  pour  abréger  (2)^+1)* — l=2w,' cette  fonc- 
tion, en  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  voir  dans  le  paragraphe  précédent, 
doit  avoir  la  formç  suivante: 
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et  on  aura  en  même  temps:  ' 

191)     -.^.=^.(-  +  i^i$.+  i^^  +  .-.  +  ï^). 
Pour  déterminer  les  coefiicieDS  a  et  Ay  faisons  :r  =  1.     On  trouvera  : 

wS  •  t^       •  ^-  •  ^_   •  •  •  Vm  ■  w» 

7  la  " 

Si  Ton  suppose  :c  infiniment  petit,  la  première  formule  donne: 

mais  l'équation  difierentielle  donne  dans  ce  cas: 

par  suite: 

a.e^^.e^...  è*»  =  2/i  -J-  *• 

Si  Ton  suppose  x  infiniment  grand,    la  seconde  expression  de  ^s^^i  donne 
x^^i=:A.Xy  mais  dans  le  même  cas  Téquation  difierentielle  donne: 

donc  : 

Connaissant  A,  on  aura: 

195)  eî.6*...è».=  ^!!^,    a  =  c-=^»i*'+*»^. 

Les  quantités  6^,  e^^.  ..e^  ont  entre -elles  des  relations  remarquables  que  nous 
allons  développer. 

Considérons  l'équation 
Les  racines  de  cette  équation  seront  les  (2/i  -f-  1)*  quantités  suivantes  : 

.Ax 

Soit  Oâ?  =  /  ^t^a  a  ^^®  quelconque  de  ces  racines,  les  Zfi-^i  quantités  : 

Xy  hXy  O'^r . . .  V^^x 
seront  encore  des  racines  et  en  même  temps  différentes  entre  elles,  en  prenant 
pour  e  une  quantité  qui  n'est  pas  racine  d'une  équation 

^«itH-i  =  0, 

où  2m  -|- 1  ^st  facteur  de  i/i  +  !•     Soit 
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«ne  antre  racine,  on  aura  encore  les  racines  suivantes: 

«ï»,  ejar, . . .  e«i*x, 

qui  seront  différentes  entre  elles. 
Cela  posé,  faisons 

on  aura  en  général: 

quels  que  soient  les  nombres  entiers  m  et  k.  En  mettant  ^x  au  lieu  de  x, 
on  aura: 

donc  tonte  quantité  de  la  fonne 

sera  racine  de  l'équation  y=z\px.  Je  dis  maintenant  que  si  Ton  attribue  a  k 
et  m  toutes  les  valeurs  entières  possibles,  moindres  que  ifi  -f-  U  l^s  valeurs 
qui  en  résultent  pour  la  fonction  ^\^''x^  seront  toutes  différentes  entre  elles* 
En  effet,  si  Ton  avait    • 

/il  en  résulterait,  en  mettant  6***+^"*'ar  au  lieu  de  ;r,  iCt  remarquant  que  0*H+*ar=ar: 

où  /ï'  =  7W  -|-  2/*  +  1  —  ^'• 

Cela  donne:  * 

où  A*  =  2/i  +  1  —  *  +  ^'î  c'est-à-dire  : 
et  de  là:    ^ 

Maintenant,  puisque  Zfi-^l  est  un  nombre  premier,  on  pourra  faire 

Af^'  =  (2^+1)/Î4.1, 
donc  : 

9  («ii+i)P9^^  =  OiO?  =  0">'ar, 

c'est-à-dire  0^;r  serait  une  des  quantités: 

Xy     V*^,    •   •    •    V      *^Xy 

et  cela  est  conlre  rh3^othèse. 

L'expression  ^\^'^x  a  donc  un  nombre  (2/i  -f"  1)*  ^^  valeurs  différentes 
et  par  conséquent  ces  valeurs  seront  les  racines  de  l'équation 
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Soit  maintenant 

On  aura  en  regardant  e  et  e'  comme  variables  : 

ds'  ^       ds     t    j,     de* 

rfjr"'  ,dir    ,  de 

' =  — — •  -4-  fWw  --— • 

as'"  Ajp    '  Ae 

En  mettant  dans  la  première  formule  ûf  au  lien  de  Xy  x'  se  changera  en  af, 
donc  : 


donc: 


et  si  Ton  fait 


ds". ds^  j.A-*' 


A0'  Ae^ft  '  Ae  Ae.  ' 


Si  donc  on  fait: 


às"  Ajt    '     àe\        Ae« 


194)  g,.==^-^^*-^^/^^% 


»  * 


on  aura: 


dx"  ds     I     ^^m^ 

àa"  Ajt    '    Ac^^  ' 

et  déjà,  en  supposant  que  e^  et  ^'j^,  s'évanouissent  avec  e: 

Toutes  les  racines  de  l'équation  y  =  ^91^^4-1  pourront  donc  être  exprimées  par 
cette  même  formule. 

Donc  pour  trouver  toutes  les  racines,  il  suffit  d'avoir  la  valeur  des  deux 
quantités  ^  et  ^,  qui  sont  deux  racines  de  l'équation 

■ 

Toutes  les  racines  de  cette  équation 

qui,  par  ce  qui  précède^  sont  les  {2fi  -|*  1)*  quantités  suivantes 

^>  liz  ^1  »  db ^«^  •  •  •  i^» 
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sont  donc  exprimées  par  la  formule 

en  donnant  à  m  et  £  toutes  les  valeurs  moindres  que  2/i  -f-  !•  .  D  est  facile  de 
voir  qu'on  pourra  exprimer  e^^k  en  fonction  rationnelle  des  deux  quantités  e^  tf^ 
donc  on  voit  que  toutes  les  racines  de  l'équation  x^^x  =  0,  pourront  s'expri- 
mer rationnellement  par  deux  entre  elles  et  par  le  module  c. 

Si  l'on  veut  exprimer  x^^^  ^  l'aide  des  fonctions  O^or  et  (^r^  on  pourra 
faire  cela  d'une  manière  fort  simple.  En  effet,  en  remarquant  que  le  dernier 
terme  d'une  équation  est  le  produit  de  toutes  ses  racines,  on  aura  sur  le  champ  : 

196)  x^^x  =  c^v-^^^.x  .  Oa?  .  e»ar e*i*a? 

X  Oji^.OiO:r.OiO*a? . .  •  ^^V^^x 
X^\x.%\%x.^\%'^x.. .  %\%^}^x 


On  a  aussi: 


X  e«»^ar.  e;j^ar.  e;i*«*jr . . .  e;i*«««^;r. 


197)  ^^^^^ï^'^^^^^^^^ 

$  10. 

De  l'équation  dr,^_, =0. 

D'après  ce  qui  précède  les  racines  de  l'équation  x!g^x  =  0  sont  exprimées 

par  e^i,  en  donnant  à  m  et  k  toutes  les  valeurs  possibles  moindres  que  2/i-|-l. 

Une  de  ces  valeurs  est  zéro,  savoir  e^^. 
# 
En  divisant  le  numérateur  de  la  fraction  x^^i  par  or,  on  aura,  en  épiant 

le  quotient  à  zéro,  une  équation: 

198)  P  =  0, 

du  degré  4^*  -f~  ^i^*     ^^^  ^  ^^  ^^^^^  équation  peut   être  résolue  à  l'aide 
d'équations  du  degré  2/1-^2  et  du  degré  2/i. 

Soit  p  une  fonction  quelconque  symétrique  et  rationnelle  des  quantités  e^ , 
e^y... e^^.  En  mettant  au  lieu  de  e^^  ^b» •  •  - ^t(L  leurs  expressions  en  fonc- 
tions rationnelles  de  6^^,  p  deviendra  une.  fonction  rationnelle  de  cette  racine. 
Faisons  : 

199)  p  =  ç^j, 
on  aura  évidemment: 

200)  (pe^  =  tpB^  ^SSi  (pê^  =  •  •  •  =  <p^^y,y 
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équations  qui  auront  lieu  quelle  que  soit  la  racine  e.     Cela  posé,  mettons  e^^ 

au  lieu  de  e^  il  est  clair  que 

^«>  ^i>  •  •  •  ^iji 
se  changeront  respectivement  en: 

Donc  on  aura: 

20*)  9^«,  i  =  9^««,  «=...  =  7^t|i«i,fl|&  • 

Formons  Féquation: 

202^  ((Z'— 9'^i)(/'  —  V^o,i)(P— V^i,i)(p— 9^«,i)  •  •  •  (P— V««n,i) 
^  (=/i*»^+*— y«p.+i  ./>«»^+*  +  y.^./!»»*  —  •  • .  —  Çi/'  +  ^0=0, 
9o'  9i»  *  *  *  f^H-i  seront  des  fonctions  symétriques  et  rationnelles  de  ^e^,  9)^o>j9 
. . .  9)^9|&,i«     Or  on  pourra  les  exprimer  rationnellement  en  c. 

En  effet  il  suffit  d'avoir  la  valeur  de: 

205)  (yiJj*  +  (9)60,1)*  +  • .  •  +  (V^.,.,  i)*  =  Ç*- 

En  vertu  des  équations  (SMO,  201)  cette  quantité  pourra  s'écrire  comme  il  suit: 
2/1. çi=:  {ffe;f  +  {tpe^  +  {ife^  + . . .  +  (q>e^^^ 

+  (9^0,1)*+  (y^o,a)*+ (y«o,8)*+  •  •  •  +  (y^o,.,.)* 
+  (y^i,i)*+(V^«,a)*+(9^s,s)*+  •  •  •  +(y^«i*.«»i)* 


+  (V««K,  l)*+(y ^4^,  «)*+(9^«|l,  t)*+  •  •  •  +  (V«4KL^2,J* 

Or  le  second  membre  de  oette  équation  est  une  fonction  rationneller  et  symé- 
trique des  racines  de  l'équation  P  =  0  ;  donc  on  pourra  exprimer  çu  ration- 
nellement par  les  coefficiens  de  cette  équation,  c'est-à-dire  par  c. 

.  On  voit  donc  que  les  coefficiens  de  l'équation  (202),  q^^  q^^  9%y  •  ^^* 
ront  des  fonctions  rationnelles  en  c.  Donc  une  fonction  symétrique  quelcon- 
que des  racines: 

^l>    ^%9    ^1>  •  •  •  ^«|1 

pourra  être  déterminée  par  le  module  c^  à  l'aide  d'une  équation  du  degré  2/1-^2. 
Cela  posé,  faisons: 

204)  (e —  e^e — e^...  (e — e^^  = 

e^^+Py^i.é'y'-^+Pv^*é^-^  +  .^^  +  Pi.é^  +  Po  =  0. 

Les  coefficiens  p^y  P%9^''P^-i  seront  des  fonctions  rationnelles^  et  sjrmé- 

triques  de  e^^  ^%y***^^^\  donc,  comme  nous  venons    de   voir,  on  pourra  les 

déterminer  à  l'aide  d'équations  du  degré  2^  -f-  2,     Ainsi  pour  avoir  les  racines 

de  l'équation  P  =  0,  il  suffira  de  résoudre  des  équations  du  degré  2fi  et  2/i-|-2. 
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Ce  qai  précède  est  susceptible  d'une  application  importante.  Le  module 
^y  exprimé  par  la  formule  (156),  est  comme  on  voit  une  fonction  rationnelle 
et  symétrique  de  e^  e^^  ^s»  9  •  -  ^sijl*  Donc,  en  vertu  de  la  propriété  démontrée 
précédemment,  on  pourra  trouver  le  module  &  en  c  k  l'aide  d'une  équation  du 
degré  2fi  -f"  ^*  Cette  équation  ne  parait  guère  résoluble  algébriquement,  ex- 
cepté lorsque  2/i  -{~  1  =  3.     Dans  ce  cas  elle  sera  du  quatrième  degré. 

En  appliquant  le  théorème  XD.  à  Tèquation: 

on  aura  en  remarquant  que  le  degré  de  la  fonction  x^^i  est  (2/i-f*l)*,  et 
2^  -|- 1  ^^  nombre  premier  : 

OÙ  y  est  une  fonction  de  x  du  degré  Zfi-^i^  et  ^a^+i  une  fonction  de  y  du 
même  degré.     On  aura: 


y 


v/c'       (l—c^e^s^)  (l'^c^e\s^)  . . .  (1— c^ej^j:*) 


et 


K 


Al  — c^e»      1— c«c«  i_ca^;  > 


1— e'^ 


Vl— c'«e'»     1— c'ae'«  i^e'^e'^J  ' 

'        c**+*      sa  a 

c  ■  ^       •  c    .  €/^  •  •  •  ^11  • 

« 

^'  est  déterminé  de  la  même  manière  en  c*  que  e  Test  en  c.  Donc  si  l'on 
change  e  en  &;  e  ne  changera  en  e*.  De  là  il  suit  que  l'équation  entre  les 
modules  &  et  c  doit  rester  la  même  si  l'on  change  simultanément  c  en  <r'  et 
c'  en  c. 

Puisque  C  dépend  d'une  équation  du  degré  2/t-f~^  ^^  pourra  donner  à  la 
fonction  y,  ifi'\'Z  valeurs  différentes. 
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5  n. 

De$  tranqfarmaiîion9  différenteê  qm  répondent  à  un  même  degré  de  la  fen^Um  y. 


Soit 


y 


F 


dy      ___  dx 


et 

Supposons  /i  premier  et  d*abord  ^  =  1.  Dans  ce  cas  le  module  €f^  en 
vertu  des  formules  du  paragraphe  2,  aura  six  valeurs  différentes  et  la  fonction 
y  en  aura  douze. 

Si  /i  =  2,  on  aura  toutes  les  solutions  possibles  en  combinant  les  deux 
formules  (163,  i6S)  avec  les  six  formules  du  paragraphe  %  ce  qui  en  donne 
18  valeurs  différentes  du  module  c'. 


Si  l'on  fait 


I  — c  2v/c  2/— c 


ces  18  valeurs  se  trouveront  en  mettant  dans  les  six  fonctions: 

les  trois  quantités  c^,  cr,,  ^^  au  lieu  de  c. 

Si  II   est  un  nombre  premier  impair  2n-{-l>  on  aura  d'abord  2n-f-2  va- 
leurs du  module  c\  qui  répondent  à  la  forme  suivante  de  y. 

3^         yV"  '  (1  —  c*e2x«)(l  — c«eV*)  •  •  •  (1— «*<**)  ' 

Or  de  chaque  valeur  de  y  de  cette  forme  on  tire  en  vertu  des  six  formules  du 
paragraphe  2.  cinq  autres  de  la  forme: 

,  X^Vc'      \±yy/c'        1  —  y/C      l±9V'c'        l  —  )/—c'      l±9\^-c' 

auxquelles  répondent  respectivement  les  modules: 

On  aura  donc  en  totalité  un  nombre  de  6(2n-|-2)=  6(/i-f~l)  valeurs 
différentes  pour  le  module  &.     On  en  aura  le  double  nombre  pour  la  fonctipn  y. 
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Bétolutiott  de  l'équation  jr  =  4"* 

L'éqaation  algébriqae  y  =  \px,  où  ipx  est  une  fonction  rationnelle  qael- 
conque  de  Xj  satisfaisant  à  une  équation  différentielle  de  la  forme  (SOS),  jouira 
de  la  propriété  remarquable  d'être  résoluble  par  rapport  k  x  k  l'aide  de  radi- 
caux. Cela  est  facile  de  démontrer  en  ayant  égard  à  la  forme  des  racines  de 
cette  équation.  D'abord  si  le  degré  /i  est  un  nombre  composé  :=in.n^.n^...n^, 
on  pourra  faire  comme  nous  venons  de  voir  dans  le  §  7: 

y  =  v^(yv),  y>»  =  V'w(yv-i), .  •  •  y. = ^i(yi),  yi  =  v(^)> 

ou  i^v,  V^y-i9***^i9  W  désignent  des  fonctions  rationiielles  respectivement  des 
degrés  n^,  n^^y  •  •  •  ^i»  ^  ^^^  derniers  nombres  étant  premiers.  On  aura  donc 
la  valeur  de  ;r  en  y  à  l'aide  de  la  résolution  de  t^  -j*  ^  équations  des  degrés 
91,  n^, . .  •  9t^  respectivement  Donc  il  suffit  de  résoudre  l'équation  yz=z^x 
dans  le  cas  où  le  degré  fi  est  un  nombre  premier.  Si  /li  =  2,  on  aura  Tex- 
pression  de  x  par  les  règles  connues.  Si  fi  est  impair,  les  racines  de  l'équa- 
tion y=i^px  seront  les  2/i  -|- 1  quantités  suivantes  : 

Xy  ^Xy   V  «v  •  •  •  V  "mT* 

Cela  posé,  soit  â  une  racine  imaginaire  de  l'équation 

et  faisons  « 

v  =  x  +  â.^x  -^  d^.^^x   +...-]-  â^y-.i^^x. 

En  substituant  pour  les  quantités  0*ar  leurs  valeurs: 

et  remarquant  que 

il  est  clair  qu'on  aura: 

oh  j9  et  q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Cela  fait  voir  que  v.v'  et 
^«iA+i  ^  îy«ï^+i  sont  des  fonctions  rationnelles  de  or  ;  or  je  dis  qu'on  pourra  ex- 
primer ces  quantités  en  fonctions  rationnelles  de  y.  En  effet  il  est  clair  en 
vertu  de  la  forme  de  v  et  «;',  que  si  l'on  fait 


1— 

««<*« 

jrAe. 

4 

Omis 

1- 

■c«e'j:'» 
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les  deux  fonctioas  (fx  et  fx  ne  changeront  pas  de  valeur  en  mettant  pour  x 
les  2/i  -}*  1  quantités: 

Xy   ^Xj  «  •  •  y'i^wT* 

Donc  on  aura: 

fpx  =  5 — =■  {(fX  +  yto  +  . . .  -f-  yO***^)  =  v.T^y 

Ces  expressions  des  ipiantités  «;.t^,  t>*i*^+^-f-^*'*'*'^  sont  des  fonctions  ration- 
nelles et  symétriques  des  racines  de  l'équation  y=:i/;a?;  donc  on  pourra  les 
exprimer  rationnellement  par  les  coeflficiens  de  cette  équation,  c'est-à-dire  en  y. 

Faisons  donc: 

V.7f^=S 

m  ■ 

^  et  f  seront  des  fonctions  rationnelles  de  y.     On  en  tire 

On  connaît  donc  la  fonction  v.  Maintenant  si  Ton  désigne  par  v^^  v^^  ^a»  •  •  • 
v^y,  les  valeuhs  de  t?  qui  répondent  respectivement  aux  racines  1,  dj  à\  d\ . . . 
d*v-  de  l'équation  d*\^+^  =  1,  on  aura  sur  le  champ  : 

qui  est  l'expression  générale  des  racines. 

On  aura  par  là  une  classe  très  étendue  d'équations  algébriques  de  tous 
les  degrés,  résolubles  algébriquement  Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  des  dé- 
tails sur  ce  sujet,  mais  nous  renvoyons  nos  lecteurs  à  la  seconde  partie  de  ce 
mémoire,  où  nous  en  donneront  des  développements  étendus  et  remarquables  à 
cause  des  belles  propriétés  des  fonctions  elliptiques  qu'on  en  peut  tirer/ 

9 

On  pourra  encore  remarquer  comme  cas  particulier  l'équation: 

Xy^  =  y, 

où  x^  désigne  la  fonction  rationnelle  de  or  du  degré  ^u^,  qui  satisfera  à  l'équation  : 


(4! 
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On  en  pourra  toujours  tirer  la  valeur  de  x  em  y  k  l'aide  des  radicaox. 
Si  fi  est  un  nombre  impair,  on   pourra  .donner  aux  raeioes  cette  forme  très 

simple  : 

1  il  1 

^^  Pi9  P%9  Pf'  ^^^^  ^^^  fonctions  entières  impaires  de  y  du  degré  fj^  et 
Vi9  9^9  93'*  '  ^^^  fonctions  paires  de  y  dn  degré  fi — 3.  p^  et  q^  seront  dé- 
terminés  par  Féqnation 

où  e^  est  une  constante,  savoir  une  i^acine  de  Féquation  :r|jt  =  0. 

Chapitre  Y. 
Théorie  générale    de    la    transformation    des    fonctions 

elliptiques   par  rapport  au  module. 

A  l'aide  des  théorèmes  que  nous  avons  établis  dans  les  chapitres  précé- 
dents, nous  pourrons  maintenant  donner  la  solution  de  «ce  problème: 

^' Etant  proposée  une  fonction  elliptique  avec  un  module  quelconque,  ex- 
primer cette  fonction  de  la  manière  la  phis  générale  en  d'autres  fonctions" 

§  i 

Condition  générale  pour  la  transformation. 

Soit  proposé  une  intégrale  de  la  fonne: 


/r.ds 


on  demande,  s'il  est  possible  d'exprimer  cette  intégrale  par  des  fonctions  al- 
gébriques, logarithmiques  et  des  fonctions  elliptiques,  dont  les  modules  sont 
'■!>  ^«>»*-^m5  en  sorte  qu^on  ait: 


/ 


""^  =  A^  .ip^x^  +  A^%x^  + . . .  +  A^tp^x^+  r, 


Ax 

où  A^y  A^. . .  Am  sont  des  constantes,  o?^ ,  x^.. .  x^  des  fonctions  algébriques 
de  Xj  et  V  une  fonction  algébrique  et  logarithmique;  t^^,  tps**«*i^«  désignent 
des  fonctions  elliptiques  ayant  respectivement  c^,  c,, .    .  c»  pour  modules. 
Cela  posé,  cette  équation  donnera  en  vertu  de  (86): 

où 


/ 
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et  également 

^i^i         Aajfa         Agy,            A«y« 
Ax  '     "aJ"'        Ax  • AT" 

sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  qu'il  soit  impossible  d'exprimer 

rds 


s 


par  un  nombre  moindre  des  fonctions  i/;^,  V^a?  •  •  •  'V^»>  il  est  clair,  qu'aucnne 
des  quantités  y  ^  ^  y^y  •  y»  ne  pourra  être  constante. 

On  doit  donc  avoir  séparément,  en  vertu  du  théorème  démontré  dans  le 
premier  paragraphe  du  chapitré  précédent: 


OÙ  «^ ,  ^29  *  *  *  ^»  ^^'^^  ^^^  constantes.     Cela  donne  en  intégrant, 

sauf  une  constante  qu'il  faut  ajouter  à  chacune  de  ces  équations.     On  pourra 
donc  énoncer  ce  théorème: 

Théorème  XIII.  Une  relation  quelconque  entre  des  fonctions  elliptiques, 
ayant  c^,  c^, . . .  c^  pour  modules,  ne  pourra  subsister  à  moins  qu'on  n'ait  entre 
les  fonctions  correspondantes  de  la  première  espèce,  cette  relation: 

206)      t3(ar,c)  =— .©(y^,  Cj)  =  — .©(y^,  r,)  = . . .  =  —  . o(y«,  c«), 

OÙ  £^,   ^,,...f»  sont  des  constantes  et  y^,  y^^^^^ym.  des  fonctions  ration- 
nelles de  la  variable  x. 

On  pourra  donc  encore  satisfaire  aux  équations  suivantes  : 

■ 

207)  /  ®(^«  '  ^)  =  ^'  '  ®(^'  ^•)' 


où  OTj,  ;r2, .. .  or.  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x\  ou  bien,  si  l'on  désigne 
par  c  et  &  les  modules  de  deux  quelconques  des  fonctions  entre  lesquelles  on 
a  une  relation,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  l'équation: 

208)  vi{x\  &)  =  e.  ts{x,  c) 

en  supposant  x'  fonction  rationnelle  de  ar,  ou, a?  fonction  rationnelle  en  x*. 
Cette  équation  donne 
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•/ai 


Soit  maintenant  sf  ane  fonction  rationnelle  de  or;  si  r'  désigne  une  fonction 
rationnelle  quelconque  de  x^y  on  pourra  transformer  r^  en  une  fonction  pareille 
de  X.  En  la  désignant  par  r,  on  aura  donc  r  =  r.  Donc  en  multipliant  Té- 
quation  différentielle  ci-dessus  par  r^,  on  aura,  en  intégrant: 

210)  /V^  =  ./l:^. 

Quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  r,  on  pourra  toujours,  comme  on  sait, 
exprimer 

rds 
A(jr,c) 

par  des  fonctions  elliptiques  des  trois  espèces  avec  le  module  c.  On  aura 
donc  ce  théorème: 

Théorème  XIV.  Si  une  fonction  elliptique  quelconque  tfx^  ayant  €f  pour 
module,  peut  être  exprimée  par  d'autres  fonctions  avec  les  modules  c^ ,  c,,  •  •  •  c^j 
on  pourra  toujours  exprimer  la  même  fonction  çj?  par  des  fonctions  elliptiques 
avec  le  même  module  Cy  c  étant  un  quelconque  des  modules  c^ ,  c,, .  • .  c.,,  et 
cela  de  la  manière  suivante: 

où  y  et  r  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 


NOTES  ET  DÉVELOPPEMENTS 

DE  L'ÉDITEUR. 


Pag.  H.  Ml  faut  ici  remarquer  la  différence  entre  les  équations  réductibles 
et  irréductibles.  Une  équation  algébrique  est  dite  irréductible  lorsqu'il  est 
impossible  qu'une  racine  de  cette  équation  puisse  être  racine  d'une  équation 
moins  élevée  de  la  même  forme,  c'est-à-dire,  dont  les  coefficiens  ne  contien- 
nent aucun  radical  qui  ne  se  trouve  dans  tes  coefficiens  de  l'équation  donnée 
Dans  le  cas  contraire  l'équation  est  Aite  ré€luctible.   Ainsi  par  exemple  l'équation 

af^-^yi.x^—yz.x  -{-  5  =zO     (a) 
est  .réductible,  car  elle  a  deux  racines  communes  avec  l'équation 

x^  —  21^2 .  a:  +  3  =  0,     (/?) 
équation  moins  élevée  que  (a),  mais  de  la  même  forme,  car  ses  coefficiens  ne 
contiennent  aucun  radical  qui  ne  se  trouve  dans  les  coeiTiciens  de  l'équation  (a). 
L'équation 

af*— 2^*+9=0     (y) 
a  aussi  deux  racines  communes  avec  l'équation  (/?);  mais  l'équation  (y)  est  irré- 
ductible; car  il  n'existe  pas  d'équation  moins  élevée  de  la  même  forme  qui  ait 
une  racine  commune  avec  cette  équation.     Donc  si  l'équation 

*o  +  V  +  ^a^*  +  •  •  •  +  ^it-1^^  -f  2*  =  0      {à) 

est  réductible,  son  premier  membre  contiendra  un  facteur  irréductible 

da  la  même  forme,  c'est-à-dire  ou  2^,  ^1, . . .  t^^^  sont  des  fonctions  rationnelles 
Ae  Pj  r^,  y*i, . . .  r^i  et  oh  /i  est  moindre  que  k.  Si  elle  est  irréductible  on 
a  fi  =  ky  et  l'expression  (é)  est  identique  avec  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (ô). 

L'équation  a^ — 1=0  ne   peut  avoir  lieu  lorsque  fi  est  moindre  que  n, 

et  n  un  nombre  premier;  car  si  cette  équation  avait  lieu,  l'équatiou — ---^=  0 

serait  réductible.  Or  cette  équation  est  irréductible,  (voyez  Legendre  essai 
sur  la  théorie  des  nombres  p.  439).     On  doit  remarquer  que  cela  n'a  pas  lieu 
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lorsque  n  est  un  nombre  composé;  par  exemple  dans  Téquation  ;r*-^l  =  0, 
une  des  racines  imaginaires  est  — — ^~   ,  et  en  appelant  cette  racine  a,  on 

a  a" — 1  =  0. 

Paff.  12.     Les  quantités  r^,  ^i»**-^»-!  étant  des  fonctions  entières  de 

p,  il  est  clair  qu'elles    restent  invariables  par  la  substitution  de  ai^./y*  pour^* 

dans  réquation  (2);  car  on  a  pzz^yp"")  =\ai^.p^)  ,  fi  étant  un  nombre  entier 
quelconque.     L'équation  (3)  est  donc  satisfaite  par  cette  substitution,   et  par 
suite  l'équation  (1)  l'est  de  même. 
On  a. 


1 


donc  si  y^7=zy^^  on  aurait  en  faisant  p'^-=.z^ 

jj" — p  =  0, 
et  (ai^-i  —  a^-^).2+(a*^J^-^)  —  ««(v-i)).;^*^  ^  ^  .|^ a(«-i)r»t-i)_ a(»-i)(|x-i));j«-i  =  0  (S) 

Or  en  concluant  de  la  même  manière  que  précédemment,  on  voit  que  l'équation 
(C)  est  impossible;  donc  les  racines  y^  et  y^  sont  différentes  entre  elles. 

Pojg.  iJ.  Les  coefficiens  de  l'équation  du  degré  n'  dont  les  racines  sont 
les  quantités  v^^  v^^. ..  v^.  étant  des  fonctions  symétriques  de  a;^ ,  or,,  ^,, . . .  or», 
on  sait  par  la  théorie  des  équations  algébriques  qu'ils  seront  des  fonctions  ra- 
tionnelles de  a,  a^,  a^,  • . .  ^m^^. 

Pag.  IS.  p  est  le  plus  grand  nombre  premier  qui  ne  surpasse  pas  /t. 
Si  p.  ex.  n:=5  ou  n  =  6,  on  a  dans  les  deux  cas  j9  =  5.  Soit  n  =  5  ^=P9 
on  a  les  indices  o,  /?,  y,  ây  e.  Si  l'on  applique  plusieurs  fois  de  suite  la  per- 
mutation (gY^e^)  à  1&  combinaison  cc/iyâs^  on  aura  les  combinaisons  suivantes 

fi/âeaj  yâea/iy  d^a/îy,  éa^yâ  \  a/Sydf,  etc. 
En  appliquant   de  la  même   manière  la  permutation  (^^55^)  à  la  combinaison 

(iydcay  on  aura  les  combinaisons  suivantes 

yafiâfy  aêy^âj  eâayfi,  âfiêay  \  flyôêa^  etc. 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  permutations  (ftfjfga)  ^^  VTaBSg)  ^^^^  ^®®  permuta- 
tions récurrentes  du  cinquième  degré. 


411 

Pag.  §6.     Voyez  la  table  des  fautes  à  corriger. 

Pag.  19.  Toute  fouction  de  la  forme  {a)  ou  est  Sj^étarique  ou  a  5  va- 
leurs; donc  la  fonction  (f{x^y  étant  de  la  forme  {a\  doit  avoir  5  valeurs. 

Le  nombre  des  combinaisons  à  3  qu'on  peut  former  de  5  quantités  est 
Y-^-^  =10;  donc  tpx^  -f"  9^«  +  ÎP^s  *  ^^  valeurs,  et  par  suite  q)X^  —  (px^ 
-f-  fpx^  a  un  nombre  de  valeurs  trois  fois  si  grand.  . 

Pag.   20.     Pour  wi  =  4   on   aura  «7^  +  2?^=  tpx^ ,   -i?^  +  ^8  ==  9^«î 

V,  4"  ^4  =  V^t9  ^4  +  ^1  =  V^é  ^*®^  ^'^^  t^*"®  9^  i  —  V^»  +  SP^t  —  9^4  =  0; 
donc  1;^  -f-  «^^  =  ipx^  =  ç?ar,  —  7)arj  +  9^4-      Or  le    second  membre    de  cette 

équation  a  30  valeurs;  mais  v^  -j-  ^2  ^^"^  ^^  '^  forme  (a)  n'en  doit  avoir  que 

d;   donc  m  ne   peut  être  égal  à    4.      Pour   m  =  5   on  trouvera  l'équation 

2î;^  =  (px^  —  q)x^ -f-  qix^  —  yar^  +  9^4  dont  le  second  membre  a    10  valeurs; 

donc  m  ne  peut  être  égal  à  6.    Pour  /i  =  3,  v^  -^v^-^  v^  sera  de  la  forme 

(a),  et  aura  par  conséquent  5  valeurs. 

La  forme  générale  que  l'auteur  a  trouvé  pour  les  fonctions  de  5  quantités 
qui  ont  5  valeurs  différentes,  peut  être  déduite  d'une  manière  abrégée,  comme  suit 

Soit  u  une  fonction  donnée  des  d  quantités  x^y  x^,  x^y  x^y  x^  qui  ait  les 
5  valeurs  différentes  le^,  u^y  u^y  u^y  u^y  et  soit  v  une  fonction  des  mêmes  quan- 
tités qui  ait  les  5  valeurs  Vj^y  v^y  v^y  v^y  Vy    Une  permutation  quelconque  qui 

« 

change  u^  en  u^  est  supposée  de  changer  v^,  en  v^     Cela  posé,  soit 

«^1  +  ^«  +  ^3  +  ^4  +  ^5  =  *0 
U{f)^  +  «^2^2+  ^i^Z+  ^^4*^4+  '^6^5  =  *1 
«>1  +  «*2^2  +  «^!^.+  <^4+«>6  =  *2)        *• 

ulv^  +  ulv^+ulv^+ulv^+ulv^=  *. 

^>1  +  W>2  +  <^8+<«^4+<^5  =  *4 

Les  quantités  k^y  Ar^,  Ar^,  A:,,  Ar^  sont  évidemment  des  fonctions  symétriques  de 

^i9  ^2'  ^89  ^49  ^5*     ^^'^  d^  pl^^ 

^2  +  «^8  +  u^+^i  —  —^x 

^2^^8  +  «2'^4+«^2^5  +  ^8^4  +  ^^8"84-"4^^6  =  «^21        O 
y^U^U^  +  «2^8«'6  +  ^2^ V^6  +  ^Z^U^5  = *8 

^i9  ^2>  ^8)  ^4  ^^^^  ^^'^  fonctions  symétriques  de  «,,  v^y  u^y  u^y  et  on  a  iden- 
tiquement 

52* 
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«î+*X+*a<  +  *»"4  +  *4  =  0 

ai  Toa  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (1)  après  avoir  multiplié  la  1"* 
par  s^  la  2''  par  j,,  la  5""  par  s^  la  4"*  par  s^  et  la  dernière  par  Tonité,  on 
obtiendra  en  vertu  des  équations  (3)  la  suivante 

d'où  Ton  tire 

1  «* +«i«*i+«a«* +*»*'i+«4 

Soit  maintenant 

«1— *i  =  «t+««+«.+«4+«»  =  ', 

—«1*1  +  *,  =  «i«j  +  «i«<8  +  •     •  +  «4«4  =  ^a 

«!*«--*»  =«i«a«s+«i«a«4  +  •    •  +«»«4««  =  ',  )     S. 
—  Mi*t  +  *4  =  «i^'a**»"*  +  •  •  •  +  «a«»«4«6  =  '4 

'i>  's>  ^*'  ^4'  's  ^^°^  ^^^  fonctions  symétriques  de  x  ,  or  ,  ;r„  ;r^,  d?,.  De 
ces  équations  on  tire  * 

'i^^   —'1 

^»  =  «1*1  +  ^a  =  «!  —  'i**!  +  'a 


*.  =  «i*a  — /•  =  « 
*4  =  «!*,+ '4  =  » 


W  +  ^a«i  — '»«i  +  '4 

.Ces  valeurs  de  «^,  «,,  «,,  «^  étant  substituées  dans  l'équation  (4),  on  aura  évi> 
demment  pour  la  valeur  de  v^^  la  forme  suivante 

^  *         îo  +  ?i«i  +  îa»*!  +  ?s»'i  +  ?4»*1  ' 

OÙ  p„,  Pj^f. .  .p^f  q^y  9i>'  •  •  9'4  soi>^  des  fonctions  symétriques  de  x^j  x^j  a:,, 

Soit  pour  abréger  Po4-;'i«,4---+P4«î  =  A«i)  «*  5'o+S'i«i  +•• -|-î'4«î 
=  9>(u^),  on  a 

»        Ç(«i) 
En  multipliant  le  haut  et  le  bas  de  cette  fraction  par  q){u.).q){tt^.(p{uA.q>{u^ 

on  aura 
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^  _  /(«i)*9K)-9K)-yK)'y(tfâ)     7 
1       9(«i)-çK)-<p(««8)-9K)-çK) 

Or  9^(1^2) •9'(«s)-9^(t^4).9)(^«)  est  une  fonction  entière  et  symétrique  de  u^^  «/,, 
u^y  u^  et  par  conséquent,  en  vertu  des  équations  (2),  une  fonction  entière 
de  s^y  s^y  s^y  s^\  mais  ces  quantités  sont  des  fonctions  entières  de  i^j  l^y  1%^ 
l^  et  de  u^.  Donc  le  numérateur  ^e  l'expression  de  v^  (7)  est  une  fonction 
entière  de   ces  mêmes   quantités.     Le  dénominateur  est  une  fonction  symétrie- 

« 

que  de  x^y  x^y  x^y  x^y  Xy     On  aura  donc  pour  v^  la  forme  suivante: 

Les  équations  (5)  donnent  identiquement 

En  multipliant  cette  équation  successivement  par  u^y  u\y  u\y.  ..u^y  on 
obtiendra  n — 4  équations  desquelles  on  tirera  les  valeurs  des  fonctions  u\y 
^\y  u[y...u^^  exprimées  par  des  quantités  de  la  forme  /?o  + /^i^^i  + /'a^î 
"h /^i"î  +  i'4^î >  /*o>  Pi'"Pa  étant  des  fonctions  symétriques  de  x^y  x^y  x^, 
x^y  Xy  On  peut  donc  de  l'expression  de  «7^  chasser  toutes  les  puissances  de 
u^  supérieures  à  la  quatrième.    On  aura  donc  en  écrivant  t?  .pour  v^  et  u  pour  le^ 

Or  u  est  une  fonction  donnée  de  5  quantités  qui  a  5  valeurs  différentes  ;  une 
telle  fonction  est  par  exemple  O.or,  0  étant  une  fonction  symétrique  et  x  une 
quelconque  des  5  quantités.  Soit  donc  u:==:^.Xy  et  soit  f^.OH'=:r^,  r^,  ainsi 
que  ty,  est  une  fonction  symétrique,  et  l'on  aura 

qui  est  la  forme  générale  que  l'auteur  a  trouvée*). 
De  l'équation 

Tq  -^r^x  -j-  T  X^  ^  T^O^  -}-  T^  ^=  Vy 

on  trouvera 


^)  De  U  même  manière  on  peut  démontrer  que,  si  u  signifie  une  fonction  donnée  de  n 
quantités  qui  prend  m  valeurs  différentes  lorsqu'on  échange  ces  n  quantités  entre  elles 
de  toutes  les  manières  possibles,  la  forme  générale  de  la  fonction  de  n  quantités  qui 
par  leurs  permutations  mutuelles  peut  obtenir  m  valeurs  différentes  sera 

r^  +rifi+ra«*  +  .  . .  +  r»_iîi"-^ 
^0  >  ^1  '  ^2  *  *  «  ''"-i  étant  des  fonctions  symétriques  des  n  quantités.    C'est  ce  que  j'ai 
.  démontré  dans  un  mémoire  inséré  dans  le  12*^  volume  du  journal,  Magaxin  for  Na- 
turvidenskabeme. 


lUMM 


414 

comme  nous,  allons  voir.     Il  est  clair  que  la  fonction 

peat  être  mise  sous  la  forme 

où  t^^  t^. . .  ^^  sont  des  fonctions  symétriques  de  o:^,  x^,  x^y  x^y  x^.  En  effet 
toute  puissance  de  x  supérieur^  à  la  quatrième  peut  être  chassée  à  l'aide  de 
l'équation  donnée  or* — oj^-^hai^ — c:r*+<& — .^  =  0.  On  peut  donc  former 
les  quatre  équations  suivantes 

^o  +  ^'i^  4"  ^'a^  4"  ^'»^  4"  r\x^'=^  »*f 

OÙ  r'^,,  r\.. .  r"^,  r"^ . . .  r^^,  r**^ . . .  ainsi  que  r^,,  r^ . . .  sont  des  fonctions 
symétriques.  En  multipliant  la  seconde  de  ces  équations  par  m^^  la  troisième 
par  m^  et  la  quatrième  par  m^y  m^^  m^  et  m,  étant  déterminées  par  les  équations 

^a  +  ^i^'a  +  ^2^2  +  ^»^2  =  0  \ 

^  +  ^/'a  +  ^2^a  +  '"•^a  =  ®  [        ^^ 

on  trouvera 

(r,  -4-  m^r\  +  aw„r»,  +  w,r*'Ja:=  ;  «      1       ».    2       «       ■ 

'''"''  (-ro-m^r'o— m^r',-m3r-o 

d'où  l'on  tire  pour  la  valeur  de  x  1^  forme  (10')  ci-dessus,  en  remarquant ,  que 
les  équations  (12)  étant  linéaires  par  rapport  aux  quantités  m^y  m^,  m^y  ces 
quantités  sont  des  fonctions  rationnelles  de  r^,  r,,  r^,  ^'^^  •  •  •  ^''4  «t  par  suite 
des  fonctions  symétriques  de  x^y  x^y  x^y  x^y  Xy 

m 

Pag.  22.      a*  —  /^V  étant  une   fonction    symétrique,  V{^^  —  /^V)    a^^^a 
nécessairement   m  valeurs   différentes  et  pas    un    plus    grand   nombre.       Or 

m 

V^(a* — /5V)  étant  une  fonction  rationnelle  de  5  quantités,  ou  doit  être  sjnné- 
trique,  ou  avoir  deux  valeurs,  ou  cinq  valeurs,  en  remarquant  que  m  est  un 
nombre  premier.  Donc  si  cette  fonction  n'est  pas  symétrique,  m  sera  égal  à 
£  ou  à  5.     Dans  le  dernier  cas  on  aurait 

f"(a»— 15  V)  =  r^  +  r^x  +  r^x^  +  r^a^  +U^, 
mais  nous  avons  vu  qu^une   telle  équation  conduit  à  des   contradictions.      Si 
m  ==2,  on  aurait  v  =iY{st-\' pY{^))y  fonction  de  d  quantités  qui  aurait  4  va- 


1 
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m 

leurs;  or  une  telle  fonction  n'existe  pas.     Donc  V^(a* — /SV)  est  nécessairer 
ment  une  fonction  symétrique. 

Pag.  25.  Les  coefficiens  A^  A^  etc.  sont  des  fonctions  symétriques  des 
quantités  p^^  P^**'Pmy  lesquelles  sont  des  fonctions  rationnelles  des  racines 
de  Féquation  proposée.  Donc  A,  A^  etc.  sont  des  fonctions  symétriques  des 
racines. 

On  a  vu  que  toute  fonction  non  symétrique  de  5  quantités  ne  peut  avoir^ 
que  2  ou  5  valeurs^  si  le  nombre  de  ces  valeurs  est  un  nombre  premier.     On 

m 

a  VQ  de  plus  que  m  ne  peut  être  égal  à  2,  donc  on  doit  avoir  m  =  d. 

Pag.  28.  Si  dans  la  îotmvXef^^^  =  ^^^^j^jj^""^)  (voyez  pag.  131 
du  Résumé  des  -  leçons  données  à  Técole  royale  polytechnique  sur  le  calcul 
infinitésimal  par  Chauchy)  on  pose  x  =:=   J^  ,  on  trouvera  -     * 

Pag.  SI.  On  verra  dans  le  tome  second  comment  Tauteur  est  parvenu 
à  l'expression  démontrée  ici. 

Pag.  59.  à{e^+î^+^)<dt,     («). 

Ou  a 

d*=  àR^—dN=  2m  (9),  ôt^  z=:^ât=zm  (H), 

to<n  par  hypoth.  (8),  ôN=n—rm,  do0c  &p — âNKia^  donc  ^\-tj^)<^ 

par  suite  ^(-^)  <àt^ ,  et  de  là  on  tire  l'expression  (a). 

On  a     dr=^^?i^  =  r«,  àv<ny  donc  d»<dr,  donc  d  (-^j.)  <  (J  (l.)  et  de 

"  *fâ-i^)<'(f)- 

Pag.  40.  dt\  <  m  (11),  dN=  n  —  m,  donc  â{Nt\)  <  w  ;  dt' <n  —  m 
(9),  donc  à{Nt\  +  t')<n^  c'est-à-dire  t^s<n  (15),  dr=znj  donc  âs<âry 
âé  <  ds^  donc  âe  <àr. 

Pag.  42.  âfi^  =  6r^  —  âs^,  donc  ^(^^/ij  <  ôr^ ,  as  <  dr^,  âr^  =  âr^ 
donc  às^<cdr^. 

Pag.   45.     ds^  +  2*/î»-i  <dr^  ^  cause  que  6v<n. 
p  et  (t^  ont  le  facteur  commun  z^^^.     (Voyea  les  deux  dernières  équations  pag. 
43  et  les  suivantes). 
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Pag.  47.  âp  —  âq^=:n.  On  a  (pag.  59)  /'|='iy  +  /î»  où  â^<iâq^ 
donc  âp^ — dq  =  dt^ç=i7n',  or  p=iNp^y  donc  dp^=zdp — âN=zâp — n-|-m; 
donc  âp  —  w+m — âq=zm*,  c'est-à-dire  (îp — âq  =  n. 

Pag.  63.  Le  théorème  mentionné  ici  qne  l'autear  se  réserve  de  dé- 
montrer  dans  nne  antre  occassion,  est  nn  cas  particulier  du  théorème  I1L  pag. 
354,  q[ui  est  lui-même  un  cas  particulier  du  théorème  II.  de  la  même  page. 

Pag.  69.     Ayant  p^  <  à  pour  toute  valeur  de  m  on  en  conclut 


p^i{e^^ — f  «)  <à.€^i — à.fm 

donc  en  ajoutant 

Po(^0— ^)+/^x(^— 0+  •  •  •  +  Pm-l(«m-l— *«)+/'«^~<*•f0• 
La  démonstration    de  ce  théorème  se  trouve  dans  Fouvrage  cité  de  M.  Caucky 
pag.  98,  99  et  100. 

Pag.  78.  ^\)(k^  k  ^V)r=z  2mn  -f-  \p{ky  k')  +  ^(0,  /')  en  vertu  de  (5)  en  y 
faisant  1=0. 

Pag.  81.  Lorsque  /w>l,  on  a  cos  Y^^= — 1,  sîn  y^'=^0  ;  donc  yjj^=(2*+l)^j 
k  étant  un  entier;  on  tire  de  là   y^  + /s  +  ^4  + •••  +  /»!.  =  (2/ +  iri — 1)t, 

/  étant  un  entier.     Mais  cos  y^  =0  et  siny^  =  1,  donc  y^  =  Smn  +  ^,  donc 

y^  +  y^  +  y,  +  . . .  y^  =  (2w-f  ^— i)7r  =  i^y^; 
donc  cos(5y,jt)= cos(^ — 1)^^=0,  sin(iSyjjt) = sin(^i  -7-  ^)7r  = —  cos  ^tt = — ( — 1)^ 
et  de  là  cos(0'^)= — sin^^.sin(^  —  ^);r=:( — l)^.sin//<)p, 

sin  (O'ji.)  =     cos  [A(p.%\rï{fi — ^)7r  =  —  ( —  1)»* .  cos  fKp. 

Pag.  8S.  On  peut  démontrer  comme  dans  le  deuxième  cas  que  mn=^0 
pour  »  =  00.  En  effet,  ayant  A:  =  0,  ou  compris  entre  0  et  —  1,  si  Ton  fait 
k^  —  Ij  l  sera  =  0  ou  compris  entre  0  et    1 ,  et  on  aura 

'-=[(^^)'+(f)T 

Or  1 — /  étant  une  quantité  positive,  on  peut  prendre  une  quantité  positive  c 
telle  que  e  <  1  —  L     Cela  posé,  on  a 
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donc 

(^+;_-l  +  c)«  — £cO*+?— 1)— c*+*^  =  (^+Z— 1)»+*^; 

donc  8i  l'oa  fait  /i  >  1  —  /  —  ^c  +  -^  (=  ç) 
on  verra  que 


Si  dans  l'équation  (20)  on  fait  w  =  1  —  c — Z  et  a  =  — ,  oh  trouvera 


donc 


(•+^r^>' 


c'est-à-dire 


(' + f) 


1  >y-l-H+« 
9 


donc 


donc  en  faisant  ^  ==  1,  2,  S  . . .  /u 

on  tire  de  là,  comme  dans  le  deuxième  cas, 

Si  Ton  fait  ici  fi-^  ç  =  n^  on  ^ 

donc  en  faisant  n  infini  et  remarquant  que  1  —  l —  c  est  une  quantité  positive, 
on  voit  que  Xn  se  réduit  à  zéro.     Or  (voyez  pag.  73) 

w»  =  Mcos(y^  +  y^  +  •  •  •+  y-)  +  V—^  sin(y^  +  r^  +  •  •  •  +  y»))» 
donc    wIh  =  0  pour  w  =  oo. 

^  Pag.  9L     II  faut  se  rappeler  que  (2  +  2  cos2ar)*  =2  cosar  depuis  x=iiQn 

—  Y  jusqu'à  ;r  =  2()7r  -j-  ^,  mais  (2+2  cos2a:)*=  —  2  coso:  depuis  ar=2(wr 

+  J  jusqu'à  a:  =2,ojr-f^. 

Po^.  9S.    L'éqnatioD  (4)  donne 

r—    y^       j^_  J'i ^«^_,  pour  «  =  oo. 
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Or 


fr+»)//(^y-33îê:?5=fr+»)/.'^(»-')'^''^.'»"r'««=<»- 


^= 

De  la  même  manière  on  trouve  , 

•^^fo'^'^^—''^^^'  et^-^=(«+^+y)y]|VP(l— a:)-«rfar,  lorsque  «  =  oo. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  rexpi;e8sion  de  C  ci-dessus,  on  trouve 

(Voyez  la  table  des  fautes  à  corriger.) 
Or 

j„        V*     -^^    «^      r(a+p)'''vo*  ^^     "^^  •"*         r(2-a-p)         (l-a-p)r(l-«-p)  ' 

j«-«  n        r(a).r(l— a).r(p).r(l— p)  .     rt  \   n*        \  « 

donc  g=       C.^     nx  X.      — ^;rî — î-^;  mais  Jr(a).y  (1 — m^^-r—. — rî 

r(a+P).r(l— a— P)         '  V  /      V  /       ■in(oK)  ' 

donc  en  substituant  et  réduisant 

C  =1  }i(cot  (an)  +  cot  (/?«)). 

L'équation     /   r =  — f  /   ^   s' ob- 

Jo  j'-«(l_j)'-P(,+a)«+P  aP(|+a)»    •'o    «'"«(l— x)""? 

tient  en  mettant  dans  l'équation  (5)  la  valeur  de  C  exprimée  en  intégrales  dé- 
finies; c'est-à-dire  en  mettant  cette  expression  de  C  au  lieu  de  n'(cot(an') 
-f  cot  (/îjr)). 

Pag.  98.     Si  l'on  différentie  l'équation 

(*+o)'H-P 

on  trouvera 

donc  en  intégrant 

r  =  a(l+a)(a+/î)/    ^^ — ^^— — («« + (1  +  «)/*)  /    ^ — t —  ; 


»    — 
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divisant  cette  équation  par  a{l-\-a\  mettant  pour  les  intégrales  leur  valeurs 
en  y  ^^  ^  ^t  pour  r  sa  valeur  en  Xy  on  obtiendra 

Po^.  99.     En  multipliant  l'équation 

par  aP(l-f>a)%  on  obtient 

yaP(l+a)«  =y^ 'f^Ol^  ar«-^(l— ar)M.ite==y^V-Hl-a:)^\iiar,lorsquefl=c«^ 

en  remarquant  que  ^  ^  ^^^     pour  cette  valeur  de  a  se  réduit  à  l'unité. 

Pay.  iOf.     La  définition  de  la  fonction  r{a)  est,  r(a)=i  fz^'^.e"dz. 

a^^^^er*'^ dx  ;  donc  en  écrivant  —  an  lieu 
de  a  et  divisant  par  2  on  a 

Pag.  m.  Lorsque  x  est  positif  on  a  - — <dx\  donc  en  intégrant  de- 
puis ;r  =  0, 

c'est-à-dire  log(l-j-2r)  <a?  pour  toute  valeur  positive  de  x. 

Pag.  i2i.  La  valeur  de  t/zar^  se  trouve  par  le  procédé  employé  pag. 
411  et  suiv.  pour  trouver  la  valeur  de  v.  Voyez  Cauchy  cours  d'Analyse  de 
l'école  royale  poljrtechnique  pag.  71. 

Pag.  124.  On  peut  toujours  trouver  une  racine  a  de  l'équation  a^ —  1  =0 
telle  que  toutes  les  racines  de  cette  équation  puissent  être  représentées  par 
ay  a*,  a%  . .  •  a^-'^.  Voyez  Lagrange  Traité  de  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques, Note  Xin.  pag.  245. 

Pag.  £26.     Ayant  a.  =  cos  —  +  V—  1 .  sin  — ,   on   a   «».,  ==  al^-^ 

=  cos  JLtldlJJ^  4.|^-i.sip  ^(t^-^)^  =cos  ?1-K— l.siû^.    Doncen 

▼ertu  des  équations  (33),  si  v^  =  c-\-  rf|/^ — 1 ,   on  aura  v^^i  =  c  —  d]/^ — 1. 

On  en  conclut  d'après  (40) 

53* 
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tia\.^=i\^{e-dV-'L).p'{c+dV—i\ 
donc 

Po^.  f  Jtf.     L'équation  (70)  se  trouve  comme  il  soit 
Lorsque  n  est  un  nombre  entier  positif  on  a 

«(«-lX«-2)...(iî±i) 

OÙ  le  dernier  terme  est _     — .cos^r,  lors^e  n  est  impair, 

1.2.8...(-^) 


n(ii-l)(ii-2)...(|.+l) 


et     ^  — >  lorsque  w  est  pair. 

1 • 2  • 3 •  •  .— 

En  mettant  mx  au  lieu  de  x  et  désignant  par  27^cos(mz)''  la  somme  de  toutes 

1  "* 

les  valeurs  de  (008(^2;))**  qu'on  obtient  en  donnant  à  m  toutes  les  valeurs  en- 
tières depuis  1  jusqu'à  ^(,  on  aura 

"  "  ™  nln-\\  ^ 

2*"^J7  {cQ%mxY=i2J  cos»iwar+w^^cosm(n — 2)a?-j — V"^-^  cosm(it— 4)^+-(*) 
Or 

m 


v^  8in  Itn  +  4)x  —  sin  X% 

^  ^  28infs 


A— -^M    • 


2iHc 

Faisant  ici  z  =  — — ,  ^  et  m  étant  des  entiers,  on  aura 

V- 

2:  cosm.^^  =  0. 
1"  F- 

2tc 

Donc  en  vertu  de  l'équation  {h)  en  y  faisant  x  =:  — ,  lorsque  n  est  un  nombre 

impair  =  2p + 1, 

1^ 


X(co8«i.^)^'  =  0;     (c) 

1  K* 


et  lorsque  n  est  un  nombre  pair  =  2/?, 


|.(e.«»..H.)''=^.Jee==!)^^^^_(£±î).,    « 


Soit  a=-Bi!L  et 

{x  —  cosa)  {x —  cos2a)  (x  —  cos3a) . . .  {x  — cosfia)) 

=zatv-\-A^x\'-^+A^-*-}-J^-^  +  .   .  =  0}  ^®^ 

Cela  posé,  on  sait  qa'en  désignant  la  somme  des  racines  de  cette  équation  par 
S^  y  la  somme  de  leur  carrés  par  S^^  la  somme  de  leur  troisièmes  puissances 
qar  S^  etc.  on  a 


(0 


Ed  verta  des  équations  (c)  et  (</)  on  a 

S       — 0  et  iS    —   *       2p(ip-lX'ip-'i)  '    '  (P+i)    „ 
AajM-i  — 0  et  A^j,—  ^ 1.2.8...P '* 

donc  iSi  =  0,  -$,  =  0,  iS.rssO  etc. 

Ces  yalenrs  étant  snbstitaées  dans  les  équations  (f)  donnent 

I 

^ 1    t^(t^— ^)(>^— <>)  Ptp 

•  •  *         1.2.3 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (e),  on  obtient  l'équation  (70)  de 
l'auteur. 

Pag.  £37.     Si  dans  l'équation  i  oos  mz=:  «ï"(^+^)»;-"»è»  ^n  pose 

z  =  x — T9  k  étant  un  entier,  on  aura 
2«+l 


l-( 


2i»+l' 


coswi .  •^— ^^  =  —  î- 


En  comparant  cette  équation  à  l'équation  (b),  après  y  avoir  fait  x  =  ~~ ,   on 

/  2ii+l 

en  conclut,  lorsque  p  est  impair 

f-V         u-nJ  t<^-ri'-r    ,    -r      ,.,    ^^,.,_,    ^ri) 
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c'est-à-dire 


«^'■?.(««"-^)' l-T 


donc 

n 


Lorsque  p  est  pair,  on  trouvera 

et  de  là 

Si  dans  cette  équation  on  fidt  successivement  p  r=:  2,  4,  6,  8  etc.,  on^  aura 


i"V  2n+l/  2        ** 

i  (co8m.-?!L_y=Ç_  5. 

j-V  2«+l/  8        1* 

i-  rcosm-*LV— 5?_ii 

etc. 
Soit  maintenant 

ar  +  ^ja;-»  +  A^oT^  +  J,«-»  + . . .  =  0     (i) 

réqnation  dont  les  racines  sont  cos  -,  cos  — — , .  •  .cos-^r — -y  on  trouvera 

2ii+i  2ii+l  2it+i 

aisément  par  ce  qui  précède 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  obtiendra  l'équation  ÇIZ)  de 
Tauteur. 

Pag.i48.     6  =  |/(è*+c*) 

Pag.  {49.     Des  équations  (19)  et  (20)  on  voit  aisément  que 

ç)(mw  ±  a)  =  ±  (—  1)*.  SP«, 
'  9)(ni3i  i")  =  i  ( —  !)"•  «pa ; 
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donc  en  mettant  nai  -|-  a  an  lien  de  a  dans  la  première  équation  on  a 

Pag.  iS4.     La  valeur  x=i  —  a-\-  (2m -j- 1)»  -{-  (2n-{-  i)ai  qni  satisfait 
à  l'équation  y  (-^)  =  i,  rend  /(.^)=  ^  et  ^(^^)  =  è»    donc  elle 

représente  la  valeur  de  tpx-r—ipa  sous  la  forme  — .      Or  la  valeur    de   cette 

fraction  n'est  pas  égale  k  zéro,  mais  à — 2tpti. 

Pag.  164.     En  vertu  de  l'équation  (22),  f{mm-\-nai-\-a)=i{ — l)'"./à, 
on  a 

^       '  Va«+1  '    2«+1^2«+l/       ^      ^'Vî«+1~        2«+l  '    8n+l        / 

=  (— ir-K^TT"*"  ^T'^+^l  '^)  ®"  écrivant  m  pour  2m+  (2M+l)p. 
Pag.  169.     27.V(m)=v(— nH-i^(— OT+l)+t^'(— n+2)+...+t^(-w+A:-l) 


-a 


+V(-»4-*)+V(— n+*+l)+...+V(— 1)+V(0)+V(1)+-+V(-1+*) 
4.V(*)+(*+l)+...+  V'(n), 

k 


1 
k 


— 2^J^{^ — ^ — 1)  = —  V'(—  w)  —  V( — ^+1)  —  V'C — »+2) .  • . — yp{ — »+A  —  !)• 

Or  on  voit  immédiatement  que  la  somme  de  ces  trois  éq[uations  est  la  même 
chose  que 

Pag.  i71.     L'expression  y  (/*  H ^"*"    '^'J  étant  identique  avec  l'expres- 
sion (51)  9)((— l)-M->i.^  +  .!!^tl^^  lorsqu'on  fait  m=2A:  et  /i  =  2*',  il  est 

clair  que  la  première  expression  est  une  racine  de  l'équation  (p{2n  -f- 1)^^ 
=     '""*"'  quelle  que  soit  la  valeur  entière  de  k  et  de  k*.    Donc  pour  faire  voir 

que  (p  (^  -\ ^"^     ^j  exprime  une  racine    quelconque  de  cette  équation,  il 

suint  de  démontrer  que  toutes  les  valeurs  de  cette  expression  qu'on  obtient  en 
donnant  à  A:  et  à  A:'  toute  valeur  entière  depuis  —  n  jusqu'à  -|-  n  sont  différen- 
tes entre  elles.     En  effet  dans  le  cas  contraire  on  aurait 
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d'où  ■ 


2«+l  ^         '         V     ■        2«  +  l 

et  de  là 

(_l)«+|t=:l 

2A:=£;  +  (2;ï+1)»ï, 

2A'  =  2Z'+(2ii+1)ai, 
donc  2(Ar — Q  =:  (2?t-f-l)''i;  donc  9n  doit  être  un  nombre  pair.     Or  k  et  /étant 
compris  entre   les  limites  — ra  et  -j-n,  la  plus  grande  valeur  numérique  de 
2{k — l)  est  An;  mais  m  étant  un  nombre  pair,  la  plus  petite  valeur  numérique 
de  m(2n  + 1)  =  2  (A: — l)  est  4w+2,  ce  qui  est  absurde.     Donc  etc. 

Pag.  £75.     On  voit  par  Féquation  (68)  que  l'équation  (80)  est  du  degré 
2»  +  1. 

Pag.  174.     Soit  pour  abréger  Y{C^-\-Y{Cl — D^^))=zPy,  on  aura 


-n 


»^=^.»(^+^> 


donc 


2n  ^.n 


9'./5+-f,«;'/'H  =f Jl+0.-»+0.-'+...  +  0^)  ^{P-^  ^) 


2n        2n+l 


Pflgr.  itfj.  Si  ai»  =  ap  il  faut  que  a"*"»* — 1  ou  a"^ï*+l  et  par  suite 
que  a*("*->^) — 1  soit  divisible  par  2n-\-\.  Or  m<n5  /u<w,  donc  m — /M<n; 
donc  2(m — /i)<2w.  On  en  conclat  que  a*("^i^) — 1  n'est  pas  divisible  par 
2n-f-l,  en  remarquant  que  a  est  une  racine  primitive  du  nombre  Sn-^l.  Donc 
il  est  impossible  que  a»  ==  ^* 


426 

On  a  -^r — -— ss  Ar,  k  étant  un  entier^  donc 

'   («■•>•  i)(tt"—i) . 

A      «  "  ■■■■  #•• 

Sn+l 

Or  a  étant  one  racine  primitive  du  nombre  Sn-f-l»  ^* — 1  ii^'^st  pas  divisible 
par  21^4*  1>  il  f^^^  d<^i>^  ^® 

•s — ^  =  nn  entier  =  A»; 
donc 

PéE^r.  iStS. 
En  mettant  ici  a^e  au  lieu  de  f,  il  vient 

n 

^  0(»-«)jry «^^j  ^  jdi-HH-i)* .  ç)«(a€)  + . . .  =  0-»* .  yvk,  en  remarquant  que  6*  =  1 
et  ç>*(a*+***)  =  9)*(a"*f). 

Pi^.  188.     On  a  en  général 


-n 

Faisant  x(m)==  V'C^/i),  on  aura 


-27^  ^K  A*)  =  V'CO,  iti)  +  27^t/;(»i,  fx)  +  27^  t/^(— w,iM)i 


-n 


Donc 

è^èjpim,  /i)=Z^i;;(0,/i)+i'  i  (i/;(m,^)+i/;(— m,iu))     (/?) 
En  posant  successivement  dans  Téquation  (a) 

n 

2.     %{it)  =  ^^  (if  (wi,  ia)  +  i/;(—  JW,  A»)), 
OD  aara 

2:  MO,  /w)  =  1^(0, 0)  +  2  MO,  (i)  + 1^(0,  —/*)), 

-ni*  1  »* 

^^2»  (  vKa»)+v(-»«,^)) =il,(^KO)+ v(-»t,o))4-ii^ Jii'(i»i,M)+t/'(«,-A*)) 

-n  "^   1  1  1  »^  1 

Substituant  dans  l'équation  {p).  on  trouvera 
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n      n 


SJSj'i'^f*)  =  "PC^y^) + ^MO,fi) + V(0,— fi)) + ^•.(vC"»,©) + si—  mfi))  ) 

En  mettant  dans  cette  équation  log  1^(7»,  /u)  à  la  place  de  ^(m,  /i),  et  rentrant 
ensuite  des  logarithmes  aux  nombres,  on  aura 

nMj'im,fi)=viO,0) .  nMO,n) .  tp(0, — II) .  IIj'(nhO)M—^0) 
-n    -n  1  1  .      (^ 

n       11  n       n  /       \  / 

X  nilj>(:m,fi) .  v{—m,—fi)-nMjimi—/i)M—»^) 

1  "^  1  1  "^  1 

Si  dans  l'équation  {y)  on  fait  tf-(»i,/<)=(— !)-+«*.,,  (/?+  "'^^'^')>  «»  ▼<>»' ai- 
sément que  ^^<P(2»+l)fi  ponr^  =  |.+-|L. 
JPe^.  f  J?d.    Voyez  les  équations  (22)  et  (16). 

Pag.  191.     L'équation  (13)  donne   y(P+«)-<P(P-«)  — :  ,  ^ ,  ,  f '»/  . 

Sî  dans  Téquatioii  (18)  (p(a  —  ^\  9  («  +  ^-)  = ^>    on    met   a  +  ^ 

au  lieu  de  a.  on  en  tirera  1  +  cVcp*a,a)V=  1 .  ^    ttI 


donc 


1   .    9'P 
ç(P  +  a) .  ç(P — a) ç»a 


ç«a  ,  ç«p 


1  — 


<?*(«+ y +-2-; 

Si  dans  l'écfuation  (16)  b.^^=i — f\^'{'  v}>  ^^  ^'^'^  ^®  9^"  ®*  ^"  ®"^  "*®^ 
leur  valeurs  en  fa^  on  en  tirera 

/^a  = ^^ ±L- 

et  de  là 


a>*« 
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En  mettant  cette  valeur  de  ç)*»,  et  1  — f*§  au  lien  de  c*q)*§,  dans  l'égnation  (14) 

on  trouvera 

/"?-/»  (a+y) 


f{fi  +  «)'f(fi-«) 


l-;^./W»(a  +  -|.) 


Si  dans  la  deraière  des  épations  (18)  on  met  a  -|-  ^  à  la  place  de  a,  on 

aura   /*  (a  +  y"'"  "Y'}  •  ^("  "ï"  y)  ^^^  ~  '    ^  ^'^'*®  ^®  ^®**^  équation  on  peut 
chasser  ^  de  l'équation  ci-dessus  par  où  on  obtiendra 

0* 


/(ft+«)/(ft-«) 


1— 


/«p 


On  trouvera  de  plus 


F^a 


ç)*a 


2/ 

« 

En  substituant  ces  valeurs  de  F*a  et  <p*a,  et  mettant' — ^f—-  po»r  vV  **>"» 
l'équation  (14) 

il  viendra 


F(/î+a).F(/î— a) 


_^i..p.i.<«4) 


En  éliminant  -^  de  cette  équation  et  de  «celle-ci 


54* 


4Ï8 


f  = ''G  +  T+ xW«  +  ï> 


on  obtiendra  la  dernière  équation  de  la  page  191. 

Pag.  £949    Les  formules  de  la  page  195  donnent 

1 9*P 


1 fp 


•) 


Ç*P 


1  — 


9«? 


•^   VT"*"  2«+l  /  '   \T"''T''"  2n+l  /  ./o     6w- 


En  faisant  /?  =  0,  on  aura 


-^  \2a+l.    2/  '^   V2^2^2«+l/ 


•^  V,2*2b+1/  '   \2^2^2«+l/ 
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xn  n        ^  **     ^  \i    2«+i  / 


ee 


En  divisant  l'ayant-dernière  de  ces  équations  par  la  dernière,  on  obtiendra 
l'expression  (130^)  de  la  fonction  f{pi'\-i)p.  Par  un  procédé  tout  semblable 
on  trouve  l'expression  de  F(2n-j-l)/9« 

Pag.  i9S.     L'équation  (18)  donne 

^1  il 

.       ■^■•^  ^^^^  ___^  • 

donc 

(tt+WQ+lJUgA ^     1 ^^i^ 1 

'V    2»+!      ~Y      Y/                  *V  2ii+l  / 

/g— iftQ— |Mgl\  _^ j 1 ^^ 

'\  2«+l  / 

Cl,  en  remarquant  que  9)^a  —  y)=—  ç>(a  +  y),  y  («  —  Çy= — v(«+ yj» 
on  aura  ^  .v  .  - 


,. 


2ii+l       /  6C  /^g— (il— m-4)(»)+(n— |i.+^)ot'\* 


(g— (il— m-4)(0+(n— ii.+i)©t\ 
2^?ï ^/ 


(g — mQ+{jngt\ ji_    1  ' 

2ii+l       /  ee  *        /g+(n — m+^)o— (n— tJ.+^)<giY 

*V  2n+l  / 

De  ces  équations  on  tire 

= — -Î:J:a—  if^vc—m,  "—!•) + ^à:,£j—i)'*^ji>'—«>,>t—i')- 

ee  X      X  ^  ec  ^      1  r 

Pag  197.    Lorsque  ar=?= ,,(«),  on  a  «  ===y'^'-^j_5^^L__,  donc 
**   =  (1— (c»+c«)a:»+c*e»;ï*)-*=  1  +  iCc^+e*)^  + 


ds 


•  • 
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d'où  en  intégrant 

en  remarquant  que  la  constante-  arbitraire  due  à  l'intégration  se  réduit  à  zéro» 
puisque  a  s'évanouit  en  même  temps  que  x.     On  tire  de  là 

±=i+^(e»+c»),^+... 

Donc  faisant  at  converger  vers  zéro 

—  =  —  =  1  pour  ar  =  0. 

X  ça  *^      ^ 

Cela  posé,  en  remarquant  que  (p{ — a)=:  — *  fpa^  il  est  clair  que  le  développe- 
ment  de  q>a  suivant  les  puissances  de  a  ne  peut  contenir  que  les  puissances 
impaires  de  a.     Donc 

9)a  =  aa  -f-  ha^  -j"  ^^*  +  •  •  • 

et  parceque   ^  =  1  pour  a  =0,  on  a  a  =  1  ;  donc 

donc 

2n+lJ  ~  2«+ï   '    (2«+ 1)»  ' 

OÙ  A  convergera  vers  une  limite  finie  pour  des  valeurs  toujours  croissantes  de  tl 
Pag.  198.     Si  ^^  n'a  pas  zéro  pour  limite,  il  s'en  suit  que   ^  -  = 

•^ — ^^  aura  pour  limite  une  quantité  différente,  de  zéro,  quelle  que  soit  la 
valeur  da  /i. 

Pag.  200.     En  posant 

e(n)— e(»+ 1)+ e(»+2)— ô(/2+3)+...==J9e(«)+5,e'(»)+5aô^^^ 

où  O'fa)  =     :' ,  0''(w)=  — r^  etc.  on  aura  en  mettant  w+I  au  lieu  de  w, 

0(w+l)— e(w+2)  +  e(n+3)— •..==Be(n+l)+iB,0'(n+l)+54e'(«4-l) 
donc  en  ajoutant  membre  à  membre 

e(»)=5(ô(»)+e(«+i))+A(9'(«)-fe'(w+i))+^«(n»»)+«*(»+i))+- 

Or 

0(»+l)===e(»)+e'(w)+iO-(«)+ ^,e"(n)+...,  e'(n+l)===e'(n)+e»(w)+ 1  (r(n)+..^  etc. 
On  tire  de  là  en  substituant  et  réduisant 
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«(n)  ==:  2fiO(»)  +  m'in)  +  ^BV{n)  + . . . 

+2fiie'(n)4-  B^^^in)  + . . . 
H-2iB.e«'(»)  + . . . 

+  ... 
On  en  conclut  £fi  =  1,  donc  £  =  ^ , 

jB+afii  =  0,  donc  B^  =  —  l, 

iB4-fij+2^,  =  0,  donc  iBa  =  0,   etc. 

donc     0(n)  —  e(»+  l)+e(n+2)— ...=^e(»)  —  ^Ô'(n)+5,0*(M)  +  . . . 

Pfl;^.  £0J.     L'auteur  dit  que  la  limite  de  la  quantité 

'^{K^)+|.H)-[<^)+<S)]+4;[K^)+<^)]} 

est  égale  à  zéro,  et  qu'on  aura  par  suite 

fa  —  lim  (—  l)-!-^  2^  (—  1)-  Mn—ity  »—  h) 

1  1   *^ 

Or  le  premier  énoncé  n'est  pas  juste,  et  par  conséquent  ni  le  second  non  plus; 
mais  la  faute  résultant  du  premier,  est  détruite  par  celle  du  seconde,  de  sorte 
que  le  résultat,  c'est-à-dire  l'équation  (160)  se  trouve  juste.  C'est  ce  que 
nous  allons  voir. 

Considérons  d'abord  la  quantité 

S«it  i^  d.rég.r         ^'^^}i:^}  ,  =  «.. 
on  a 

2«+i,-^         -      2«+M-(-iK^m-/?v+,4-i2v+,-...--(-i)-/?.)r 

Soit  i'  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  y^n^  on  aura 

—  R^  +  B^^  R^  + .. .  +  {^iyR,=zvR, 
où  R  est  une  quantité  finie. 

Si  m  surpasse  {/"w,  il  est  clair  que  R^ — R,^^  est  de  la  forme  v^^  v^  ' 
ayant  pour  limite  zéro.     On  tire  de  là 
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OU  k  =z  ^iÇll  ou  =  ^^V^     selon  que  n — v  est  pair  ou  impair;  daiis  le 

premier  cas  on  a  JS  =  0  et  dans  le  second  Bz=zh 
Donc 

et  de  là 

dont  la  limite  est  évidemment  zéro. 

An  contraire  la  limite  de  la  <{uantité 

2«+l  -7iJ^L^  \2«+l  /~'V  2«+l  /J 

n'est  pas  zéro,  mais  nne  quantité  finie  indépendante  de  a,  et  comprise  entre  les 
limites  1  et  —  • 

e 

En  effet  soit  pour  abréger  f(^^)+f(^^)=R^, 


on  a 


«>-■  !'.S'?^^5i^=yG^)!^^>^'^■^)^^^)  '^"^ 


_  • 

Or  on  voit  aisément  que-  cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

où  P^  est  une  quantité  finie  pour  toute  valeur  de  fi  ainsi  que  sa  limite  pour 
des  valeurs  toujours  croissantes  de  n«     On  aura  donc 

"^lïT  f  jii^i^—  2S:iT  •  ^'^  Vl^iïr/  Li'i*'^  V  2fi+i  J      (211+1)*  7ii^^»^J 

Maintenant  /•rJî:?Lj  est  compris  entre  les  limites  1  et—,  donc  ^  ^M"^!"} 
est  compris  entre  les  limites  Zn  et  2n*—.     La  quantité  P^,  étant  finie,  on  a 


2:Pu,  —  nP,  où  P  est  fini;  donc  _-l_-27,  Po=  ,^     ,,,    dont  la  limite 

1 1^    *^  '  '  (2«+l)«    il*     »*         (2ii+l)« 

est  zéro.     On  voit  par  là  que 


AU 
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^l,«,=(-ir.^.c 

OÙ  C  est  une  quantité  moyenne  entre  les  limites  1  et  — .     Donc  en  faisant  n 


croître  à  l'infini 


""feH^-FA=±«'- 


quantité  indépendante  de  a,  comme  nous  l'avons  dit  plus  hant 

Venons  maintenant  à  la  détermination  de  la  limite  de  la  fonction 

.    (-l)-i',i;j-l)-.tp(«-in,  n^ii)  =  (-1)-  2,  \{-Vr'>^{m,  (i) 

o  '^  o 

La  dernière  des  équations  (18)  donne 

et  l'équation  (16),  f{ê  +y)  =  —  6.  JJ,  en  y  mettant  e  —  ^  —  ^    à    la 
place  de  é,  devient 

TKe s^  j  =  "^^' — y ^=^ 7 -* x"î 


on  tire  de  là 


La  première  des  équations  (18)  donne 
donc 

A  =  _fc.F(£+-_.). 

Le  produit  de  ces  deux  équations  donne^  après  avoir  divisé  les  deux  membres 
par  6*c*, 

_^=_±,(-+jf_.).F(±+f_.)i 

on  trouve  de  plos 
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» 


donc  on  aura 

Cette  équation  donne  la  valeur  de  ^/(m,  /i). 

2n+l  2n+l' 


V(i«»A*) 


— e(»ï,^) 


donc 


1    ^  (^)-^(â^V(â;^) 

1,      \tn+l/ 

^    "•"  '  V(jfn.i)«      (ïii+i)«  ^  • 


l    '    \2«+l/       '\2«+l/        (2fi+l)«~(Sii+ 


(&+!)«    (2«+l)» 


OU  bien  en  faisant  pour  abréger       *    =  k 

l'      '  V2«+i/  (a»+i)»J 

Maintenant  en  remarquant  que 


'V2«+l/  ^(2«+l)*' 

^  VJii+l/        (2tt+ï)*~ 


B.tt* 
(2fi+l)«    '    (2b+1)< 

on  A  et  B  sont  finis, 
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a* 


^    HP»  ■■    ■>! 


**  — 


J_  ,  (2ii+l)« 


, .A. s^V 

(2«+l)«  \         (2b+1)«/ 

il  est  clair  que  R^  peut  être  mis  sous  la  forme 

R  —  ^*  —  ^  -j-    "-    . 

donc,  en  remarqaant  qae  ^^=  -^^  =*+  ^î-j,  on  aura  en  faisant  pour 
On  tire  de  là 


9*  (p(*+0        \*        i+Z/^ln+l 

Donc 

mais  F** — ^(f*k:=  1,  donc 


9lr  9(^+0  9^k^ok.fk.jn.(ùl^ 


V 


^n^ffk.fk.Fk.f^    '    2»+! 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  de  la  fonne  . 

o        fk    .      V 


en  remarqnant  que  vZ=ç(^)  =  ^^+^^,  où  Jest  fini. 

11  /  /        .  0  M  1  .  f^ 


Déplus    1— T^=-T5^==-fî+ïA-  =  -î^ ^  + 


1 1  ■  I  « 


2ii+l 

On  conclut  de  là 


2«+l  VçH         it*  /  *^  2»+l 


Cette  équation  a  lieu,  soit  que  la  Kmlte  de  A:=    ,^*     soit  finie  on  séro.   Dans 

2ft+l 

le  dernier  cas  on  a 

55* 


^'—  • 


4m 

Or  on  tronyera  aisément  que  lim  (A — B)=: — y   î  •   )•  Donc  dans  tous 
les  cas  la  quantité  R^^^R,^^  est  de  la  forme 

où  A^  est  différent  de  zéro. 

Cela  posé,  considérons  l'expression 

Tf-ëf  •■«-  =  T-  ^ («,-«.+«.-«. +  ...+(-l)-ft-J. 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a 

OÙ  k  est  égal  à  n — 2  ou  à  n — 3  selon  que  n  est  pair  ou  impair;  dans  le 
premier  cas  on  a  iS  =  0  et  dans  le  second  B  =;  Rn^i.  Dans  l'un  et  l'autre 
cas  on  aura 

OÙ  A'^  est  indépendant  de  a. 


Donc 


et  par  suite 

donc  faisant  n  croître  à  l'infini, 

où  ^*  est  indépendant  de  a. 
C'est-à-dire  l'expression 

0  *^.  0  ^  * 

est  indépendante  de  a. 

En  changeant  le  signe  de  %  on  voit  de  même  que  la  quantité 

est  indépendante  de  a. 
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On  conclat  de  là  qne 

E  étant  indépendant  de  a.  • 

En  ¥ertu  de  ce  qui  précède,  la  dernière  équation  de  la  page  202  dpnne 


oo       oo 


En  sobstitaant  ici  les  valeurs  de  0(»>,/u)  et  9i{m,fi)  et  en  réduisant,  oé  «ira 


Faisant  maintenant  «=|^,  on  trouvera ± C  +  iST  =  0,  ce  qui  donne Téquà- 

tion  (161)  de  la  page  204. 

Pag.  S04.     L'équation   (162)  peut  aussi  se  déduire  de  i,^^^)  en  chan- 
géant  a,  e^  w,  0,  f{cci)  respectivement  en  aiy  c,  o,  o,  Fa. 


1  — 


Paa.  207.     On  a  en  général '-^  =  1  +  ^^-^ 

l_jP.  .r(r+«)    j_^ 


r't»  4   j_  /»«  — gf 1, 

P 


donc 


a»  ^a* 


(l«+l)»       (2n+l)* 

1     ^m^    m  ■       ■  ■ 

(2B+1)»        "^  («»+ 1)* 


•        •    '  » 


1  — 


urf— jrf' 


a» 


(mo+|iai+it)* 


a« 


1  + 


a*  ï  («IO+JJLt5l>*)^ 


rC 


(2«+l)«        ;  (m0+|J^t  +  it)s 


Pat.  S09.     Ayt  i,  9  (^)  =  •  (i)  +  •©+".+  •  (^> 


on  en  tire 


-F.«(^)-|.«a)=«(^)- 


Soit  J!i.  =  ^,  on  aura 


2<*+i)-2e(^)^e(;.+  l); 


4S8 


on  bien 

j  J2«(*+l)-S«(*) 
«"i  ï 

donc  en  faisant  n  infini 


e 


('+i> 


n         as  ^  ^ 


et  en  intégrant 


c'est-à-dire 


lim  —  2^{x)  =yo(a?)itr, 


Pflgr.  212.     n  faut  ici  se  rappeler  qne  H  if;(w — m)=zJI  tp(m — 1),  donc 


1  i 

a       n 


1  -  1  »^  (        ^  ,  /(fi-m+^)o4(ii-ti,H)tg»\  j        1  •  I  »^ (         ç,  A(m4)<^4:fa-i)ai-  \  (• 

P«gr.  5/-f .     Voyez  Cauchy  Cours   d'analyse  de  l'école  royale  polytech- 
niipie  pag.  568  et  570. 

Pag.  2iS.     tang(g-f&).tang(g— ^),cot»A=  «^-^^^ -»«'>*>  .2^ 

^  o  V      I     /        ô  \  /  coi*a— tin*»       tin*» 

(sip^g  -\  BÎn*fl 


/l— gln»6— gin^a\      gin^t  gin*g 

P<ii|^.  i^iZ     On  a  (voyez  pag.  574  de  l'ouvrage  cité  ci-dessus  de  M. 
Cauchy) 


2 

Par  cette  formule  il  est  clair  qu'on  aura 


■?!*  V  +   (2|iL+ !)•««/  * 


*  y»  ■A|>4.i 

■^  (2jn-  1)»JC» 


OÙ  ^a|t+i  est  déterminé  par  l'égoation 


1 
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or  cette  valeur  de  .^tiM-i  ^^  '«  ^  forme  ^;  donc 

^•H-» A._A-^       P**"  *  +  (2p.  +  !)•««  —  ^ 

d'où  l'oa  tire  en  réduisant 

donc  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équatien  ci-dessus,  on  obtient 


oo 


Pay.  iïiîi.     En  remarquant  que ^ —  =  21^ ^^ ,  on  voit  aisé- 

ment  qu'on  pourra  aussi  mettre  la  valeur  de  ^  sous  la  forme  suivante 

Pir^.  225  Tout  nombre  premier  de  la  forme  4i/-|-l  est  une  somme  de 
deux  carrés.     Voyez  Legendre  théorie  des  nombre  pag.  60  ou  pag.  178. 

Pag.  228.  On  voit  que  v  est  une  fonction  rationnelle  de  0  et  \^ —  1, 
en  se  rappelant  que  les  coefficiens  de  l'équation  JR  =  0  sont  de  la  forme 
A-^  B  Y — 1»  où  ^  et  jB  sont  des  nombres  rationnels. 

Pug.  229.     n  faut  observer  que  les  nombres  n^^  n^y...n^  doivent  être 


m..  m^  ^/ 


différents  entre  eux,  car  si  p.  ex.  nu  c^  ^ ,  on  aurait  — ^ — h 

Donc  la  valeur  de  la  fonction  (p  T.^  j  né  peut  pas  être  exprimée  par  des  raci- 
nes carrées,  si  n  contient  un  facteur  de  la  forme  (l+2*y>  /^  étant  plus  grand 
que  Tunité. 

Pag.  255.    La  valeur  de  -^ii  pour  «  =  0  se  tire  de  l'équation  (235). 


Pag.  25S.    On  a  ^i=± ^ — : —  et  y=A:i/;ar,  donc^^jiy== — "^ — , 

\-^Jy^=il-^ — /    •\'     ^^  maintenant  dans  l'équation  (237)  on  fait  c  =  -^ 
on  aura 


fM 


1 
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i£^=  jl__^l.Il=:(14.i^). 


en  remarquant  qu'en  vertu  de  (SI130)  on  a  9>(-^  4-(2}i— m')<£J  =9i(^--("*'+l)a}' 
et  que  çi(y.)  = L.     Donc 

et.  en  changeant  le  signe  de  t 

Poff.  256.    Les  équations  (238)  et  et  243)  donnent 

donc  en  remarquant  que  ç  est  seulement  du  degré  in,  on  voit  que  le  coeffi- 
cient  de  ^'^^  dans  cette  expression  de  jB  est 

-(-^>- I _. 

9i^  (9a.92a...9isa)* 

'»  (y)  =  »^  **  ''Xl^) = ±  ï^  «•»  ^««^  •**  <^^  **  <^*>- 

Po^.  £3^9.    L'équation  (273)  se  tire  de  (272)  et  (268). 

Poff.  $40.    L'auteur  dit  que  l/r—^^l^jestpositifparceqaeM,  est  réel, 

mais  il  me  semble  ^e  ttj^  pourrait  être  réel  quand  même  la  quantité  yfj^I^  j 


serait  négative^  car  en  vertu  de  (249)  on  a  «^  =  ±  ç  r  (  i  — ^  )  '  ^^  raison 
pourquoi    yC/^"^)  ©st  toujours  positif  c'est  que  y  est  égal  à  zéro  en  même 

if 

temps  que  x,  que  |/^(^ — x^)  et  |/(1 — y^)  sont  tous  deux  positifs  lorsque  x 
et  y  sont  très  petits,  et  enfin  que  y  devient  égal  à  Tunité  en  même  temps'  que 
X.     En  effet  l'équation  (271)  donne  pour  ;r  =  1 

_(_.)./Ki^)->]W^)-']-W^)->] 


Or    1  —  9>*a  =  f*a  et  1  +  e^qp*»  =  F'a,  donc 
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de  plus  ^  =  ^  (a  +  y)  =  V  (a  +  y)»  ^  ^*^^^  ^^  *'  ^^"^^ 

»=^-»*(t+w)Kï+-^)---»*(t+^)' 

/= !!_ j ,  donc 

^.ç.fJL_.  ±V<p.C_»_.  »\..<p.C*î=L.  "V 


y 


Or  il  est  facile  de  voir  que  cette  fraction  est  égale  à  l'unité,  en  remar- 

voit  qu'eo  donnant  à  /i  toutes  les  valeurs  entières  depuis  1  jusqu'à  n,  les  fac- 
teurs du  numérateur  seront  les  mêmes  que  ceux  du  dénominateur,  mais  dans 
l'ordre  inverse.      Donc  a?  =  1  donne  y  =  1. 

Poff.  241.  En  faisant  dans  l'équation  (271)  a:  =  9  T— ^î— —)  et  ayant 
égard  à  la  valeur  de  /*,  on  voit  que  cette  valeur  de  x  donne  y  =  ( —  1)".  En 
effet,  soit  pour  abréger  J^     =  «j  on  a 

ç*(pia)— 9*—  .  .  . 

: L-  =  9.  ((2a*+  1)  I)  .9  ((2a*-1)  -|>  donc 

l+e«9«(|ia)9«  — 

y  =  (-l)-^  9  l-.ç,  ^.9,|.ç,|i-,y^  ...  ç,(2n+l)|.ç,(2ii-l)|, 

or     9.(2n+l)|.  =  9|-  =  l,  etK«,  =  «-+».(y|-.9>^...9(2n— 1)|)! 

donc    y  =  ( —  1)". 

Solvant  la  définition  de  la  fonction  tf>a  on  a 

S6 


I 
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e 


f  ds  -af'^         ^  -g  — _. 

donc 

en  remarquant  qae 

/    ip(x)dxz=i — /   ^{x)dxy  lorsque  t/;( — ar)  =  — ip(ar). 
L'expression  de  y  (280)  s'obtient  en  éliminant  f  de  (271)  et  (272),  et  en 

mettant  ensuite  pour  a .  ( —  1)*  sa  valeur  (2n  -|- 1) .  —  • 

o 

Dans  le  cas  a  ==  -  ^^*  l'équation  (263)  donnera  en  y  faisant  c  =  r^=l 

i=^"wi+  ^)  -^  (x + ^  •  ^)  •  •  •  »  (1^ + -  •  lëï)]  • 

Soit  m  •  2/t  =  (2n  -j- 1)'  ±  A»  où  ^  est  entier,  et  a»  entier  positif  et  moindre  que 
— ^— ,  on  aura 

»(ï+"'-^)  =  '(T±£^+'-')=(-«)'»(f  ±^) 

/2b— 2a.+  l       o/\ 
^''v      2«+l        *    2/ 

On  peut  donc  écrire  la  valeur  de  —  comme  suit: 
P<^.  i^<#£.     On  a  , 

en  remarqaant  que  9  (m .  |^)  =  9.  (tai  +  ^)  =±  <p  (-£^)    lorsque 
»i.2itt  =  (2«-f.l)e±a,.     Or 

donc 


>«a 


•L'V^:;!'  T-^'lïïTT-  T>'l-^;r-  ■2-;-'*(*is-  -ïn 
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Pag.  245.     La  première  des  équations  (284)  denoe 

'-•|.(J;rt>'-(te^t)l-'-''^"~ 

«-•'-'•■■[•(ir  »■■ '(K  * 

donc  en  substituant  la  valeor  de  6", 

et  par  suite  ar  =  cp  (-^ — )  donne  z=  — . 

Lorsque  x=2zy — 1,  z  =  0  donne  x=:0  et  y  =0,  .et  «  =  —    donne 

/      •% 

a?=  -î- et,  en  faisant  pour  abréger   J^     =aj 

___!_      (q'ç'g+lXe'ç'tg+l)  »  •  »  (e*9*«tt+l)  . 
y        ai.+i'     (1  _  <p«a)(l  —  9«Ja) . . .  (l  —  9«»a)    ' 

donc 

__  J 1 — _=:1    • 

9»(y+»)  •  9"  (-j  +««)••.  <P*(|-+«a) 
en  sobstitoant  la  valeor  de  —^  et  ayant  égard  à  la  formule 

^V2~2»+l/        ^V       2»+l  2/ 

i^o^.  iS^i.     L'expression  de  —  se  tire  de  (248). 

V  2int>       .  ,  2u 

Lorsque  a  =  — — p  et  m  =  —  1,  on  a  a 


2«+l  '  2«+l' 

etc. 
Pag.  2S2.     Si  l'on  fait  dans  l'équation  (2S7)  c  =  1  et  ^  =  — A*,  on  a 

( — A*)". (çK:fc.9)2a...ç)wa)*.ç)ê.9)(«-|-«)-9(*  +  2«)..-9>(« +£»«))    .  v 

56* 
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ou  a 


^ — '^^  ^  ^  , — =-^-— .     Si  1  on  fait  m 


2ii+l 


/t  =  -^  1,  on  aura  et: 


So 


tn+l 


et  par  suite 

{(pa .ip2a...  fpnaf  =  (y  ^^^^ 

1 


2o  4o 

^  2ii+l 


<? 


2it(i> 


2n4-l 


■)••  « 


En  faisant  maintenant  ê 


2n+l      2 


,  on  aura 


«+1 


4(|i— «)— 3      iù 


2ii+l        *    2/* 

ç)  r^«  +  -^^  ^y"^^ — '^(^)  ^^^ — ^  lorsque  n  est  impair 


2 

3n+2 


e  -«I7  —5 —  a  )  =  1  lorsque  »  est  pair-     On  tire  de  là 

±W2;^t)'9^(2^-t)-^(^ 


(c) 


ïu+l      2/         '^  \  2«+l 

DoDC  si  l'on  fait  (py.^—.  ^^=sinO<^t^),  on  tifera  des  équations  (a)»  (b)et(c) 
(— A:^-.(sine".sinô''". . .  sinef*"))«.(8ine'.sinÔ'' . . .  sinO^"^*^)' 

=  ±  2(i— sin O'+sinO"'  — . .  .±  sin e^*^*>) 

Si  Ton  fait  ensuite  «  ==- — -•  ~4-~4-~— •  en  se  rappelant  que 

2w+l     2*2*2.  ^^  ^ 


t3l\ 


ça 


4jJl— 1        €1  \ 


*-5p(|-  +  -|^— «) 


on  aura  ^•qp(É+)ua)  =  k.tpyt--^-  ~ —  - 


2n+l       2 


Ç 


V  2«+l       2/ 


*•?(*  +  ^"^     V  ^^^      ^  lorsque  n  est  impair 
et     k.(p\8  -j ^aj^ — 1  lorsque  n  est  pair. 


Donc 


K^-y)'(s^y)---*(^"¥)] 


î  (e) 


A:(çe-|-9>(«+«)-Hp(e-|-2«)H —  çi(<-|-2«a)=±2' 


2n+l 
1 


— L^f  II  I  ■ 


2»+l   2/ 


'Va«+i  2/ 


Ti(0 
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Donc  on  tirera  des  équations  (a),  (b),  (e(  et  (f): 

(_1)..   ("; »-f' " »--•  •  •.'■^";^;:;>;., = 2(cosec V - cosec e"+-q:cosec eC-')^^).  (g) 

Donc  Fidentité  des  deux  expressions  de  /i,  celle  de  Mr.  Jacobi  et  celle  de 
l'antenr  est  démontrée.  Si  Ton  divise  Téquation  (d)  membre  à  membre  par  l'é- 
qnation  (g),  il  viendra 

En  multipliant  cette  équation  de  part  et  d'autre  par  kj  on  aura  Tégalitédes 
deux  expressions  de  A- 

Pag.  2S8.     Dans  l'équation 

\  ds 

—  ±^-  ^[(l_c«»»)(l-«"Jf'»)J* 

I 

«tnit  «nnr  ahr^ffpr  •^^'  ~^  ^ =  ^  et  les  coefficiens  de  X  sous 

sou  pour  aoreger    y/^g,%^c\f'^){s*-e\f'^) 

le  radical  du  premier  membre  suivant  leur  ordre  Ar,  A',  ^  /',  on  aura 
^1  —  c*a^)(i  __  f^3»)  =  a\l  +  *x)(l  +  kx){\  +  te)(l  +  fa:). 

Soit  de  plus  pour  abréger 


(«) 


^« -««,/'* 


c*, 


on  aura 

On  tire  de  cette  équation 
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5  +  5'  =  0, 

CO  =  c*«» 
En  éliminant  B'  des  équations  £-f  JS':=0  et  B'C+BC>  =  0,  on  obtient 

donc,  ou  B=0=:B',  on  O— C  =  0. 
Soit  d'abord  B  =  0  =  B',  on  aura 

99'—c\f'  =  0  et  gg'—e\f'  ==  0. 
Ces  deux  équations  donnent,  en  remarquant  que  c^  ne  doit  pas  être  égal  à  «j, 

gg'  =  Q  etp  —  Q, 
On  en  conclut,  ou  ^  =  0  et  /*'  =  0  ' 

ou  ^'  =  0  et  f  =  0, 
car  ff  et  fne  peuvent  pas  être  égaux  à  zéro  à  la  fois,  ni  g'  et  f',  puisque  ces 
valeurs  rendraient  y ,  constant 

a)  g=:0  et /''=0  donne  C=  — iJ^  0  =  — -î!^,   a* 


.g'a»  ^a    ?.  ^»' 


donc 


d'où  Ton  tire 


ce»  =        "*'  •  ''^  -^^  =      c»«». 


ou  c:  =  -— -  et  ^: 


1        «a  1        ««  » 


ou  c*  =  —  et  ^:  =  — - 

1         a*  1         a« 


'  b)    ^'  =  0  et  /"=  0  donne  les  mêmes  valeurs  pour  c\  et  e^  que  dans  le  cas 
précédent,  et  pour  y  celle-ci 

Si  B  est  différent  de  zéro,  on  aura  0  =  0  et  B'  =  —  B,  c'est-à-dire 


&"^—c\S>*         g'^—eSf* 


C    (d) 
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et     »(gg'-'^*«y')  ^-  ^ss'-'Sr)  _  p    u. 

En  éliminant  successivement  c\  et  e\  de  ces  équations  et  remarquant  que 
f^ — f'g  ne  peut  pas  être  égal  à  zéro  par  ce  que  cela  rendrait  y  constant, 
on  obtiendra  * 

^9-{f9'+f'ff)B  +  2f'g'C=0,     (0 

ify + if9' +f'9)B  +  tf'g'C  =  0,     {fi) 
La  somme  de  ces  équations  donne 

fg+fy-c^o,   (9) 

et  en  retranchant  (£)  de  (i;)  et  remarquant  que  B  est  différent  de  zéro,  on  aura 

fy'+f'ff  =  0.     (0 
Les  deux  dernières  épations  donnent 

SiAstitQant  ces  valeurd  dans  les  équations  (é)  on  aura 

d'où  Ton  tire  en  ajoutant  et  réduisant 

flr*  =  éJ*cy^  donc  9'  —  ±  e^c.p.     {ji) 

Maintenant  les  équations  (^6)  donnent,  lorsque  B  est  différent  de  zéro: 

ou  5  =  i  (c  -)-  e)  et  alors  C^=       ceA 
ou  iB  =  ^ (i: — e)  et  alors  C  =±=  —  ce] 

Supposons  d^abord  ^  J3  =  ^  -f~  ^9  Y^  =  V^^9  substituons  ces  valeurs  dans 

(A)  et  pour  ^  la  valeur  e^c^f^^  nous  en  tirerons 

.    Faisant  maintenant  (-Î— — îÇ^yci  =  — ,  on  aura 

*        mVy'c— /«/* 

Des  équations  (x)  et  (/u)  on  tire 


(^) 


ce 
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(^^cmOf^'-ein^.^  'i'>r('^-Jt)*'f\  donc 

(f'»-cV")(ff''-«'»i/!!)  "~      (*i-ci)»  ~ 
Or  les  éqqations  (ê)  donnent  e^  —  <?»  =  —  ;  donc  on  trouvera 

a=i-r^ — (c—ey 
En  sobstitaant  dans  l'équation 


les  valeurs  de  /',  ff'  et  ^,  et  réduisant  on  aura 

Les  équation  (x),  (A),  (j,i)  et  (^)  montrent  qu'on  peut  prendre  les  quantités 
c,  Bj  y^Cy  Y^  ^^^  9^^^  signe  qu'on  voudra.  En  remarquant  que  les  6  quan- 
tités f\  fy  g\  Qj  ^1,  c^  ne  doivent  satisfaire  qu'à  d  équations  (/9),  on  peut  les 
faire  dépendre  d'une  quantité  indéterminée  nu 

Pag  26i.  L'équation  (28)  a  lieu  non  seulement  pour  une  valeur  quel- 
conque de  6,  mais  aussi  pour  une  valeur  quelconque  de   <ï.  (Voyez  l'équation 

(237)  pag.  232). 

P 
Pag.  265.     En  vertu  de  (32)  on  a  1  —  cjf^z  — ^  oh  P  est  une  fonction 

du  degré  2n-|-  U  ^^  ^^^^  ^^^^  ^^  diiférentiant 

^  '  dx  ~  c^\ds         ^  dxJ' 

or  ç  étant  du  degré  2n,  il  est  clair  que  o* .  -^  est  du  degré  4n.     Que  cette 
fonction  est  divisible  par  t  et  t',  on  en  trouve  la  démonstration  pag.  23S. 

Pag.  26S.  Lorsque  aj^=  ^  ,  on  aura  a^=i  ^"  ;  car  A(0-|"«)  étant 
une  quelconque  des  quantités  A(0-f-c<^),  A(0-|-<^9)  etc.  on  sait  que  A(0-^/ia)  sera 
égale  à  l'une  d'^entre  elles.     Donc  si  a.  =  ^  ^, ,  ^  (  8  +  L^\  i  sera  une  de 

ces  fonctions  pour  toute  valeur  entière  de  fi. 

La  valeur  de  k  se  déduit  de  la  première  des  équations  (47).  La  valeur 
de  e^  se  trouve  en  divisant  la  i*^  par  la  2"^  des  équations  (47)   et  remarquant 

qu'en  vertu  de  (18)  et  (16)  on  a     ^'  =  eeX*(^  ~  OJ. 
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L'éqaation  (41)  domie 

k=zh.t^.N^y  donc 
or  6  =  (Aa^ .  Aa, . . .  Aa»)*,  donc  lorsque  a^  =-2 — r-, 


•-1 


>(.Sr)'tô)-'(S) 


donc  en  substituant  la  valeur  de  N  et  remarquant  que  A  (    '  ^.iù\=iX(^'^  ^coK 

on  aura  l'expression  ^e  a. 

L'expression  de  y  se  trouve  en  substituant  dans  (45)  la  valeur  de  a^ 
et  celle  de  k. 

Pag.  267.  A(0-f-«)  et  A(O-h^i)  ^^ant  deux  quelconques  des  fonctions  A 
où  a  et  «2  sont  de  la  forme  //co-f-/''^'*  /^  ^t  /i'  étant  des  nombres  rationnels, 
on  sait  (Théorème  IV)  que  ^(O-j-'^if^-j^^a'-i)  ^^  ^1  ^^  k^  sont  des  nombres  en- 
tiers quelconques,  sera  de  même   Tune   d'entre   elles.      Donc  a  étant  égal  à 

-^+  "^  e*  «1  *K*1  *  v"l"  "^>  ^^  ^^  conclut,  en  faisant  Aj=  1  et  k^-^ — 1, 

que  A  U  -j — ^4"  "Y"""  ^t^  }  =  A(0+ w)  se  trouvera  nécessairement  parmi 

ces  fonctions. 

A(»+/î)  =  ±— .  1  (voyez  19).     L'équation  (55)  se  tire  de  (24),  (25),  (26). 

Pag.  268.  On  obtiendra  l'équation  (61)  en  feisant  dans  (24)  et  (26) 
g==  ^'Z  9  *'= — v*2"y  ^*  ®°  concluant  comme  on  Ta  fait  pour  obtenir  l'ex- 
pression de  1  —  c\y^. 

La  valeur  de  a  est 

fë'-fe 


ii  =  ± 


V{jS'^-e\f"^)(jS^^-e\f'^)  ' 


or    /*=^'  =  0,  donc  a 


f'g      _    * 


^i«i/'*        *i«i  ' 


mais  (voyez  (11))  ^^^1  =  -^,  donc  a 


ee      i ec 

il 

57 


4Ô0 

Lorsqu'on  fait  »  =  0,  r,  =  r  =  1,  /î  =  -— -j-  -^,  on  troavera 

^(y)  =  l+|'   l=*(l  +  |),   donc  A  =  ^;(voy.e2) 


donc 


,,(^)=:-.2A(i^)  =  ±^.    En  effet  on  a 


;.(29) 


1— ««X4Ô 


Faisant,  donc  0  =  ""^"  ,  AO  =  A  (  "^"'  )  =  ^,  on  aura 

j /'_«+î>' ^_  2j/[(1— J«)(l-e^x?)]  _  , 

et  par  suite   1  —  e*a^  =  0,  d'où  a?  =  ±  -i-  =  ;/i^^» 
On  aura  par  conséquent  e^  =         • 

Pag.  269.  On  a  Ae=— A($-f-«)etA(0+a)+ A(e  — a)=--(A(— 0-f-a) 
-j_A( — 0 — o));  donc  9)( — 0)= — ^8  =  9)0,  et  par  conséquent  qpO  =  0. 

On  sait  qu'en  nommant  S^  la  somme  des  racines  d'une  équation  algébrique 
du  m**  degré,  S^  la  somme  de  leurs  carrés,  A^  le  coefficient  de  ar~\  A^  le 
coefficient  dé  x*^*,  on  aura 

donc  lorsque  iS^  =  0, 

La  formule  (65)  est  démontrée  dans  le  mémoire  suivant  pag.  279. 

r 

Paq.  275.     En  faisant  z  =    ,„^    „.    on  aura 

t 

en  remarquant  que  e*  ^  1  —  e*. 

Poff:  276.     Lorsque  AO'  =  Ad  on  en  tire 

ô'  =  ( — l)i*+i*'.Ô-f  )M(»4-;u'(w+©>^ — 1),  c'est-à-dire 
0'  =  (—  l)iH-i^-.  e  -f-  (/M  H-  /u')o)  -f-  /i'ol/" — l"; 
donc  en  faisant  fi  •{- n' ■=!  m,  i.i>:=zm% 

«'  =  ( — l)".0+»io)-j-î«'ol^^— 1. 


4ôl 

Pag.  i80..    âr=V^(l—y<)  donne 

dx y    ^ , 

v'[(i-**xi-««*")]  ~    *  ■  t^[a-»»)(i+«v)]* 

y „^[(l_,«Xi -.««*•)]  Ji    t/[(l-3r«)(l  +  eV)]  ~^o  /[(l— y*)(l+«V)] 

«fest-à-dire  *.^=  ^. 

2  2 

On  a  °— /*"  '^  — /"  ^y  en  faisant 

*="  ^(l_t«««)  •     ®*  ^  ""^  ^'"*  ^  ~  ^^^  +*')'  *"*  trouvera 

Jx     •[(x>-l)(l-c«*«)]       y<,     y  [(i +,.)(!_«»,«)]  —  J^  v^[(l-x«Kl-*«'»)]' 

c'est-à-dire    -?1.  =  6.J?.. 

2  2 

En  mettant  6 fy  —  a\  au  lien  de  a  dans  l'équation  (28)  et  rédaisant^  il 

viendra  successivement: 

■*"  \  r-™-*  +  r-H-*  /   J  (*■*■       (i+r«»H-l)a 

Xa:=zfr  r/  1  +  r'"^^  y/  (1  — r''H-i)a  — (fmf_,4>+-i^i)a  x-j 
0  «LV  l_r*«"+i  /  V  (l  +  r«"H-i)«  +  (;*.f  _r>»+i*-i)a  )\  ' 


o '•LV  1— r«"+l  y  \  1  +  r«»*«  +  7*-+*  +  r«"H-«*-«  /J  ' 

ce  qui  est  l'équation  (34)  de  l'auteur  en  faisant 

Pag.  28L     L'équation  (36)  peut  s'écrire  ainsi: 

\      t3/        J  "*  CJ  0 

En  y  mettant  0  -|-  —  «^  ^  1^  place  de  a  on  aura 


»(.+  i»)=^.v(.+i»)j.ff.t[(»+i)»+.]ff[(«-i)»-.]ii 

S7* 


1^ 


4Ô2 


c*est<à-dire 


i  (o+l.  «))===J.y(|U(»,+«J)^.è^V;((w»+iu)(»j+.î)i-.V'((mïi--i«K--«>)5- 


On  en  conclut  en  faisant  poor  abréger 


n-i 


donc  en  développant 

A     *^  >  fi  '  A     1^ 


0 

n-1 


X  n^V'ii^ — i")<»i — ^k.^f({in—fi)w^--d)k.'^({5n—fi)0^ — â)k. . 


mais 

n-i 


3B-I 


2D-1  n-i 


donc 


su 


n-i 

/r„V(A<«i  +  ^)*- V((«+/")«,  H-*)*-V((2»+iw)o>i  +  *)*  . .  • 


nj>(Ma,  +  à^k  —  V^k.nj>((/i+ 1)»!  +  à)k', 


on  aàra  de  même 


jI.V'((»H«)«l■^)*=^„V'((/'+l)«l-«^)^,i2;v((2»^-/^)»I•^)*^ 

aK"  o*^  0*^  O*^* 


0 
D-l 


ir  t>)(Ot+lK-*)A;  nMi^n-fi)m^-^)k=:n^((Zn^i*+i)0r^)k=n\(^^  etc. 


n 

donc 

n-i 


2n 


n^^((»— i^)o>i— ^)*- 1^((2»— /i)a>^— <J)* .  tp({Sn—ti)<o^—d)k. .  .=11  v(0*+lhi — *)*; 


on  en  conclut 

n-l 


JI^x(^  +  ^0)r=A\^,'âk.]â^lip((,.+i)0,+d),V>(ifi+i)'»x-à)l 


ce  qui  est  la  formule  (37). 

En  faisant  AO  =  â?  on  aura 


'(j^+')<-^-) 


i 


4Ô3 


Cette  foromle,  en  remarquant  ^e  A  ^ft-f-  "~'^-  «}  i=x(-^ — o\  et,  si  n 
est  nn  nombre  pair,  que  le  produit  AMU  -j-  — ) . . .  xCj -{-  "  .  taj  contiendra  lé 
factenr  ^  (y + ^)  =  Vi^Zlt^M  )»  '*®'*°®  *®*  équations  (45)  et  (41). 

Pn^.  285.  Si  dans  l'équation  (34)  on  fait  a  =  ^^  on  aura  Aa  =  1  et 
t=:f*^  donc 

Vl+r      1  +  r»       l  +  r»       7        ^' 

En  vertn  de  l'égaation  ^=  ^4.|.>^— l,  où 

on' trouvera,  en  posant  dans  l'équation  (34)  a  =  ^+^}/^ — I, 

Aa  ==  — ,  f  =  —  r*  .j/^ —  1  ;  donc  <*  =  —  r,  et  par  là 


c               V I— r       1— r»  1— r»        /      ^  ^ 

Les  équations  (a)  et  (b)  donnent  —  ==  A\  et  par  suite  A  =  -^ —  • 

e  y  c 

Pag.  286.     Les  équations  (a)  et   (b)  ci-dessus   donnent  immédiatement 

'^             l  +  r       l  +  r»       l+r»  ' 

4 

de  cette  formule  on  obtient  la  valeur  de  yb  en  échangeant  o»  et  0  entre  eux. 


^*  *  Fa  ji{a — J^i)(a — s^...{(t — jr^* 


Fol 
donc 


t.=  -^^+-^^-+ ^,oùC,=    » 


Fol 

c'est-à-dire 


îv»  —  (a-x,)j^*i  ^  («.-*,)i^*.  -r  •  •  •  -r  («-^^j^-xj 


lt 


Jk  1 F  {<i—s,)F'x,  {s—{n)P's 


464 


La  fonction -r-sr-  étant  de  là  forme 


le  développement  de  cette  fonction  selon  les  puissances  ascendantes  de  —  sera 
de  la  forme 


donc  JT-T — ^\-,    =  0,  it*  étant  >  a 

[S  —  a)/Cr 

Pay.  55 J  Si  l'on  suppose  fx  =  a;r"  -f"  «^^"^  +  a^"*  +  •  •  -j  le  degré 
de  cette  fonction  étant  moindre  que  la  moitié  de  celui  de  (pXj  on  doit  avoir 

(  jT  —  a)  /  çx 

Pa^.  i?94.  L'auteur  dit  (7)  que  le  second  membre  de  l'équation  (29)  se 
réduit  à  une  constante,  lorsque  le  degré  de  (fx)*  est  moindre  que  celui  de  tpx; 
mais  cela  ne  suffit  pas.  Si  le  second  membre  de  (29)  doit  se  réduire  à  une 
constante,  le  degré  de  {fx)\  augmenté  de  deux  unités,  doit  être  moindre  que 
celui  de  (pXy  car  les  relations  entre  v*  et  v,  établies  dans  le  théorème  VI,  sont 
nécessaires. 

Poff.  29S.  Le  nombre  des  indéterminées  c^,  ffj,...Co,  c^^...  est  égal 
à  iit-)-n-|-2,  mais  on  peut  diviser  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  par 
l'une  quelconque  de  ces  quantités,  de  sorte  qu^après  cette  division  le  nombre 
des  indéterminées  se  réduit  à  m-^-n-^-i. 

Pûg.  299.     Lés  équations  (16)  et  (17)  de  la  page  148  donnent 

f(^  —  ha^  —    9(^Q^)'V^(^  +  ^^)  _     W{\^e^)    _;,^_^ 
^V2  /—    •[l+eV(*a)]  ~   /(l+e*r«)  ' 

en  faisant  pour  abréger  (p{ba)  =  v. 
On  tire  de  là 

dv  hds 

y^[(l_„4)(l  +  e*t)2)]  ~  v^[(l_x«)(l  — c«x*)]' 

donc  / — ' — *— ^^^  b  -  /  —————— ^—  —  b(t 

et 


0    vKl-f'Xl+e*»»)]  —^0    V [(l -*«)(!- c»*»)]  ~V« 


V^(l-c«8in«0)      T 


4ÔÔ 


On  a  en  général 


f^^fx.dx  =//i/;(»Mr).mrfr, 


et  par  suite 

or     ex  =      .^/ — — -i-  =  — .  — - — —  en  faisant  ev  =  u. 
On  en  tire 


et  .de  la 


y*« eds ]Lf  ^ *t 


>•* ds Lf^ ^ i.    ^ 
0    v^[(l-.jr»)(l  — *«xa)]           i^o     V[(l+»«)(1— e^a»)]  ""  6  '   2' 

'  d'où 

2  •/o    v[(l— jr2)(l— *2x2)]  • 

Pag.  500.     L'équation  (9)  est  la  même  que  l'équation  (34)  de  la  page 
280.     En  faisant  dans  l'équation  (184)  p.  216,  tt-=^  —  b%  on  aura 

et  de  là  en  réduisant 

j^  V«f  V        ^Y"LV   1— r»"»    /  V  (1  + p*r«'»-«)(l  +  p-«r«")  /J' 

c'est-à-dire 

A'6=  î  ^  77  /'i±r!!!lV  f.r^— p-m/ (l-P''-)(l-p-'^')(l-?'>-')(l-p-'^')(l-P*'-') •  •  A 

ï  1C    1  «Vl— r»»  /  '^^  ^        'v(l+p«)(l+p-«'-')(l+p''-')(l+P"*'^*)(l+?''-*)"^ 

ou  bien 

;'ô  =  t  ®    77  /Ur«-'y/pr-^?-'r»\  /    (l-pV)(l-p-V)(l-pV»)(l-p-V») . . .    \ 
'  1C     1  A 1— r«-  /  A  1 — p-»r   J\  (l+p«Xl+P*'-»)(l+p-*/-*)(ï  +?»r*Xl+P"*'-*)  •••''' 


466 

or  -—; =  o^^j  donc  , 

1 — p"*r  ^  I 

l,ft  __  t  o   fr  /l+r'-'Vp.f-*  /  (l-p«rXI-p-*r)(l-p«r»Kl-p-r»)  «  ■  ■  ^  i 

'  ■"  ï  ic  T "^  1— r»"  y  '  l+p«  V  (l+p«r«)(l+  p-«r«Xl+P*'-*)(l  +P"*'^)  •  •  •  '' 

On  peut  donc  poser  (10) 

•         »ft— >|r      8?    (  (l-p'r)(l-p-'r)0-p«r«Xl-p-*r')  ...\ 

*'—""•  i+p*V(i+p«r«x»+p-*'-*Xi+p''^Ki+p~''-*)---^ 

OÙ  A'  est  constant     Si  l'on  fait  9==  0,  on  anra  A'0:=1  et  (>=1,  et  par  suite  j 

d'où  l'on  tire  l'équation  (12)  de  l'auteur. 

En  faisant  dans  l'équation  (186)  p,  216  a  =  ^  —  69,  on  trouvera 

.   _/£-*p-fVy 

d'où  en  réduisant 

OÙ  jB  est  constant     Donc  en  développant 

^  ■"       V     l  +  p-«r  y  '  ïï^  ■  V  (l+pV«)(l-Hp-«r*)(l+pV*)(l  +p-*r*).  •  •  ^ 

Donc  en  remarquant  que  ^,  "*"P  —  =  çrHf,  on  peut  poser  (1|) 

■  1  +p  *r 

1  ,«>  —  ^,    gp  /^  (^  ^-  p'^-x' + p-'0(^ + ?'>•')(' + p-*'-')  •  •  •  ^ 

'  ~     •  i  +  P«  \(i+pV«xi+p-*'-')(i+p*'-*)(i+p"''-*) •••>'' 

où  J»  est  constant    Faisant  0  =  0,  on  aura  A»0  =  é.Ff^)=6|/'(l-t-c")=:l, 
et  ç=  1,  donc 

\  (l+r«Xl+r*)(l+r«). . .  /   ' 

d'où  l'on  tire  l'équation  (13)  de  l'auteur. 

Paff.  soi.     Ayant  ka  =  f(^  —  ba\  on  a  en  faisant  a=i^-{'—i, 

<I+t')=K»-Ï')=^(ï')=  ^^^- 


(>*  =  e  ®^         =r.e^'=r.(cos7r — t8in7r)=— r. 


4Ô7 

On  trowen 

"1 ^-îlir*    (l-r«Xl-r)(l-r»Xl-r»)...'  ««**'*•* 

L'équation  (12)  donne 

.,  _  /  (l±l!)(l+rliiiV 

~\(1— r)(l  — r»)..,/  ' 

donc  4i<' V»-  =  - ,  d'où  A'  =  -L.  V  L . 

Pag  502,     ç*  =  e'  *  =i_^  +  t(^y. 
donc  1  —  ^* = 


2en 


On  a 


1  1+r 


1— r  1— r» 

1  l+r« 


l_r»  1— r* 

1  l  +  r« 


1— r»  1— r» 


donc 


(1  +  rXl  +  r«Xl  +  r») . . . 


(l-rXl-r'Xl-»-») . .  •  (l-r«Xl-r*Xl-r«)  •  • , 

et  par  conséquent 

(.-.X.-rV-r-)...  =(»  +  -Kl+0(l+.-)-  =  ff. 

Po^r»  JOJ.    Les  formnles  (24,  25,  26)  que  Tanteur  a  déduites  de«  for- 
mules (10,  9, 11)  peuvent,  ce  me  semble,  se  tirer  plus  aisément  des  formnles  (189, 

187,  188)  pag.  218,  217.     Si  dans  réquation  (189)  on  fait  a  =  ^  —  6 .  -or, 

« 

on  aura  /«  =  A  { — ar),     —  ==  ^  —a?,  donc 

^       4C0B*X 


(j-(«»-*>+j«-*)» 


58 


4ô8 

(y^  +  if^y^ — 4 C08* j       ygm-i  ^     1 — 2^.cofi2jr  +  f^      \ 

donc 

OÙ  .0  est  indépendant  de  ^r. 

Si  l'on  fait  a:  =  -|^,  on  aura  a(|1)=/'(|'— é|l)=/D  =  l,  donc 


1 


*#.(t^)*  w 


Si  Ton  fait  ar=-^  +  ^.  -^,  on  anra  sinar===i^til^  1  +  ?      gcosfcr 

•       •       • 


1    _   i»(l+ç) 

c 


eo  eo  oe 


or    J7,(l+y"-+*)  =  rr^  7TJ1+?*-»)  et  irjl+î*-^)=2l/Jl+s^),  donc 

1  *+?     111 


c  4^      i*V  l+î*~  >'* 


En  multipliant  cette  équation  membre  à  membre  par  Téquation  (b)  ci-dessus,  on 
obtient 

—  ==— -y,   dou^i==-^. 
c  4ç«  V  c 

Cette  valeur  de  i?  étant  substituée  dans   Vexation  (a)  donne  la  formule  (24) 
de  l'auteur. 

^     Si  dans  Té^uâtiôn  mi)  on  fait  a  =  ^^h  —  x,  on  aura9ï«=A'f— A 

donc 

Î4C08^X  \ 

— "^  (r"-r)^    (  ^^  bien 
^ 4C08*J  i 

OÙ  B^  est  indépendant  de  âr. 


x=zO  donne  it^BM  T-A^^Y 


4Ô8 

donc 

et  de  là  en  réduisant 


I    ) 


i  =  i^==i.;     donc  ^  =  2l/i .  l/'a. 

Cette  valeur  de  i?'  étant  substituée  dans  Téquation  (c)  donne  la  formule  (iS) 
de  l'auteur. 

En  faisant  les  mêmes  substitutions  dans  Téquation  (188)  on  aura 

4  cou*  jp 
1  + 


Vie     /  o      II 4 coê's         }  0  "  vl  —  2?*"+'  •  eo» **  +  J*"^/ ' 

"      (f-("+l)  +  j»»+*)a) 

oà  JB"  est  constant 

a:  =  0  donne  A"  (— «)  =  *-^(y)  =  *«K(l  +  ^—U  donc 

o-Vl  — î*-+^>' 

*  =  |-  donne  A'(^  *)=A''(|1)  =  b.F(^  —  *.  |l)  ==  i.FO  =  dj 
donc 

b  =  B'.n  (l~^Tl\)\  d'où  ron  tire 

b=:B^  on  5»s=V^*. 
Cette  valenr  de  ^  ^tant  substituée  dans  l'expression  de  if  f—  xj  ci-dessus 

donne  la  formule  (26)  de  l'auteur. 
Pag.  504.  ,0n  a 

log  ■«^«  V 1  —  V*  eo»  V  +  ?♦"-•  /  —  I  "     *  V(l— j«"-i.««*')(l— î«--».«-»^/- 
Or  log(l  —  j»0  =  —  (/ïéf*  +  ^p'c^'  H-  ^p»e«^  +...), 

log(l  —  ;>«r*^ = —  {pe^+  \p*e^-\-  ye-^+ . .  •)  î 
donc  log(l  —  pO  (1  —  per***)  =  l6g(l  —  2p  cos  2a?  +  p*) 

=  —  2(y  cos  24f  +  ii»*  *o*  **  H"  "iP*  cos  6af  +  •  •  •)• 

S8* 


4eo 

On  tire  de  là 
— 2(î*^*-(S'—l)co82ar+Jî*— •.({*— l)co84a:+^^f**-».(ji» — l)eos6ar +...). 

et  que  par  suite 

l.?*— ••(fl^~l)  =  -^?É=^  =-  ï^>  on  aora 

En  changeant  le  signe  de  p  on  aura 
log(l  +  2/>  cos  2a?  +  /!*)  =:  Z{p .  cos2^  —  |j9*.  008  4a?  +  i/'*  •  cos  6a?  — . . .). 

On  obtiendra  par.  là  et  en  remarquant  que  2J  y*^"*^*  (y'-f'  ^)  =  v   '  ^  - 

logé       ^+y;'''"'^-^^"   J=£(co82ar.-g^+Xcos4a;.^+lcos6x.A+...) 

De  la  même  manière  on  trouvera 

« 

et  de  là 

De  ce  qui  précède  on  tirera  immédiatement  les  formules  (28),  (29)  et  (30). 
n  faut  observer  que  dans  les  formules  (204)  et  (205)  p.  219  la  quantité  r  est 
la  même  chose  que  r^i  dans  les  formules  (3S)  et  (36)  icL 

Pag.  508.    Ayant 


on  aura 


]/|l«l+2r  +  2r*  +  2r»  +  ...r=i2; 


donc 


^  R^ 


or  rs=ze  ®'    ,  a=e  •'    : 


461 


donc  ^^=log(l),    ^«=log(l), 

et  de  là 

donc  J(?V'log  (i-)  =  è^V^log  (1), 

ce  qoi  est  la  formule  de  Mr.  Cauchy. 

Pag.  5i0.    L'expression  de  c^  se  tire  des  deux  équations  (47)  p.  264 
en  divisant  la  première  par  la  seconde,  remarquant  que  M  ?  '4~^)*^(7  — 0j= — , 

.a(|.+«)=x(|—0),  A(f+«)=A(|l-«),  faisant  c  =  i-  =  l  et 

écrivant  ensuite  c  pour  e. 

L'expression  de  a  se  tire  de  l'équation  (41)  p.  264.     Cette  équation  donne 
en  faisant  ^=1,  écrivant  c  au  lieu  de  e  et  substituant  les  valeurs  de  a^ ,  «s  •  •  •  a« 

Les  équations  (47)  donnent  après  les  mêmes  substitutions,  en  faisant  leur  pro- 
duit et  substituant  la  valeur  de  b  de  (46), 

*   ^^  c»-*.c'».X»(a).X«(2a)...X*(iia)' 
donc 

a  =  J^  A»a.A*(2a) . . .  k\na). 

Pag.  5i3.     w*  —  c»  étant  égal  à  ai  on  voit  que  A*  (^~!^  )  est  réel  ;  donc 
e  et  par  suite  c^  est  réel  pour  cette  valeur  de  a,  en  remarquant  que 

A  (^—  pL.)  =  — ^      ,  "^  .  ,    est  une  quantité  réelle. 

\2n+  !/• 

Pii^.  J/4.  En  vertu  de  l'équation  A*6=A*(0-£^»),  où  m  est  un  entier,  on  a 

2  «  /  o«+(2|i-fl)o  \ 3  a  /  i3i+2(«+fji+l  )o\ .  a  /  t5f  — 2(«— |i)o  \ 

'^    V—âSS J  —  ^'   \ ^ïï J  —  ^    \ 2^H        J' 

donc 

^/gt4-o\ 3a/ot+2(gi4-l)ti\    .a/orf8o\ >t/gi->-2(n+2)o\    ^g/CTt-f(2fi+l)o\       .g/    oi  \ 

\2n-f-l  /  \      2«+l      /'      V  2ii+l  /  \     2n+l      /        \     2ii+l      /  \2ii+l  /  ' 
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L'éqnation  (12)  est  la  même  qae  réquatioii  (24)  pag.  303   en  faisant  dans 

celle-ci  a?  =  —  6. 

o 

En  vertu  du  théorème  de  Moivre  on  a 


^+1  0 


n^(:r»-2*.C08^+l).  (^ 


x—1 

En  multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre  il  viendra 


x4ii+a 1 


2a     ,  V 


Faisant  dans  cette  équation  x^  =:  —  i.  on  aura 

l  =  5^(-ïV-t.cs^); 
c'est-à-dire 
2«•(_l)^cos-^.cos-^.co8-?^ 

^        ^  2it+l  2n+l  2i2+l  2»+l  2n+l  2iH-l 

Or    co8((r'^i^)=~cos(  <"7'^t^>'')>  Jonc 

\  2iï+l    /  V      2n  +  l       /' 

cos§îî|?.cos  (^...cos  ^  =^^ 

2ii+l  2ii+l  2n+l        ^        ^  2»+l  2if+l  2ii+l  ' 

donc  en  substituant 

2«»Ycos  — îL-.,cos   ^^    ..•cos   ^^  y=  1, 
V       2»+l  2»+l  2ii+l/         ' 

et  de  là 

cos       ^      .cos     '^     ,.,COS     ^^     =— .     (y) 

2ii+i  27Ï+1  2«+l         2»      ^^ 

En  changeant  le  signe  de  â?  dans  l'équation  (fi)  on  aura 


jr«»+i  + 1 


jff^(^-+2x.cos^  +  l).    (d) 


JT  +  l 

Cela  posé,  si  l'on  fait  dans  l'équation  (12)  successivement  ^  =  ^-^ ay^-\-tas 

.  • .  ^  +  «a  et  a  =  - — -^  on  aura 
2    '  2»-i-l' 


(t  +  «)=^-'^*--5^ 


l+V-cof  ^+?*      l+Sî*.co«  ^^+f  • 


V^*  2ii+l  J,«'  2îc        «^-fc.  ïîc^ 

2ii+l     '  ^  2i»+l     ' 


•  •  # 


a(^H-««)=*.1^,.cos 


463 


'l+2a.co8- — r+î        l+2c'.co8^r — T'+a* 


•  •  • 


"^        '  l+2f .  C08  -- — -  +a*      l+2a'.co8  -- — -  +^* 


•  • 


Donc  en  ayant  égard  ans  équations  (y)  et  (())  on  obtiendra 


« 


•  (y«(aH-i)  +  1)(y«(aH-i)  + 1)  . . .  \/  (1  +  y)(I  +  y») . . .  \ 
\    (ja«+i  +  i)(jHa»fi>  +  I) . . .    A(l+î«)(l+5«).../ 


8"  _    y/y  /  (y«(«H-i)  +  i)(^a«+i)  + 1)  . . .  ^/^  (1  +  9)(1  +  ?») . . . 


Or  (voyez  Téquation  (16)  pag.  302  où  le  changement  de  6  en  c  entraine  ceini 
de  r  en  jr) 

/a  +  y)(l+y»)(1  +  y»)...y_  a/y       . . 
VCl+y^Xl+j^Xi+î*)---/  ~    1/c    '     ^^ 

Donc  on  dédnit  de  là 


e 


^^  ^         \  (j*«+i  +  lX^(«»+i;  +  i)...    / 


Lorsque  a  =  ^^  j^",  on  aura  , 


(V         <k     A             y                .            A      V   oo  (l+2a'^  .co9(m.2  — -s — ;■+"••  •5-^ )+1^ 
— +iiia  J=--r.]/ y.cos  (m — ^r — T+m.-;^  jUA 7 = 5 — v 

Donc  si  Ton  fait  pour  abréger 


y**+*,dç  =  *,  on  aura 


»  (t + -«)=j-..f..i^«+*'-)?,(i:::.:;r^-.:::;> 

et  de  là 
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En  remarquant  maintenant  qne  q  =  f^**"^  et  faisant  poor  abréger  2*^2» -|- 1) 

/ 

r=a  et  (i,p — l)(2n  4- 1)  =  T,  on  trouvera  en  substituant  réduisant  et  carrant 
en  vertu  de  (e)  ci-dessus  on  a 


^=^-m^)r 


Multipliant  les  deux  dernières  équations  membre  par  membre  il  viendra 


Or  on  a 


n  17  /i±*!!!lA_?^H-<'-^*'^) 

mais 

i     -n  -n  -n  -n 

n  Sn-fl 

-n  iH-l 

B  fin+d 

ir_(l  +  A:-+«+f )  =  77J1  +*«-), 

-tt  80+2* 

n  70441 

-n  504^ 


00 


n 


donc  n  na + ****-) = na + **•), 

et  par  conséquent 


00 


lZJl+A*-)Zr,77jl+A'+-)  =  17Jl+A^)    (.j) 

1  1        -B  1 

De  la  même  manière  on  aura 

n  n  (i+*(*»-«(«»+i)+««)=jô'  (i+A*'^»+*-)(i+*"»-+«-»*-)(i+it»'**»'*'+*^... 

-O  -B 
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n  4n+3 

-n  211+3 


donc  lZ,JT,(14-*^+«-)=7ÏJl +**"■')     ((») 


-n 


En  verta  des  formules  %  et  (B)  Téquation  (C)  deviendra 

[?.'(T+-)]=#-^-'[?.(ï^)r 

Or     jr  =  A«»+S  donc  q  *    ==A-*+H-i^  et  par  suite  q  *  .^•— =  W. 
On  aura  par  conséquent 

En  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  A:   on  a  la  formule    (14)   de 
l'auteur, 

Pag.  SIS.     Si  dans  Féquation  (/?)  on  fait  or  =  1,  on  trouvera  aisément 

Tz       _•       2tc         •       Stc         _•       flic 
Z'-.sin  3- 
2i 

et  de  là 


2*. sin  sA- •  sin --?^  .  sin -^ 

Sn+l  2ii+l  2n-Hl  2*»+l  ^        ' 


1  "»         2»+l  2»  ^  ' 


.j 


Cela  posé,  en  faisant  dans  la  formule  (12)  0  r=  J^     zr=  a,  on  aura 

M^    \  *         iV        «•  »»TC      XT    7  2«+l 

A(fWa)  =  ---..  Kçr  .sm  ^—r-II. 


Donc  ayant  égard  aux  formules  (/?)  et  (i) 

î       î/ô   \        î/      \  ««.vJ'î»      v/(2ll+l)/^«(«'H-l)— 1    ç4(«,rfl)_l      YH     ?»-l      A       /, 

Aa.A(2a)..,A(n«)  =  — ^.  .-J^ (^?__^ .^^^  (x) 

Si  dans  l'équation  (12)  on  divise  les  deux  membres  par  0  et  qu'on  fasse  ensuite 
0=^,  on  obtiendra  en  remarquant  que  —  =  1  pour  0  =  0: 

■/c  '   ^    o  V  1 — q       1  —  q*        /         ^  ' 
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En  moltipliant  cette  é^ation  membre  par  membre  par  lé  carré  de  V 
(n)y  on  trouvera 

Lorsque  «  =  °^1'^  ,  on  aura 

211+1  

•c  '^  *        V       o  2ii+l  '        2»+!/),     ^  ^     ^^  V    •     t    o  «        /^     ^'^  ^     I 

Il — 2q  .  coal  m.  — (iJ+9^     1 — ^2j*.C08l  m. — aj+f^ 

Or  en  faisant  pour  abréger,  comme  précédemment 


1 


on  trouvera 

\       o     2ii+l    '         2ii+l/  2v/— 1  2/— 1  ^  ^ 

1  —  2y^.cos(—  a)  +  yv  =  {qF  —  **•)  (yF  —  Ar**); 
donc 

c'est-à-dire 


donc 

« 

Soit  comme  précédemment  2i'(£»4'l)=o>  (^^ — l)(2n-f~l)=f  ^''^  *vra 

i       -1(0+1)     (    „  „  )* 

or(voy.(A))         l  =  -^.l>-y.^.  (é^^^fi)*; 

on  tire  de  là  en  mnltipliant  et  remarquant  que  q  *  .Ar*'^"+*>=:A:', 
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En  traitant  cette  équation  entièrement  de  la  même  manière  que  réqoation 
(^  ci-dessus,  on  trouvera 

où  *=y«"+^^. 

Pag.  5i7,  Le  théorème  portant  le  numéro  XVIII  est  démontré  dans  le 
mémoire  XXI. 

Pag.  52i.  Pour  qpO  infini  on  a  <p{in  -|-  1)0  =  Bq)^,  où  B  est  une  con- 
stante; car  le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  en  (pO  qui  exprime  la  valeur 
de  la  fonction  (p{2n  4*  1)0  est  d'un  degré  d'une  unité  plus  élevé  que  le  déno- 
minateur. 


Pag.  522.     On  a 


3b    2n 
0      o  "^ 


^(»+a)  =  1'  S  »(0  +  (m  +  l)a+ fifi). 


0^ 


Le  second  membre  de  la  première  équation  contient  le  terme  9r(0  -j-  fifi)  qui 
répond  à  m  =  0  et  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre  de  la  demi- 
ère  équation.  Celui-ci  au  contraire  contient  le  terme  7r(0  4~  i^^  +  1)^  +  f^fi) 
répondant  à  m  =  2ny  et  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  première  équation.  Ces 
deux  termes  étant  égaux,  et  tous  les  autres  termes  communs  aux  deux  équa- 
tions, il  est  clair  que  vO  =  ^^(0 -f*  ")• 

L'équation  (1)  v^(£;2-4"l)0=^  peut  se  mettre  sous  la  forme  (voyez  p.  187) 
(J:r^*-+i)»  +  . . .  +  J9ar)  —  ç>(2n+l)0  .{Cx^*^^^"'^  +  ...  +  />)  =  o. 
On  voit  par  là  que  le  coefficient  de  toute  puissance  impair  de  a:  est  indépen- 
dant de  0,  et  que  le  coefficient  de  toute  puissance  paire  de  x  contient  le  fac- 
teur 9)(2^-|-l)0.  Donc  la  somme  de  toutes  les  racines  est  de  la  forme  C.(p{2n'^i% 
où  C  est  constant;  la  somme  de  tous  les  produits  de  deux  racines  est  indépen- 
dante  de  0  etc.,  d'où  il  est  clair  que  dans  l'équation  (16)  At=0  si  le  nombre 
des  facteurs  de  ^9  est  impair,  et  i?  =  0  si  ce  nombre  est  pair. 

Pag^  529.     Les  expressions  de  A(0t3)  sont  les  mêmes  que  les  expres- 
sions (24)  et  (33)  pag.  303  et  304,  en  remarquant  que  ^=zb.^  dans  ces 

m  m 

\ 

dernières  formules  signifie  la  même  chose  que  b  —  ici,  et  qae-^  =  6.  — -  dans 
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les  foirmttléâ  citées  est  la  même  chose  que  b\  —  ici.     En  ayant  égard  à  ces 
significatioDS  Téquation  (9)  pag.  300  deviendra: 

...  •«Tc  tOTC  t^TC .  t9ic  lerc 


m 


^  1— p^g      ^  1— ;,2g    ^  l^p^e      "  1— p^g  ,^ 


y^C  ••'TC  i»:t:  «»tc  «tc  MIC 

...  •  .  ' 

lie  /(5 


11Ï  •»         \ 

En  mettant  ici  ~ Oo  à  la  place  de  0  et  remarquant  que  ^  <*  v  ?       /==/?c«w, 


2 

.1    ••.  « 


on  aura  Fexpression  de  X  l—  —  e©  j. 


4 

Pajr.  5Ji.    Pour  les  expressions  de  y  r^  voyea  les  équations  (16)  et 
(14)  pag.  302  et  301. 

■  • 

Pag^  555.     L'équation     ;i'(éi3 — éO  +  a)  =  ^'(fO+a)  donne 
«13  —  éO  +  a  =  ( —  l)"*'é6  +  ( —  l)*'a  +  îw'©'  +  ^'«'i, 
où  m'  et  /i'  sont  des  entiers;  on  en  tire 

a(l— (— 1)*')  =  ((—1)"*'  + 1)^0  +  m'Q'  —  éo  +  ^'w'i. 
Il  faut  donc  que  nV  soit  un  nombre  impair  %fi-\-i\   donc  en  remarquant  que 
hU  =  mes',  on  aura 

2a  =  (2^  +1  —  w)©'  +  ^'(o'i. 

Po^.  554.     Les  deux  équations 

9(«'  +  0)  •  9>(e'—  e)  =  (9)0 .  A')^  —  (<)PÔ'.  A)% 

AO'+e).  AO'— e)  =  (/^  -A')^ — €r*(9)e.  9)00* 

se  tirent  immédiatement  de  Téquation 
en  y  faisant  A»  =  ■^,     ;iO'  =  |^- 

« 

P«gr.  557.     Ayant     i/;a=J(a'— ar*)(a"— a;*)...(a*— a:*[), 
on  peut  faire 


Or  Oo;  et  i//'a;  étant  des  fonctions  impaires,  on  a 

0( —  a?)  =  —  Oa:,  et  i/)'( — x)  =  —  i/;'a;,  donc  on  aura 


46d 


a  +  Si 


+ 


a — s, 


On  tire  de  là 


a«ir 


f^M^^-'^f)*'^*         flr 


ftf. 


Po^.  558. 
IIx 


S 


ds  1 

-  •     fc   ■  Il  ^ 

ta      ^      x^ 


a 


a 


donc 


donc 


OÙ  ^  est  le  coefficient  de  —  dans  le  développement  de  la  fonction 


1^ 

a 


.^-  . log  f^  +  9^'^o\  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
Poff.  540. 


2Aa 


Substituant  ici  les  valeur  de  (pa,  fa  et  Aa,  et  développant  suivant  les  puissan- 
ces ascendantes  de  —y  on  verra  que  le  coefficient  de  — -  du  développement  sera 


Pag.  541.     Si  fx  est  impair,  et  tpx  pair,  on  aura 

fx  =  (a^  4"  ^1^*  +  ^a^  +  •••"!"  <3E«-i^*""*)^> 

q>x=i  b^^b,x^+b^x^  +  •  •  •  +  *.^2^""-^+^*'^^ 
or  =  0  donne  6*  =  c^x^xl . . .  x%^^  .y*,  d'où  Ton  tire 


y 


'o 


CXlJT^  •  *.•  «Tis-l 


Si  l'on  substitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  b^  tirée  des  équations  (13')) 
on  trouvera  par  exemple  pour  n  =  2  : 
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En  désignant  par  y'  la  valeur  de  y  déterminée  par  l'éqnation  (14)  on  tromrera 
de  la  même  manière  pour  »  =  2: 

donc  y*  =  —  •     • 

Poff.  547.    Les  équations  (42)  et  (43)  donnent 


('h--'^-.X1-*''S) 


donc 

On  voit  par  la  que  àXa.  est  rationnel,  lorsque  /»  est  un  nombre  pair. 
Pag.  549.    A^  est  la  valeur  de  ^!^  pour  x^O;   donc   A^ 


dx 


=  ^K^-i)q  ^  (am-i).ACX(!t»,-i)o]^g^_^         ^^^,    ,  domiee=o. 

On  trouve  de  la  même  manière  jSq  =  2ju=:  -^  pour  dr  =  0. 

Les  équations  (42)  et  (4J)  donnent,  comme  on  le  voit  aisément, 

La  première  équation  est  la  même  chose  que 

Réduisant  les  fractions  du  premier  membre  au  inême  dénominateur  et  remarquant 
qu'après  -cette  réduction  les  dénominateurs  des  deux  membres  doivent  être 
égaux  séparément,  on  aura 

S'ain-i  •  ya»x-i  •  y»!*  —  1  =  0.     (b) 
Soit  maintenant 

y«jjL       =  1  +  5'a,«|i.^*  "}"••• 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (b),  on  en  tirera 

La  seconde  des  équations  (a)  donne  de  la  même  manière 

fiVi*  H- ^'vH^  +  A«i*-i = 0.    (d) 
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L'équation  (d)  fait  voir  que  ai  A\^^^^  ==  0  et  B'^^^^^  =  0^  ^'«.sil  sera 
aussi  égal  à  zéro;  et  l'équation  (c)  que  si  JS'^^^^srO  et  ^'s,a|jL-i  =  0^  A'^^^^^^ 
doit  de  même  être  égal  à  zéro  Or  les  équations  (53)  montrent  que  B'^^z=:0 
et  A'^^  =  0.  Donc  il  est  clair  que  B'2,tiK  =  0  et  A't,%y+i  =  0  pour  toute  va- 
leur de  /i. 

+  f^A  +  K*%  +  •  •  •  +  *'-'« 

+  i^Mtù+^MQ + •  •  • + f^MQ* 

Supposons  qu'on  demande  p.  ex.  t^,  exprimé  rationnellement  en  0,  x^y  x^^.^.x^^ 
Vxj  ya>--yji;  on  fera 

en  désignant  pour  abréger,  par  ^  la  somme  des  autres  termes  dont  9  est  com- 
posé.    Donc 

où  X  est  une  fonction  algébrique  des  quantités  comprises  entre  les  parenthèses 
parce  que  t^  qui  par  Thypothèse  est  une  fonction  algébrique  de  x^j  x^y...x^j 
peut  s'exprimer  en  fonction  algébrique   de  x^j  x^y...  x^y  y^y  y^y  ...yp,*     On 

« 

en  déduit 

fi^ — V)  =  fo^c*  ™t-  de  x^y  x^y .. .  Xy^y  ^^ ,  y ^ , . . . y,4  =  JP. 
En  développant  on  aura 

où  P  et  Q  sont  des  fooctions  rationnelles  de  9,  x^,  x^f...x^y  y^,  ^t» •  •  •  yy^* 

Donc  P-^Q}f)=:Fi 

et  de  là 

F—P 

et  par  suite 

*'«^«=0 g—  =  fonc-  rat  de  0,  x^^y  x^y...  x^y  y^,  y,, . .  .y^t- 

Pag.  J&2.  *  Le  théorème  en  vertu  duquel  les  équations  (68)  seront  satis- 
faites en  mettant  au  lieu  de  0  une  racine  quelconque  de  l'équation  F=:0, 
lorsque  cette  équation  est  irréductible,  est  démontré  pag.  11  S,  116. 

Pag.  565.  Désignons  pour  abréger  le  degré  d'une  fonction  par  la  lettre 
Z>,  et  soit  Dfx  =»i, 

Dq>x=zny  on  aura 
Dv  =  m  +  »  +  ^> 
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1)0^=: 2m,  si  m>»-4-2,     • 
et  />ex  =  2w+ 4,  si  »i< n  +  2* 

On  ne  pent  pas  avoir  9ro  =  n  -f-  2  en  remarquant  que  des  nombres  m  et  h  l'un 
doit  être  pair  et  l'autre  impair. 

Soit  d'abord  wi>n  +  2, 

donc  2m>»i-f-»+2, 

donc  2m  =  ou>m+w+3, 

c'est-à-dire  D^x = ou>Z>i?. 

Soit  ensuite  n  +  2  >  tw, 

donc  2»  +  4  >  w  -j-  w+  2, 

donc  2/1  -|-  4=ou>m+w+3, 

c'est-à-dire  l>0;r = ou  >  Dv. 

Pag.  566.     Lorsque  m  =  2,  l'équation  (109)  devient 

(fx)^  —  {q>xy{i  —  ar*)(l  —  c*^*)  =  {x^ — a^)\ 

En  faisant  fx  =  oo:,  {px  =  by  on  aura 


donc 


et  de  là 


Donc 


iV*  =  —  1,  6*(l  +  c*)  +  «^  =  ~  2a%  J*  =  —  a*. 


±lK-l.  .♦  =  ±i,«'  =  (lTl)'. 


a  — v^ — c    I  2         1 


,  lorsque  a* 


et 


2mAa  4(c— 1)  '  ^  c  ' 


a      — v^— 1     i„„ 2  1 


,  lorsque  a' 


2mA<x  4(c+ 1)  '  ^  c 

Pag.  567.     On  a  en  général  (r^—s*)(t^—u^)  =  {rt±suf—{st±mf 
En  faisant  ar=:l  oua:=—  dans  l'équation  (108),  la  partie  logarithmique  dis 

c 

parait     On  voit  par  là  que  fi  ne  peut  pas  être  zéro;  car  cela  donnerait 
ce  qui  n'a  pas  lieu. 
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En  différentiant  réqaation  (112)  on  trouve  /9=7  k,  k  étant  la  partie  entière  de 
—  .    Or  -?-  =  -?^£!:fl±ll,    dont  la  partie   entière  est   2bc^;   donc/î  =  l* 

=:  bc^  =  c*aa  ^a^. 

Lorsque  a,=  ^,  on  a  a  =  ± ,  /7'aj=©a:,— ^  =  2t 

La  seconde  des  équations  (114)  donne  a  sous  la  forme  oo  —  cx).     Or  on  a 

aiAaa  +  ttgAa'i 

1— c2a\a\     ' 

et  lorsque  a^=oo, 


a 


c*aia\         c^cl\cl^ 


on  tire  de  là 

c^a^a^al—al  =  -V(^^+  -^Y  -  «^  =  "Vf^^.  +  —Y  -  «^ 


2a«Aa 


^« 


ca 


donc  on  aura 


ca 

Cette  valeur  de  a  étant  substituée  dans  l'équation 

Aa  a*  +  fl 


CL  (Z(X|(X2 

Aa 


fait  voir  que  la  supposition  de  a^  infini  ne  change  pas  la  valeur  de 


a 


En  substituant  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  dans  l'équation  (112)  on  en 
déduira  l'équation  (IIS),  où  il  faut  observer  que  le  coefiicient  de  mx  deviendra 

j^c^aa^w,  ;^ — ^  qui  est  de  la  forme  ^oo  +  oo.     Or  en  prenant  les  signes 
convenables  ce  coefiicient  se  réduit  à •.     En  effet  on  a 


a 


a 
a^Atta  +  a^Atti  Aa^  Aa^ 


donc 


et  par  là 


1  —  C^(1\0l\  C^OLiOL%  C^a^ittj* 


_2  Aa«         Atti 

^  *  aa  ai  ' 


«   _         I     Aa»  Aa,  Aa 

*  *  a^  ai  a 


Po^.  J69.     Si  y  et  r    avaient  un  facteur  commun,  y  et  r  l'auraient  de 

même  ;   mais  la  valeur  de  x  qui  ferait  évanouir  ce  facteur,  rendrait  (1  —  x^) 

(1 — c^x^)  infini,  ce   qui   est  impossible,     r^  et   r^  ne  peuvent  s'évanouir  en 

même  temps,  par  ce  que  1 — y^  et  1  —  &^y^  ne  le  peuvent  pas. 
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0 


Lorsque  y  =  ^,  soit  r=:-^9  où  0  et  q^  sont  des  fonctions  entières  de 
X  sans  diviseur  commun,  on  aura 

q^  q^  ç'« 

Or  ces  deux  fractions  étant  irréductibles,  on  aura  séparément 

et  9^  =  9'^y 

donc  9' ^=9    ^*  ^  =  ~i"' 

Le  numérateur  de  la  fraction  rationnelle  -^  étant  divisible  par  r,  il  est  divi- 
sible  par  0,  donc 

_  qdp — pdq 


V 


^.dx 

est  une  fonction  entière. 

Pag.  370.     Dans  le  cas  de  n  =  my  si  ^  =  0,  ou  aura 
p  =  aar"  -|-  a^x^^  +  «a^»^*  +  •  •  •»   "^  =  maaf^^  +  (m — ^^l)aia!^*  + . . . 

q  =  /îa;"  +  /?!«"-*  +  •  •  • 

+  (m— l)«(/?,-aJ;r»-«+... 
+  (»f— l)a^(/î— «)ar«— *  +  . .. 

d'où  l'on  voit  que  le  degré  de  ?^  ~"  '^^^  ,  si  A:  =  0,  est  égal  à  2ot — 2. 

Pag.  571.  Les  formules  du  paragraphe  2  sont  les  mêmes  que  les  for- 
mules (10),  (11)  et  (12)  de  la  page  258  en  y  faisant  e  =  e^=zi  et  a  =  f. 
La  formule  (10)  donne  alors  cr  =  ;£  1  =  é,  y  =  ^  ar,  ^i  =  ±  ^  ;  et  la  formule 

(11)  donne  a  =  J;;l  =  f,  y  =  J-  — ,  r^  =  ^ ^.    Mais  il  faut  remarquer  que 

es 

dans  les  formules  (10)  et  (11)  on  peut  aussi  avoir  (voyez  les  notes  pag.  446) 
c*  =  —jp  et  6^  =  — ^,  ce  qui  donne,  en  faisant  e=^i=l: 


a*  •         a 


a  =  -tc  =  f,£?j  =  i-,  y  =  ±c;r,  y  =  ±- 
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Les  quatre  dernières  formules  du  paragraphe  2  sont  comprises  .dans  la  formule 
(12)  pag.  258,  où  la  supposition  de  ^  :=  ^^  ==  1  donne 

Pag.  582.     Les  équations  qui  déterminent  les   valeurs  des  quantités  a', 
t'y  Oy  b  donnent 

€r'  =  ».9)(l)  =  A..<)p(-^), 
b'  =  a.q> (1)  =  ad.tp  (—)  • 
Les  deux  premières  équations  donnent  -^=qp(l)=— .9  i—X 

et  les  deux  dernières  —  ==ç)(l)=  &  ,9  (— )• 

Donc  ou  a'  =  0  et  é  ==  0,  .ou  ô'  =  0  et  a  =  0. 

On  a  y  =  ^,  donc^  ==  ^"^^    En  vertu  de  (154)  on  a 

ç(l)  ds  <p(l) 

(p{x)  =  X  •  ^{x)j  où  ip{x)  est  une  fonction  rationnelle  de  a:^^   et  i^(0)  := 
( — i)iA .e^ .e\.e\  . . .  e^.     Donc 


donc  pour  ar  =  0, 


â-=w^''-^'^"^+^^'^^^' 


(— Ijl^.C    .6^.B^..'0^- 


ds  f(l) 

Po^.  Jff^.     En  éliminaat  e^  des  équations 

0  =  S  —  4(1  +  c")»'  4-6cV  —  <?*e», 


et 

on  obtiendra 

d'où 

et  de  là 
c'est-à-dire 


(1_  c»)»(c«  4.  c«  +  6cC  —  4(1  -f  cd)VcC)  =  0, 
c«  _  ic& + C  +  8cC — 4KcC  —  ^cdVcà'  =  0, 

{ff — cf — AVc&ii — sycC  -f  cC)  =  0, 


(& — cf  =  4KcC .  (1  —  K<^c)*- 
Po^.  d9<?.     Lorsqu'on  divise  les  deux  équations 

y«  — ;,«  =  (1  -i«)(i_cV)((»^')% 
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membre  par  membre»  on  obtient 


•^p'^i-^y-' 


donc  q^ — c'^p^  doit  être  un  carré  parfait 

Pag.  588.     L'expression  de  q  donne  en  faisant  ;s=:0: 

1  =  b{—  1)2K  d.  Od .  e^(> . . .  %^^-^d^ 

y'  =  h{x—  à){x  —  W)  . . .  (x — 0*ï*-M); 
donc  en  divisant  membre  par  membre 

»'=(»-t)(»-s-)-('-ï^) 

Pag.  59S.     Soit 

/>  =  ^o  +  ^1^  +  •  •  •  4-  ^(^ 

q  =  B^-\- B  ^z  + . . .  +  B.zff-, 
on  anra 

p  —  qy=A,—B^Ji^{A-Bj,)z+{A^  —  B^)z'  +  •  •  •  +  K— ^5^^)^!^ 

On  voit  par  la  qne  A^=,€Ly  B^=zb',  donc  si  6  =  0,  q  sera  du  degré  /i — 1. 
Si  ar'  =  ~ ^  ^  ^     est  une  racme  de  y  =  i/^ar,  la  quantité =-x-=-   le 

sera  également,  en  vertu  des  équations  (142). 

Soit  l'équation  (185)  :         a'  —  b'y  =  tpx^ 
on  aura  a'  —  b'  =  (p{i) 

et  «'+*'=  9)(— 1)= — ç)(l), 

donc  a'  =  0. 

On  tire  de  (142)  en  y  faisant  :r  =  0  et  écrivant  2n4-l  pour  n: 

e*(0)  =  éî«, 
e2-+i-*(o)  =  éî.., 

donc  ;?  ==  az(z*  —  ^  j)  .  •  •  (^*  —  «*«). 

Pag.  596.     Si  a  =  0,  /?  sera  du  degré  fi  —  1  et  ^  du  degré  ju.     En 
égalant  les  coefliciens  de  zv-"^  dans  l'équation 

P—9Î/  =  ±  b2/{x—z){x'  —  z)  . . .  (x^^'^^—z),     (a) 
on  aura 

a'  —  6'y  =  ^ôy(ar+ar'  +  ar» +  ...4-a:^»^-*0>  ' 
où  a'  et  bi  sont  des  constantes.     On  trouvera  sous  la  même  condition  que  dans 

le  cas  précédent,  qu'en  faisant  /u.=  2»4"l'  en  aura 
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1  U 

1  1 

Or    a?  =  ±  1,  ±  —  donne  y  =  db  1>  ±  — >    ^'^^  *'®^  **'^  *'  =  **•     y  »^a 
donc  la  forme 


y 


M.  M 

Cette  équation  fait  voir  que  âr==:0  rend  y  infini.  Si  Ton  divise  les  deux 
membres  de  Féqnation  .  (a)  ci-dessus  par  y  et  qu'on  fasse  ensuite  â?  =  0  ou  y 
infini,  on  aura 

y  =  ±  bz{e\—z')(el  — z«)  . . .  {e\—z^). 
De  ce  qui  précède  on  tire  sur-le-champ  l'équation  (188). 

Si  fi  est  pair  =  2n,  on  trouvera  pour  y  la  forme 

«; 

^        -P ,  /      .1  2jrAei  2jrAc.>i      \  ' 

d'où  l'on  tire  l'équation  (189). 

Pff^.  J97.     Pour  or  =  ^  les  équations  (190)  et  (191)  donnent 

Pour  x=0  les  mêmes  équations  donnent 

^^  =  aelél . . .  e\  =  J(l+2Ai?,  +  2Aé?^  +  •  •  •  +  2Ae») 
L'équation  différentielle 


dy  ia      \_A\    ^ 


(2/1+1). 


donne  pour  a:  =  0, 


Ay  Ajt 


^  =  (2^  +  l).^=2^+l. 


«fjr  ^^ 


et  ^=— ^=a.c»c>...e*.  pour  ar  =  0; 

donc  a.e^«|...«%=2^  +  l. 

Lorsqu'on  suppose  x  infini,  on  a  x^y^^-=.  Ax  =  y,  donc 

donc  ^=-s — =-•     On  aura  donc 
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c**.e\e\...0l 


a 


IjJL  +  l 


«2       A^  «^ 


Le  produit  de  ces  deux  équations  membre  par  membre  donne 

a*  =  c**,  donc  a  =  c*. 

JPo^.  399.     On  a  (voyez  135) 
donc 


ds'  dx     ,    »  rfc 


Aj'  Ajp     '       Ae' 

jPo^.  400.  Les  équations  (196)  et  (197)  se  déduisent  respectivement 
des  équations  (190)  et  (191)  en  remarquant  que  a=^«ï*'+«i*,  que  -4  =  — — -, 
et  en  ayant  égard  aux  équations  (143)  et  (144). 


Pag.  401.     On  a 


de  de,       /  j  v 

PTe^-E^     (*> 

k.^=^    (2) 

A^'  àe\      ^   ^ 

ife«/ft  <fo«    I  de'k       ^m\ 


A««/t  Ae»         Atf' 

Si  dans  (1)  on  met  e^^i  au  lieu  de  e,  on  aura 

dem,i  dem     i  de' 

lie     ,          de 
dcpm    1^  de'p   depm,p 

donc  par  cette  sobstitation  e^  se  change  en  e^^. 

Pag.  40S.     On  a 

=  x-{-     ear+     0*0:  +  ...+     e"ar  +  . . .  +  0«i*ar 
=  a:  4-   <îex  +  (J'e^ar  +  . . .  +  ^•0"ar  +  .  •  •  +  S^V^^v-x 
=  a?  +  d»ea?  +  <J*0*ar  +  . . .  +  <J*-e*J:+  . . .  +  <î*»*0*i*ar 


V. 


«'« 


«a^=ar+d«l^ar+d*i^'a?+...+^-»^'"ar4-...4-dVe«i*ar. 
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En  ajoutant  et  divisant  par  ifi-^i  on  aura  la  valeur  de  a;.  En  multipliant  la 
seconde  é^ation  par  &^y  la  troisième  par  (^'**  etc.  ajoutant  ensuite  et  divisant 
par  2/1  -|~  ^9  ^Q  ^^^  1^  valeur  de  O'^^r.     (Voyez  pag.  124). 

Pag.  408.     M.  Creïïe  remarque  que  c'est  jusqu'ici  que  ce  mémoire  lui 
est  parvenu,  et  que  l'auteur  est  mort  sans  l'avoir  fini. 


PIN   DU   TOME    PREMIER. 
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Corrections. 


{Plusieurs  fois)  indëpendentes. 
au  dessus  du  plus  grand  nombre 
premier  compris  dans  les  fac- 
teurs de  n. 

(I.  =  0,  1,  2,  3  • . .  (JL. 


dz{%  +  a*) 


y- 


•  •  Va* 


9i»  y9>ya>- 

O  +  \lX3i 

■  ■  >  ■ 

Dans  le  dénominateur  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  (172) 
j  /  miù+\i.tsi+k  \ 
^    \     2n+l       / 

Chauchy 

fonction  entière  de  x^, 
2m^Aiii 


p 


a 


Aa 


paragraphe  1. 

l^c*e*Ajr 

2n 

n.. 


indépendantes. 

au-dessus  du  plus  grand  nombre  premier 

qui  ne  surpasse  pas  it« 

(JL  =  1,  2,  S . . ,  |i. 
Le  second  membre  de  la  première  ëqu- 
tion  de  cette  page  doit  avoir  le  signe — , 
celui  de  la  seconde  équation  le  signe  +; 
et  celui  de  la  troisième,  le  signe  — . 

2 

d%{%  -h  g*) 

mo+p.01 
2n+l 


*    V     2w+l     / 

fonction  entière  de  4r. 

o    2miAa, 

Pi  — z 


Aa^ 
0"-*jr. 
Ae« 
1— c«e»/ 

1     1 

T'~T' 

j:Ae+  eA^ 

n.. 


paragraphe  2. 
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